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Plan

Dzisiaj czeka nas wyprawa w giab systeméw aksjomatycznych
(dedukeyjnych), podczas ktérej oméwimy ich najwazniejsze whasnosci, takie
jak:

@ niesprzecznosé,

@ niezaleznos$¢ aksjomatéw,

@ zupetnosc.

(Poruszane dzi$ zagadnienia omawiamy opierajac sie na podreczniku:
Batég, T., Podstawy logiki, Poznan, 2003.)
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Systemy dedukcyjne

Na poczatek kilka uwag terminologicznych:

o Jezykiem bedziemy nazywa¢ kazdy podzbiér zbioru znakéw jezyka
rachunku predykatéw, zawierajacy: state logiczne, wszystkie zmienne
indywiduowe, przynajmniej jeden predykat, oba nawiasy oraz
ewentualnie takie znaki jak nazwy indywiduowe, symbole funkcyjne
przecinek.

@ Statymi pozalogicznymi danego jezyka bedziemy nazywa¢ predykaty,
nazwy indywiduowe oraz symbole funkcyjne.
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Systemy dedukcyjne

Ufam, ze pamietaja panstwo co to takiego pojecie konsekwencji i system
dedukcyjny. Jednak, zeby mie¢ pewnos¢, proponuje szybka powtdérke.

Pojecie konsekwengji

Formuta zdaniowa A jest konsekwencja zbioru X formut zdaniowych, wtedy
i tylko wtedy, gdy istnieje przynajmniej jeden dowéd formuty A w oparciu o
zbiér X. Zbiér wszystkich konsekwencji zbioru X bedziemy oznaczaé¢ Cn(X).
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Systemy dedukcyjne

Pewne wtasnosci operacji konsekwencji:
e X C Cn(X),
Cn(Cn(X)) C Cn(X),
Cn(Cn(X)) = Cn(X),
Jezeli X C Y, to Cn(X) C Cn(Y),
A € Cn(X) wtw, gdy istnieje taki skonczony zbiér Y, ze Y C X oraz
A € Cn(Y) (Twierdzenie o finitystycznosci operacji Cn).
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Systemy dedukcyjne

Konsekwencje aksjomatéw Klasycznego Rachunku Predykatéw (A,p)
nazywa sie tezami rachunku predykatéw. Zbiér tych tez bedziemy oznacza¢
literg L.

Uprawnione jest zatem stwierdzenie, ze:
L= Cn(Ar)

Od przytoczonego powyzej pojecia konsekwencji odréznia sie konsekwencje
logiczna.

Konsekwencja logiczna

A jest konsekwencja logiczna zbioru X wtw, gdy A mozna wyprowadzi¢ za
pomoca regut dowodowych ze zbioru ztozonego z wszystkich aksjomatéw
KRP oraz formut nalezacych do X. Zbiér wszystkich konsekwenc;ji
logicznych zbioru X bedziemy oznacza¢ symbolem Cn;(X).
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Systemy dedukcyjne

W zapisie symbolicznym:
Cnp(X) = Cn(Arp U X).
Zbiér wszystkich tez KRP mozna okresli¢ poprzez réwnosé:
Cni(0) = L.
Ponadto:

LcC CnL(X).
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Systemy dedukcyjne

Zbiér X formut zdaniowych jezyka J nazywamy systemem dedukcyjnym
(teoria) w jezyku J wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie formuty zdaniowe
jezyka J bedace konsekwencjami logicznymi zbioru X naleza do zbioru X.
Elementy teorii X nazywamy twierdzeniami lub tezami tego systemu.

System dedukcyjny jest to taki zbiér X formut zdaniowych jezyka J, ktéry
jest zamkniety ze wzgledu na operacje konsekwencji logicznej (Cny). Czyli:

CnL(X) c X

Najmniejsza teoriag w J jest zawsze zbiér Cn.(0). |
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Systemy dedukcyjne

Systemy dedukcyjne

Teorie z identycznoscia

S3 to teorie, ktére posréd statych pozalogicznych zawierajg predykat
dwuargumentowy , =", i wszystkie aksjomaty teorii identycznosci (A;q)
(poznalismy na ostatnich zajeciach) sa twierdzeniami tych teorii.

Na przyktad zbiér tez Rachunku predykatéw z identycznoscia mozna
przedstawi¢ jako:

Cni(Ai)

Ciekawa cecha teorii z identycznoscia jest mozliwos¢ wyrazenia w nich tzw.
kwantyfikatoréw ilosciowych. Czyli zwrotéw postaci:

@ Istnieje co najmniej n przedmiotéw x takich, ze . ..
@ Istnieje co najwyzej n przedmiotéw x takich, ze . ..

o Istnieje doktadnie n przedmiotéw x takich, ze . ..
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Systemy dedukcyjne

Jezeli n =1, to mozna trzy powyzsze zworoty wyrazi¢ odpowiednio przez:
e dxA(x),
o Vx,y[A(x) A A(y) = x=y],
o IxA(X) AVx, y[A(x) AA(y) = x=y].
Dla n=2:
o 3x, y[~(x=y) AA(X) A A(Y)],
o Vx,y,z[A(X) NA(Y) NA(z) = x=yVx=2zVy=2,
o Ix,y[~(x=y) NA(X) AA(Y)] AV, y, z[A(X) AA(y) AA(2) = x =
yVx=zVy= z] .
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Niesprzecznos¢

Zbiér formut X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje zadna
taka formuta A € Cn;(X) oraz "=A™ € Cny(X). Natomiast, gdy taka
formuta istnieje, to zbidr X jest sprzeczny.

Twierdzenie (1.1)

Zbior X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiér Cny(X) jest
niesprzeczny.

Zgodnie z tym twierdzeniem, jezeli niesprzeczna jest aksjomatyka
pozalogiczna teorii (X), to niesprzeczna jest cata teoria opierajaca sie na
tej aksjomatyce.

Michat Lipnicki () Naukoznawstwo 3 grudnia 2009 11 / 46



Niesprzecznos¢

Twierdzenie (1.2)

Jezeli X C Y oraz zbiér Y jest niesprzeczny, to réwniez zbior X jest
niesprzeczny.

@ (1) Jezeli X C Y, to Cni(X) C Cn(Y).
@ (2) Gdyby X byt sprzeczny, to istniataby taka formuta A, ze

A€ Cni(X) oraz "=AT € Cni(X).
o (3) Wéwczas mielibysmy takze A € Cni(Y) oraz =A™ € Cn.(Y).
@ (4) To jednak znaczytoby, ze zbiér Y jest sprzeczny, wbrew
zatozeniom twierdzenia.

Twierdzenie (1.3)

Zbiér X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje przynajmniej
Jedna formufa zdaniowa A taka, ze A ¢ Cny(X).
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Niesprzecznosé

e (1) Zaktadamy, ze X jest niesprzeczny i wezmy pod uwage dowolna
formute zdaniowa A.

@ (2) Skoro X jest niesprzeczne, to wynika z tego, ze albo A ¢ Cn.(X),
albo "T=A™ ¢ Cny(X).

@ (3) Zatem przynajmniej jedna formuta na pewno nie nalezy do Cny(X).

o (4) Zatézmy, iz zbiér X jest sprzeczny, wéwczas istnieje taka formuta

A, ze A€ Cni(X) oraz "=AT € Cni(X).
e (5) Z uwagi na prawo redukgji do absurdu:

"A— (A= B)T € A,
Czyli:
"A— (mA— B)" e Cni(X)

@ (6) Po zastosowaniu inferencyjnej reguty odrywania otrzymujemy

B € Cny(X). Co jest réwnoznaczne stwierdzeniu, ze kazda formuta

nalezy do Cny(X). Zatem jezeli istnieje taka formuta ktéra nie nalezy
do Cny(X), to zbiér X musi by¢ niesprzeczny.
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Niesprzecznos¢

Twierdzenie (1.4)

Zbior X jest niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy kazdy skoriczony
podzbiér zbioru X jest niesprzeczny.

@ (1) Gdy X jest niesprzeczny, to kazdy jego podzbidr jest niesprzeczny,
tym bardziej skonczony.

@ (2) Jesli X jest sprzeczny, to dla pewnego A, A € Cny(X) oraz
T=AT € Cn(X).

@ (3) Woéwczas (z uwagi na finitystyczny charakter operacji
konsekwencji) istnieja takie skonczone zbiory Y; oraz Y>, ze
Y1 C X, Y, C X,A S CnL(Yl) oraz "T—AT € CnL(Yg).

@ (4) Y1 U Y, jest skonczonym podzbiorem zbioru X i przy tym
Ac CnL(Yl U Y2) oraz "T—AT € CnL(Yl U Yz).
)

@ (5) Zatem pewien skonczony podzbidr zbioru X jest sprzeczny.
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Niesprzecznos¢

Twierdzenie (1.5)

Jezeli X1, X2, X3, ... jest nieskoriczonym ciagiem niesprzecznych zbioréw
formut i przy tym

X1CX2CX3C...

to wéwczas zbiér

o0
X:UM:MU&U&UM
i=1

jest niesprzeczny.

o (1) Zatézmy, ze X jest sprzeczny, wtedy w mys| poprzedniego
twierdzenia pewien skofnczony podzbiér Y zbioru X jest sprzeczny.
@ (2) Zbiér Y mozna przedstawi¢ w postaci: Y = {A1, Az, ..., An}.
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Niesprzecznos¢

(3) Poniewaz kazda z formut A; nalezy do X, natomiast X jest suma
ciagu X1, X2, X3, ..., wiec Ay nalezy do pewnego zbioru Xj,, Az do
pewnego Xj,, ..., A, nalezy do pewnego zbioru Xj,.

(4) Wzkazniki i1, i, . .., In s3 liczbami naturalnymi i jest ich skonczona
ilos¢. W zwiazku z tym wsréd wskaznikéw liczba najwigksza - ip,.
(5) Wszystkie zbiory X, Xi,, ..., Xj, sa podzbiorami X, .

o (6) Zatem réwniez wszystkie formuty A;, Ay, ..., A, naleza do X;,,
czyli Y C X,
@ (7) Jednak Y jest sprzeczny, tym samym X jest sprzeczny, wbrew

jednemu z zatozen twierdzenia.
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Niesprzecznos¢

Twierdzenie (1.6)

Jezeli A jest zdaniem oraz =A™ ¢ Cny(X), to zbior XU {A} jest
niesprzeczny.

o (1) Zatézmy, ze zbiér XU {A} jest sprzeczny.
o (2) Woéwczas istnieje taka formuta B, ze B € Cn (XU {A}) oraz
rownoczesnie "B € Cny (XU {A}).
@ (3) Poniewaz
"B— (-B— BA-B) € Ay
zatem
"TBA-Be Cn(XU{A}).

@ (4) Na mocy twierdzenia o dedukgji:
"A— BA-B'e Cni(X)
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Niesprzecznos¢

e (5) Réwnoczesnie na mocy prawa redukgji do absurdu:
"(A— BA-B) = -A" € Ap,.

e (6) Zatem:
T=A7 € Cny(X)'
co przeczy zatozeniom twierdzenia.

Twierdzenie to gtosi, ze kazdy niesprzeczny zbiér mozna rozszerzy¢ bez
popadania w sprzeczno$¢, o kazde takie zdanie, ktérego negacja nie jest
konsekwencja logiczna tego zbioru.
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Dowodzenie niesprzecznosci

Dowodzenie niesprzecznosci nie jest prosta sprawa. Ba, przekonujace
wykazanie niesprzecznosci systemu bywa niezwykle trudne.

W zwiazku z tym metode dowodzenia niesprzecznosci scharakteryzujemy
jedynie ogélnikowo.

Twierdzenie (1.1.7)

Jezeli X jest teoriag w jezyku Ji, natomiast H jest przeksztatceniem zbioru X
w zbiér formut zdaniowych jezyka J, zachowujacym negacje, tzn. takim, ze
dla kazdego A € X

H(rﬂAﬂ) — rﬁH(A)ﬂr

i przy tym wsréd wartosci funkcji H (a wiec w obrazie H(X)) nie ma formut
sprzecznych, to teoria X jest niesprzeczna.

v
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Dowodzenie niesprzecznosci

@ (1) Zatézmy, ze teoria X jest sprzeczna. Wéwczas istnieje taka
formuta A, ze A€ Xoraz"™—A7 € X.

@ (2) Poniewaz H zachowuje negacje, wynika z tad, ze wsréd wartosci
tej funkcji znajduja sie formuty sprzeczne - H(A) oraz —H(A).
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Dowodzenie niesprzecznosci

Wykorzystywana w dowodzie niesprzecznosci funkcja H czesto jest
konstruowana, jako tzw. interpretacja w sensie syntaktycznym.

Niech J; i J> beda dowolnymi jezykami. Kazde przyporzadkowanie statym
pozalogicznym jezyka J; pewnych statych pozalogicznych jezyka J> takie,
ze nazwie indywidualnej odpowiada nazwa indywidualna, predykatowi
n-cztonowemu - predykat n-cztonowy oraz symbolowi funkcyjnemu
n-argumentowemu - n-argumentowy symbol funkcyjny, nazywamy
interpretacja w sensie syntaktycznym jezyka J; w jezyku .
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Dowodzenie niesprzecznosci

Niech A bedzie formuta zdaniowa jezyka Ji, Y teorig w jezyku J, a H
interpretacja jezyka J; w jezyku J>. Niech H(A) bedzie formuta zdaniowa
jezyka J» powstajaca z A przez zastapienie w A wszystkich wystepujacych
w A statych pozalogicznych przez odpowiadajace im state pozalogiczne
jezyka J». Jesli H(A) € Y, to méwimy, ze H jest modelem w sensie
syntaktycznym formuty A w teorii Y.

Jezeli X jest zbiorem formut zdaniowych jezyka J; i H(A) € Y, dla kazdego
A € X, to méwimy, ze H jest modelem w sensie syntaktycznym zbioru X w
teorii Y.
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Niezaleznos¢ aksjomatéw

Formuta A jest niezalezna od zbioru formut X w dwéch przypadkach:
(1) gdy A ¢ Cni(X); (2) gdy dla kazdego A nalezacego do X:
A ¢ Cn (X —{A}).

W przypadku niezaleznosci aksjomatéw, obowigzuje to, o czym mowa w
punkcie (2). Ukfad aksjomatéw nazywamy niezaleznym, gdy kazdy z
aksjomatéw tego uktadu jest niezalezny od zbioru wszystkich pozostatych
aksjomatéw uktadu.

Zanim scharakteryzujemy procedure dowodzenia niezaleznosci aksjomatéw,
wprowadzmy pojecie domkniecia uniwersalnego formut.

Domkniecie uniwersalne formut jest to operacja tworzenia zdania z formuty
przez zwigzanie wszystkich zmiennych wolnych formuty kwantyfikatorem
generalnym.

Domkniecie formuty A bedziemy oznacza¢ przez A
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Dowodzenie niezaleznosci aksjomatéw

Twierdzenie (2.1)

Niech A oznacza jakis aksjomat a X - zbior wszystkich pozostatych
aksjomatow jakiejs teorii. Jezeli zbior XU {"—(A)7} jest niesprzeczny, to
formuta A jest niezalezna od zbioru X, czyli A ¢ Cni(X).

o (1) Zatézmy, ze formuta A jest zalezna od zbioru X. Wéwaczas
A Cny(XU{"=(A)})
oraz
Ae Cnp(XU{ =(A)M}).

@ (2) Jednakze
"(A)T € Cny (XU {(A)}),
Sytuacja taka wskazuje na sprzecznos¢ XU {"—(A)7} whrew
zatozeniom twierdzenia.
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Dowodzenie niezaleznosci aksjomatéw

Twierdzenie (2.2)

Jezeli teoria Y jest niesprzeczna oraz istnieje w niej model dla zbioru
XU{"=(A)"}, to formuta A jest niezalezna od zbioru X.

Metoda interpretacji stuzgca do uzyskiwania dowodéw niesprzecznosci
moze zosta¢ wykorzystana do dowodzenia niezaleznosci.
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Zupetnosé

Zbior formut zdaniowych X jezyka J jest zupetny ze wzgledu na jezyk J
wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zdania jezyka J albo A € Cn.(X),
albo "=AT € Cny(X).

O zupetnosci mozemy méwi¢ tak w odniesieniu do systemu aksjomatéw
danej teorii, jak i samej teorii.

Zatézmy, ze X jest uktadem aksjomatéw pewnej teorii w jakims jezyku J.
Jezeli A jest zdaniem jezyka J oraz A ¢ Cny(X) oraz "—=A™ ¢ Cn;(X), to
méwimy, ze A jest nierozstrzygalne na gruncie aksjomatéw X.

Zupetnosé aksjomatyki jakiejs teorii oznacza nieistnienie w niej zdan
nierozstrzygalnych.
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Zupetnosé

Zupetnos¢ jest pojeciem bardzo doniostym, jednak nie zawsze dazy sie do
konstruowania teorii zupetnej. Niektore teorie abstrakcyjne (np. algebra
Boole'a) celowo konstruuje sie jako systemy o niezupetnym zbiorze
aksjomatéw, aby nie zaweza¢ klasy ich mozliwych interpretacji.

Teorie nieabstrakcyjne, ktére badaja pewne okreslone dziedziny
rzeczywistosci (np. teoria mnogosci, arytmetyka liczb naturalnych) powinny
spetnia¢ warunek zupetnosci.

Sformutowanie dla powyzszych teorii aksjomatyki zupetnej oznaczatoby, ze
badana dziedzina zostata scharakteryzowana w aksjomatach w sposéb
kompletny.

Odkrycie Godla

Okazuje sie, ze w przypadku teorii wystarczajaco bogatej, by zawierata
arytmetyke liczb naturalnych, warunek zupetnosci jest niemozliwy do
spetnienia.
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Zupetnosé

Twierdzenie (3.1)

Zbiér formut zdaniowych X jest zupetny ze wzgledu na dany jezyk wtedy i
tylko wtedy, gdy zbior Cni(X) jest zupetny ze wzgledu na ten sam jezyk.

v

Twierdzenie (3.2)

Jezeli zbiér X jest niezupetny ze wzgledu na dany jezyk, to jest on
niesprzeczny.

\

@ (1) Z niezupetnosci zbioru X wynika, ze istnieje zdanie A takie, ze
A §Lf CnL(X) i AT ¢ CnL(X).
)

@ (2) Na mocy twierdzenia 1.3 zbiér X jest niesprzeczny.
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Zupetnosé

Twierdzenie (3.3)

Zbior X jest zupetny ze wzgledu na J wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
formut A jezyka J, ze A ¢ Cni(X), zbior XU {A} jest sprzeczny.

Twierdzenie to méwi nam, ze kazde rozszerzenie zbioru X o formuty
niebedace jego konsekwencjami jest sprzeczne.

o (1) Zaktadamy, ze zbiér X jest niesprzeczny, zupetny i ze
A ¢ Cni(X).

@ (2) W takiej sytuacji
A¢ Cny(X).

o (3) Poniewaz zbiér X jest zupetny i A jest zdaniem, zatem
T=A™ € Cny(X) oraz
T=A7 € Cn (XU {A}).
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Zupetnosé

) Z drugiej strony

€ Cn (XU {A}), czyli
€ Cn (XU {A}).
)

o (4
A
A

o (5) Zatem zbiér XU {A} jest sprzeczny.
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Metateorie

Uprawiajac dana dyscypline naukowa, mozemy przyczynia¢ sie do jej
rozwoju przez:

@ Wzbogacanie teorii 0 nowe twierdzenia dotyczace przedmiotéw,
ktérymi teoria sie zajmuje.

@ Mozemy réwniez wystepowaé jako badacze, ktérzy formutuja i
uzasadniaja twierdzenia. Z tym ze twierdzenia te nie dotycza
przedmiotéw badanych w teorii, lecz dotyczg samej teorii i jej
wiasnosci.

W ten sposéb z kazdej teorii, czy dyscyplinie naukowej mozna przypisac jej
metateorie, ktérej przedmiotem badania jest ta pierwsza teoria.
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Metateorie

Jezyk badanej teorii nazywa sie jezykiem przedmiotowym.

Jezyk odpowiedniej metateorii - metajezykiem.

Zaleznie od tego jaka dyscypline, czy teorie badamy, mozemy méwi¢ o:
@ metalogice;

@ metamatematyce, a w jej obrebie na przyktad o metaarytmetyce,
metageometrii;

o metafilozofii, itd.
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Aksjomatyczne podstawy metateorii

Do lat trzydziestych ubiegtego wieku uwazano, ze metamatematyki nie da
sie zaksjomatyzowac¢ i dlatego musi mie¢ charakter czysto intuicyjny.
Jednak wybitny polski logik i matematyk Alfred Tarski pokazat, ze jest to

zadanie do wykonania.

Teraz przyjrzymy sie jak mozna nada¢ posta¢ aksjomatyczna
metaarytmetyce.
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Aksjomatyczne podstawy metateorii

Pierwszym krokiem jest stworzenie jezyka metaarytmentyki, czyli
metajezyka w stosunku do jezyka arytmetyki.

o Taki jezyk musi zawieraé pewna ilos¢ statych logicznych
wystepujacych w jezku arytmetyki.

@ Aby odrézni¢ jezyk przedmiotowy od metajezyka, stosuje sie
symboliczny zapis tych statych w jezyku pierwszego typu i stowny w
przypadku jezyka drugiego typu.

@ Druga grupe poje¢ metajezyka stanowia pojecia teoriomnogosciowe.

@ Ponadto musimy dysponowa¢ zmiennymi, ktére beda reprezentowac
dowolne obiekty, o ktérych mowa w metaarytmentyce.

@ Trzecig grupe statych stanowia pojecia swoiste, Scisle zwigzane z
jezykiem przedmiotowym - nazwy wszystkich znakéw jezyka
przedmiotowego.
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Aksjomatyczne podstawy metateorii

Znak jezyka arytetyki | Jego nazwa w | Odpowiednik stowny
metajezyku nazwy

= ng znak negacji

A kn znak koniunkgji

Y% al znak alternatywy

— im znak implikacji

> rw znak réwnowaznosci

v kd kwantyfikator duzy

= km kwantyfikator maty

= id znak identycznosci
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Aksjomatyczne podstawy metateorii

Znak jezyka arytetyki | Jego nazwa Odpowiednik stowny
metajezyku nazwy

0 zr znak zera

S ns znak nastepnika

+ dd znak dodawania

. mn znak mnozenia

( nl nawias lewy

) np nawias prawy

X| z1 pierwsza zmienna

x| 7 druga zmienna

||| 73 trzecia zmienna
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Aksjomatyczne podstawy metateorii

Oprécz powyzszych termindéw w jezyku metaarytmetyki nazwe zbioru
wszystkich wyrazen jezyka arytmetyki oznaczymy przez W.
Dwuargumentowy symbol funkcyjny N bedzie oznaczat operacje
konkatenacji. Czyli taka operacje, ktéra wykonana na dwéch wyrazeniach x
i y daje wyrazenie xN y bedace wynikiem ztaczenia tych wyrazen we
wskazanej kolejnosci.

Zbiér aksjomatéw metaarytmetyki skfada sie z trzech podzbioréw:

o aksjomaty logiczne,
@ aksjomaty teoriomnogosciowe (wraz z aksjomatami identycznosci),

@ aksjomaty swoiste metaarytmetyki.
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Aksjomatyczne podstawy metateorii

Aksjomaty swoiste metaarytmetyki sa nastepujace:
o (1) W jest zbiorem.
e (2) ng, kn, a/,_im, rw, kd, km, id, zr, ns, dd, mn, np, nl sa
wyrazeniami. Zadne dwa z tych czternastu nie s3 identyczne.
o (3) Dla wszystkich k: (i) zy jest wyrazeniem; (ii) z jest rézne od
kazdego z wyrazen ng, kn, al, im, rw, kd, km, id, zr, ns, dd, mn, np,
nl; jezeli k #£ I, to zj jest r6zne od z.

o (4) xNye Wwtedy i tylko wtedy, gdy x€ Worazye W. xnye W
jest rozne od kazdego z wyrazen ng, kn, al, im, rw, kd, km, id, zr, ns,
dd, mn, np, nl, z.
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Aksjomatyczne podstawy metateorii

o (5) Jezeli x, y, z, t sa wyrazeniami, to
xNy=zNt

wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony jest jeden z ponizszych warunkéw:
(i) x=zorazy =t
(ii) istniej takie wyrazenie u, ze:
X=zNuorazt=uNy
(iii) istnieje takie wyrazenie u, ze

z=xNuorazy=uNnNt

Aksjomat ten uzasadnia prawo tacznosci konkatenacji.
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Aksjomatyczne podsawy metateorii

o (6) (Zasada indukgji zupetnej). Dla kazdego zbioru X, jesli:
(i) ng, kn, al, im, rw, kd, km, id, zr, ns, dd, mn, np, nl naleza do X;
(ii) Dla kazdego k, zx € X;
(iii) Dla wszystkich wyrazen x, y: o ile x € X oraz y € X, to
xNyeX

to wéwczas zbiér X zawiera wszystkie wyrazenia, czyli W C X.

Zasada indukcji zupetnej gwarantuje, ze kazde wyrazenie sktada sie ze
skonczonej liczby znakéw. J
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Aksjomatyczne podstawy metateorii

Wykorzystujac zaprezentowang aparature pojeciowg mozna budowa¢
strukturalno-opisowe nazwy dowolnych wyrazen jezyka arytmetyki bez
pomocy cudzystowdw.

Wezmy formute:
¥ (~(x] = 0)) J

Nazwa takiej formuty jest wyrazenie symboliczne:

kdnzyNnlNngNnlNzy NidNzr0 npN np. ]
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Chwila relaksu

Chwila relaksu

No, starczy tego teoretyzowania.
Teraz troche stretchingu intelektualnego - Panstwa ulubione zagadki

logiczne. Tym razem pochodza one z ksigzki: Smullyan, R., Dama czy tygrys.
Warszawa 2003.
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Wyprawa na Wyspe Snéw

Wyspa Snéw to niezwykta kraina - jej mieszkancy maja bardzo wyraziste
sny; mysli, ktére przezywaja w czasie snu, s3 naprawde réwnie wyraziste,
jak te na jawie. Ponadto ich zycie we $nie przejawia te sama ciggtos¢ z
nocy na noc jak ich zycie na jawie z jego ciagtoscia z dnia na dzien.
Dlatego spora grupa mieszkancéw miewa problemy z rozpoznaniem, czy w
danej chwili s3 na jawie, czy tez $ni3.
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Wyprawa na Wyspe Snéw

Otéz (jak pewnie sie Panstwo domyslaja) kazdy mieszkaniec nalezy do
jednego z dwdch typéw - jest dzienny lub nocny. Mieszkaniec dzienny ma
to do siebie, ze wszystko, o czym jest przekonany, gdy jest na jawie, jest
prawdziwe; wszystko zas, o czym jest przekonany, gdy sni, jest fatszywe.
Mieszkancy nocni przeciwnie: wszystko, o czym sa przekonani, gdy sa na
Jjawie, jest fatszywe; wszystko zas, o czym sg przekonany, gdy snia, jest
prawdziwe.

Zagadka 1

Swego czasu jeden mieszkaniec byt przekonany, ze nalezy do typu
dziennego.

@ Czy mozna ustali¢, czy jego przekonanie byto trafne?

@ Czy mozna ustali¢, czy byt wéwczas na jawie, czy $nit?
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Wyprawa na Wyspe Snéw

Zagadka 2
Kiedy indziej jeden z mieszkancéw byt przekonany, Ze $ni.

@ Czy mozna ustali¢, czy jego przekonanie byto trafne?

@ Czy mozna ustali¢, do jakiego typu on nalezy?

Zagadka 3

Jest na tej wyspie matzenstwo Kulpéw. W pewnej chwili pan Kulp byt
przekonany, ze on i jego zona naleza oboje do typu nacnego. W tej samej
chwili pani Kulpowa byfa przekonana, ze nie naleza oboje do typu nocnego.
W owym czasie, gdy zywili te przekonania, jedno z nich byfo na jawie, a
jedno $nito.

o Ktoére byto na jawie.
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Wyprawa na Wyspe Snéw

W zwiazku z tym, ze dzisiejsze zajecia uptynety nam na rozwazaniach
metateoretycznych, na zakonczenie proponuje rozwiazaé metazagadke.

Metazagadka

Kiedys$ zadatem przyjacielowi zagadke: , Pewien mieszkaniec wyspy byt swego
czasu przekonany, ze jest typem dziennym i jest na jawie. Kim byt
rzeczywiscie?' Moj przyjaciel myslat o tym przez chwile, a nastepnie rzekt: ,, Nie
date$ mi wystarczajacej informacji!” Miat racje! Z kolei zadat mi pytanie: ,,Czy
wiesz, do jakiego typu nalezat 6w mieszkaniec, oraz czy byt na jawie, czy
$nit w danej chwili?”. Odpowiedziatem, ze wiem zaréwno kim jest, jak i w jakim
byt stanie w danej chwili. Przyjaciel zadat mi pytanie: ,,Gdyby$ mi powiedziat,
czy jest on typem dziennym, czy nocnym to czy miatbym wéwczas
wystarczajaca informacje, by ustali¢ czy w danej chwili byt on na jawie,
czy tez $nit?" Odpowiedziatem mu szczerze (tak lub nie) i to pozwolito mu
rozwiazaé zadanie.

Czy 6w mieszkaniec byt typem dziennym, czy nocnym? Czy w owej chwili byt na
jawie, czy tez $nit?
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