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Podajemy rozwigzania zadan egzaminacyjnych. Zgodnie z wczesniejszymi usta-
leniami, dopuszczalne byty dowolne poprawne metody rozwigzywania zadan

Wazne. Odpowiedzi na pytania egzaminacyjne powinny by¢:
e poprawne;

e opatrzone odpowiednimi komentarzami (np. co jest zalozeniem dowodu nie wprost) oraz uzasadnie-
niami;

e starannie sformultowane;

e wyraznie zapisane.

e Tacznie na egzaminie mozesz uzyskaé¢ najwyzej 1700 punktow.

e Za rozwiazanie kazdego z zadan: 1, 2, 3 otrzymujesz najwyzej 300 punktow.
e Za rozwiazanie kazdego z zadan: 4, 5 otrzymujesz najwyzej 400 punktow.

e Za prawidlowe rozwiazanie trzech zadan uzyskujesz ocene dostateczng.

e Za prawidlowe rozwiazanie czterech zadan uzyskujesz ocene dobra.

e Za prawidlowe rozwiazanie pieciu zadan uzyskujesz ocene bardzo dobra.

Poniewaz jestesmy tylko ludZzmi, wiec kierowaé sie bedziemy zasadag tolerancji:

Uzyskanie co najmniej 851 punktéw wystarcza do otrzymania oceny dostatecznej.

Uzyskanie co najmniej 1051 punktéw wystarcza do otrzymania oceny dostatecznej plus.

Uzyskanie co najmniej 1251 punktéw wystarcza do otrzymania oceny dobrej.

Uzyskanie co najmniej 1451 punktéw wystarcza do otrzymania oceny dobrej plus.

Uzyskanie co najmniej 1651 punktéw wystarcza do otrzymania oceny bardzo dobre;j.

O tym, jaka liczbe punktow otrzymujesz za czeSciowe rozwigzanie zadania, decyduje ja.

Przypominam:

wpisanie ocen w Srode, 13 czerwca 2007, o godz. 10:00, w sali 412, ul. Miedzy-
chodzka 5.

Przyjemnos¢ sprawdzenia Waszych prac odkladam do jutra. Oceny (nr albumu, liczba punktow, ocena)
zostana podane na stronie Zakladu Logiki Stosowanej UAM w ciggu 48 godzin od tego momentu.
jp, 8 czerwca 2007, 20:52



Grupa lewa: LWICE SAWANNY

Zadanie 1. Przeprowadz dowdd zalozeniowy formuly:
p— (~q¢—=(p—q))

Zadanie 2. Ustal dowolna poprawna metoda, czy nastepujaca formula jest tautologia, czy kontrtautologia
KRZ:

(pA—-(qg—p)) =

Zadanie 3. Ustal dowolna poprawna metoda, czy jest zbiorem semantycznie sprzecznym:
Niektore Pierzaste sqg Ogoniaste. Tylko Myszaste sq Pierzaste. Cokolwiek jest Ogoniaste, nie jest
Myszaste.
Zadanie 4. Przypusémy, ze falszywe sa zdania:
e (1) Niektore Pierzaste sq Myszaste lub Ogoniaste.
e (2) Kazdy Myszasty jest Ogoniasty.
Co mozna wtedy prawdziwie powiedzie¢ o zwigzkach miedzy Pierzastymi a Ogoniastymi?
Zadanie 5. Ustal dowolna poprawna metoda, czy z przestanek:

Jesli urwiemy Pogonowskiemu rece, ale nie utniemy mu ndg, to Pogonowski bedzie mdgt biegad,
ale juz nie zaklaszcze.

Pogonowski jeszcze zaklaszcze, chociaz nie bedzie mdgt biegaé, o ile: nie urwiemy mu rqgk, ale
utniemy nogi.

Ani nie urwiemy Pogonowskiemu rgk, ani nie utniemy mu ndg.

wynika logicznie wniosek: Pogonowski bedzie mdgt biegaé, o ile jeszcze zaklaszcze.

Pisz wyraznie. Nie pomijaj czynionych zalozen i przypuszczenn. Odpowiedzi uzasadniaj.



Grupa prawa: TYGRYSICE DZUNGLI
Zadanie 1. Przeprowadz dowdd zalozeniowy formuty:

(p— —q) = ~(pAqg).

Zadanie 2. Ustal dowolng poprawna metoda, czy nastepujaca formula jest tautologia, czy kontrtautologia
KRZ:

p—(qg—(r—q).
Zadanie 3. Ustal dowolna poprawna metoda, czy jest zbiorem semantycznie sprzecznym:
Kazda blondynka jest inteligentna. Co najmniej jedna brunetka nie jest inteligentna. Kazda z
Was, mite dziewczeta: nie jest brunetkq lub jest blondynkg.
Zadanie 4. Przypusémy, ze falszywe sa zdania:
o (1) Niektore Ogoniaste sq Pierzaste lub Myszaste.
o (2) Zaden Pierzasty nie jest Myszasty.
Co mozna wtedy prawdziwie powiedzie¢ o zwiagzkach miedzy Pierzastymi a Ogoniastymi?
Zadanie 5. Ustal dowolna poprawna metoda, czy z przestanek:

Jesli wyktujemy Pogonowskiemu oczy, ale nie wyrwiemy mu jezyka, to Pogonowski bedzie maogt
Spiewad, ale juz nie poczyta.

Pogonowski jeszcze poczyta, chociaz nie bedzie maoglt sSpiewaé, o ile: nie wyktujemy mu oczu, ale
wyrwiemy jezyk.

Ani nie wyktujemy Pogonowskiemu oczu, ani nie wyrwiemy mu jezyka.

wynika logicznie wniosek: Pogonowski bedzie mogt spiewad, jesli jeszcze poczyta.

Pisz wyraznie. Nie pomijaj czynionych zalozein i przypuszczenn. Odpowiedzi uzasadniaj.



ROZWIAZANIA

Grupa lewa: LWICE SAWANNY
Zadanie 1.
Dowédd zalozeniowy formuty:
p— (=g —=(p—q))

jest dowodem nie wprost:

1. p zal.

2. —q zal.

3. ——(p—4q) z.d.n.

4 —(p—q —(p—9q) PPN

5. p—gq RO 4,3

6. q RO 5,1

7.  SPRZECZNOSC: 2,6.
Zadanie 2.

Formuta

(pA=(g—p)—r
jest tautologia KRZ, a wiec automatycznie nie jest kontrtautologia KRZ.

2.1. NAJPROSTSZA METODA ROZWIAZANIA.

Najprostszy dowdd, iz jest to tautologia polega na zauwazeniu, iz poprzednik tej implikacji, tj. formuta
pA—(g — p) jest falszywa przy kazdym wartosciowaniu zmiennych zdaniowych. Istotnie, gdyby pA—(q — p)
byta prawdziwa przy jakim$ wartoSciowaniu, to przy tymze wartoSciowaniu p musiataby byé¢ prawdziwa i
—(¢ — p) musiataby by¢ prawdziwa, czyli ¢ — p musialaby by¢ falszywa. W takim przypadku, ¢ bylaby
prawdziwa, a p falszywa, co daje sprzeczno$¢ — p nie moze by¢ jednoczesnie prawdziwa i falszywa. Zatem
wykluczylismy mozliwosé, ze p A =(¢ — p) jest prawdziwa. Formuta p A =(q — p) jest zatem falszywa dla
wszystkich wartosciowan zmiennych zdaniowych, czyli implikacja

(pA-(g—p) —r

jest prawdziwa dla wszystkich wartosciowari zmiennych zdaniowych (bo implikacja o falszywym poprzedniku
jest prawdziwa), a to oznacza, ze jest ona tautologia KRZ.

2.2. ROZWIAZANIE METODA SILOWA.
Trzeba zbudowaé tabelke prawdziwosciowa badanej formuly. Poniewaz w ostatniej kolumnie tej tabeli
wystepuje wylacznie wartosé 1, wiec formuta ta jest tautologia KRZ.

plalr|q—p|(g—=p) | PA=(g—p) || PA(g—p) =T
111 1 0 0 1
1l1]0 1 0 0 1
1101 1 0 0 1
1100 1 0 0 1
011 0 1 0 1
o[1][0] o0 1 0 1
0(0]1 1 0 0 1
0(o0]o0 1 0 0 1

2.3. ROZWIAZANIE METODA DRZEW SEMANTYCZNYCH.
Budujemy drzewo semantyczne dla formuty —((p A =(¢ — p)) — r):



17—

~((pA (g ‘—>p)) — )
(1g) p‘Aﬂ(q—m
(1(1) -r

) >

(34) ﬁ‘p

X24,34

Drzewo jest zamkniete, a wiec formuta —((p A =(¢ — p)) — r) nie jest prawdziwa przy zadnym war-
tosciowaniu. Zatem formuta ((p A =(¢ — p)) — r jest prawdziwa przy kazdym wartosciowaniu, czyli jest
tautologia.

Zadanie 3.
3.1. ROZWIAZANIE METODA DRZEW SEMANTYCZNYCH.
Wprowadzmy oznaczenia:

e Px — z jest Pierzaste,

e Qr — x jest Ogoniaste,

o Rx — x jest Myszaste.

Rozwazane zdania maja nastepujace struktury sktadniowe:
Jz (Pz A Qx)

Vz (Px — Rzx)
Va (Qxr — —Rx)

Budujemy drzewo semantyczne, w ktoérego pniu umieszczamy te formuly. Jest to przypuszczenie, ze
wszystkie te formuty moga byé¢ prawdziwe w jakiej$ interpretacji.

Az (Pz A Qz) Yo
Vo (Pz ‘—> Rzx) %7
Y (Qx —‘> -Rzx) 3¢
(1) Pa /‘\ Qa *"

(2) Pa ‘_> Ra >~
(3) Qa — —Ra %~

(44) Pa
\
ya\
(51) —Pa (5,) Ra
(61) —Qa (617) —Ra

><4d76l X5p76p



Drzewo ma wszystkie galtezie zamkniete. Zatem nie istnieje interpretacja, w ktorej wszystkie rozwazane
formuty sg spelnione. Rozwazany zbiér formul jest semantycznie sprzeczny.

3.2. ROZWIAZANIA METODA DIAGRAMOW VENNA.
Wprowadzmy oznaczenia:

e P — zbior wszystkich Pierzastych,
e () — zbior wszystkich Ogoniastych,
e R — zbior wszystkich Myszastych.
Wtedy zdania:

Tylko Myszaste sq Pierzaste.
Cokolwiek jest Ogoniaste, nie jest Myszaste.

maja, odpowiednio, nastepujace przektady na jezyk rachunku zbiorow:
e (1) P C R (lub, rownowaznie: P — R = (), albo, tez rownowaznie: PN R = P);
¢ (2) Q C R’ (lub, réwnowaznie: Q — R’ = (), albo, tez rownowaznie: Q N R’ = Q).

Informacje te zaznaczamy na diagramie Venna (znak ,,—” oznacza, ze dany obszar jest pusty):

Zdaniu Niektore Pierzaste sq Ogoniaste odpowiada formuta (3) PNQ # (0. Jesli ta formula jest prawdziwa,
to znak ,,4+” oznaczajacy, ze dany obszar jest niepusty nalezy umieéci¢ albo w obszarze zaznaczonym ponizej:

albo w obszarze zaznaczonym na ponizszym diagramie:



Jednak oba te obszary sa puste, na mocy (1) oraz (2). Tak wiec, nie istnieja zbiory P, @ oraz R
spelniajace wszystkie warunki (1), (2) oraz (3). Rozwazany zbiér zdan jest semantycznie sprzeczny.

Zadanie 4.
Wprowadzmy oznaczenia:

e P — zbiér wszystkich Pierzastych,
e O — zbidr wszystkich Ogoniastych,
e M — zbior wszystkich Myszastych.
Poniewaz zdania:
e (1) Niektore Pierzaste sq Myszaste lub Ogoniaste.
o (2) Kazdy Myszasty jest Ogoniasty.
sa falszywe, wiec prawdziwe sg zdania:
e (3) Nieprawda, ze istniejq Pierzaste, ktore sq Myszaste lub Ogoniaste.
o (4) Nie kazdy Myszasty jest Ogoniasty.

Zdania (3) i (4) w przyjetych wyzej oznaczeniach przektadaja sie, odpowiednio, na nastepujace formuty
jezyka rachunku zbioréw:

e (5) PN(MUO) =0
e (6) M —0O#0.

Zaznaczamy informacje zawarte w (5) i (6) na diagramie Venna:

Z diagramu tego widaé, ze o zwiazkach miedzy Pierzastymi a Ogoniastymi prawdziwie mozna powiedzie¢,
ze:

o (7) Nie wszystko jest Ogoniaste lub Pierzaste (poniewaz (O U P)’ # (), lub, réwnowaznie: O’ N P’ # (),
co z kolei mozna odczytaé: Istnieje cos: ani Ogoniaste, ani Pierzaste);

e (8) Zaden Pierzasty nie jest Ogoniasty (poniewaz O N P = ().

Prawdziwosé (7) uzasadnia nastepujacy fragment powyzszego diagramu:




Natomiast prawdziwosé (8) uzasadnia nastepujacy fragment tego diagramu:

Zadanie 5.
Trzeba zbadaé, czy podane wnioskowanie przebiega wedle niezawodnej reguty wnioskowania.
Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i zastepujemy je zmiennymi zdaniowymi:

e Urwiemy Pogonowskiemu rece — p,

Utniemy Pogonowskiemu nogi — ¢,

Pogonowski bedzie mogt biegaé — r,

Pogonowski zaklaszcze — s.

Przestanki maja nastepujace struktury sktadniowe:!

* (pA—q) = (rA—s)
* (pAg) = (mrAs)
e —p A —q.

Whiosek jest implikacja: s — r.
Trzeba zatem sprawdzié, czy reguta wnioskowania:

(p A—q) — (r A-s)
(7pAq) — (-r As)
pAq
S —r

jest niezawodna.

5.1. ROZWIAZANIE METODA DRZEW SEMANTYCZNYCH.

Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczenie wniosku. Jesli to drzewo
bedzie zamkniete, to bedzie to oznaczaé, ze nie istnieje wartosciowanie zmiennych zdaniowych, dla ktoérego
przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy. W takim przypadku wniosek wynika logicznie z przestanek.
Jesli drzewo bedzie mialo co najmniej jedna galaz otwarta, to bedzie to oznaczaé, ze istnieje warto$ciowanie,
dla ktorego przestanki sg prawdziwe, a wniosek falszywy. W takim przypadku wniosek nie wynika logicznie
z przestanek.

1Zalézmy, ze kolejnosé cztonéw koniunkcji jest nieistotna.



—p ‘A —q "
—(s ‘—> r)y 2
(1g) _‘1‘7
(1a) ﬁf‘l
(29) ‘5
(2d) -r
(31) ~(pA—g) " (3p) 7 /‘\ - O
(5¢) ‘7’
() (4) ()
| X2,,54
X1a,4p
(6:) ~(-pAg) ™" (6p) - ‘A 587
(8g) —r
(1) —=p (7p) —q \
\ \ (8a) s
X1g,7; L |
&

Widaé, ze drzewo ma galezie otwarte (zaznaczone lisémi # oraz &). Zatem rozwazana regula wniosko-
wania nie jest niezawodna.
Badane wnioskowanie nie jest dedukcyjne: wniosek nie wynika logicznie z przestanek.

5.2. ROZWIAZANIE METODA SILOWA.
Na mocy Twierdzenia o Dedukcji, reguta wnioskowania:

(p A —q) = (r A=)
(P Agq) = (- As)
—p A g
S —T

jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy formuta:
(*) {[pA=q) = (rA=s)IA[(mpAG) = (mr AS)A[pA=glt — (s — )

jest tautologia KRZ.

Jesli masz sily i checi, to mozesz zbudowaé tabelke prawdziwosciowa o 16 wierszach (bo mamy 4 zmienne
zdaniowe) oraz 18 kolumnach (bo wartosci tylu formul trzeba policzy¢) i zobaczy¢, czy ostatni wiersz tej
tabelki, odpowiadajacy formule (¥ ) zawiera tylko wartosé¢ 1.



112|134 ) 6 7 8 9 10 11 12
plg|r|s| | q|—7r|s|pA-qg| - DPANqg|TrAN-s| rAs
010|010 1 1 1 1 0 0 0 0
0j0|10 1] 1 1 1 0 0 0 0 1
0j]0|11]0] 1 1 0 1 0 0 1 0
ojo |11} 1 1 0|0 0 0 0 0
01100 1 0 1 1 0 1 0 0
o101} 1 0 1 0 0 1 0 1
Oj1 1101 1 0|0 1 0 1 1 0
o111 1 0 0 0 0 1 0 0
170[0|0| O 1 1 1 1 0 0 0
11001 0 1 1 0 1 0 0 1
170110 0 1 0 1 1 0 1 0
11011 0 1 0 0 1 0 0 0
171]0]0| OO 1 1 0 0 0 0
11|01 0 0 1 0 0 0 0 1
1j171]0) 0| 0] O 1 0 0 1 0
111111 0 0 0 0 0 0 0 0
Druga czes¢ tabelki prawdziwosciowej dla (¥):
11234 13 14 15 16 17 18
plaglr|s| woA-q| (PA-q) —(rA=s)| (-pAg)— (-rAs) || 1B3A14A15 || s—r || (k)
0/0(0]0 1 1 1 1 1 1
00|01 1 1 1 1 0 0
00|10 1 1 1 1 1 1
00|11 1 1 1 1 1 1
0/1(0]0 0 1 0 0 1 1
01|01 0 1 1 0 0 1
01110 0 1 0 1 1 1
01|11 0 1 0 0 1 1
1710]0]0 0 0 1 0 1 1
11001 0 0 1 0 0 1
110110 0 1 1 0 1 1
110|111 0 0 1 0 1 1
1111010 0 1 1 0 1 1
17101 0 1 1 0 0 1
111110 0 1 1 0 1 1
11111 0 1 1 0 1 1

Z ostatniej tabelki wida¢, ze dlap =0, ¢ =0, r = 0 oraz s = 1 formula (%) przyjmuje wartos¢ 0. Nie
jest wiec tautologia. W konsekwencji, badana reguta wnioskowania nie jest niezawodna.

Powyzsze wnioskowanie przeprowadzone wedle tej reguly nie jest dedukcyjne, wniosek nie wynika logicznie
z przestanek.

5.3. ROZWIAZANIE METODA NIE WPROST.
Na mocy Twierdzenia o Dedukcji, reguta wnioskowania:

(pA=g) = (r A =s)
(-pAq) = (rAs)
“pA—q
S —Tr

jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy formuta:
(%) {llpA—q) = (r A=) A[(mpAg) = (r As)A[pA—gl} — (s —7)

jest tautologia KRZ.

10



Przypusémy, ze formuta (%) jest falszywa przy jakim$ wartosciowaniu zmiennych zdaniowych. Mozliwe
sa dwie sytuacje:

e (A) przypuszczenie to potwierdzi sie; w takim przypadku formula (%) nie jest tautologia KRZ i,
w konsekwencji, rozwazana reguta wnioskowania nie jest niezawodna, a przeprowadzane wedle niej
wnioskowanie nie jest dedukcyjne — wniosek nie wynika logicznie z przestanek;

e (B) przypuszczenie to nie potwierdzi sie (doprowadzi do sprzecznosci); w takim przypadku formula
(%) jest tautologia KRZ i, w konsekwencji, rozwazana reguta wnioskowania jest niezawodna, a prze-
prowadzane wedle niej wnioskowanie jest dedukcyjne — wniosek wynika logicznie z przestanek.

Przypuszczamy zatem, ze przy co najmniej jednym wartoSciowaniu zmiennych zdaniowych:

(1) formula (p A —q) — (r A—s) jest prawdziwa,
(2) formula (-pAq) — (-rAs) jest prawdziwa,

(3) formuta —p A —¢ jest prawdziwa,
(4) formulas—r jest falszywa.
Mamy wtedy:

(5) Poniewaz —p A ¢ jest prawdziwa (z (3)), wiec —p jest prawdziwa oraz —q jest prawdziwa, czyli p jest
falszywa oraz q jest falszywa.

(6) Poniewaz s — r jest falszywa (z (4)), wiec s jest prawdziwa, a r jest falszywa.

(7) Otrzymane dla p, q, r oraz s wartosci wstawiamy do formul (1) oraz (2). Jesli przynajmniej jedna
z nich okaze si¢ falszywa, to mamy przypadek (B). Jesli natomiast obie okaza sie¢ prawdziwe, to mamy
przypadek (A).

(8) Podstawiamy p =0, ¢ =0, r =0 oraz s = 1 do (1):

(0A=0) — (0A=1)=(0A1) — (0A0)=0— 0= 1.

(9) Podstawiamy p =0, ¢ =0, r = 0 oraz s = 1 do (2):

(-0A0) = (<0A1) = (1A0) = (IA1)=0—1=1.

(10) Poniewaz nie otrzymaliémy sprzecznosci, wiec dla wartosciowania p =0, ¢ = 0, r = 0 oraz s = 1
poprzednik implikacji (¥) jest prawdziwy, a jej nastepnik jest falszywy. Zatem dla tego wartosciowania
formula () jest falszywa. Stad, (%) nie jest tautologia. W konsekwencji, rozwazana reguta wnioskowania
nie jest niezawodna. Wnioskowanie wedle niej przeprowadzone nie jest dedukcyjne, wniosek nie wynika
logicznie z przestanek.

11



ROZWIAZANIA

Grupa prawa: TYGRYSICE DZUNGLI
Zadanie 1.
Dowédd zalozeniowy formuty:

(p— —q) = ~(pAq)

jest dowodem nie wprost:

1. p——q zal.

2. —=(pAq) z.d.n.

3. —=(pAg)—(pNq) PPN

4. pAgq RO 3,2

5 p OK 4

6. —q RO 1,5

7. q OK 4

8.  SPRZECZNOSC: 6,7.
Zadanie 2.

Formuta

p—(g—(r—9q)
jest tautologia KRZ, a wiec automatycznie nie jest kontrtautologia KRZ.

2.1. NAJPROSTSZA METODA ROZWIAZANIA.

Najprostszy dowdd, iz jest to tautologia polega na zauwazeniu, ze nastepnik tej implikacji, czyli formuta
q — (r — q) jest prawdziwa przy kazdym wartosciowaniu zmiennych zdaniowych. Istotnie, gdyby formuta
q — (r — q) byla falszywa przy jakimkolwiek wartoSciowaniu zmiennych, to przy tymze wartoSciowaniu g
bylaby prawdziwa, a r — ¢ bylaby falszywa. Wtedy r bylaby prawdziwa oraz ¢ bylaby falszywa. Otrzy-
mujemy sprzecznoS¢ — ¢ nie moze byé prawdziwa i falszywa przy tym samym wartosciowaniu zmiennych.
Zatem q¢ — (r — q) jest prawdziwa przy kazdym warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych. Formula

p—(qg—(r—q)

jest zatem implikacja o nastepniku prawdziwym przy kazdym wartoSciowaniu zmiennych zdaniowych, co
oznacza, ze takze jest prawdziwa przy kazdym wartoSciowaniu zmiennych zdaniowych, czyli jest tautologia
KRZ.

2.2. ROZWIAZANIE METODA SILOWA.
Trzeba zbudowaé tabelke prawdziwosciowa badanej formuly. Poniewaz w ostatniej kolumnie tej tabeli
wystepuje wylacznie wartosé 1, wiec formuta ta jest tautologia KRZ.

plalr|r—=qlq—=(—q9g|[p—(@—(—q)
T[1]1 1 1 1
1|10 1 1 1
1{lol1] o 1 1
t{olo| 1 1 1
0111 1 1 1
0l1]0 1 1 1
olo|1] o 1 1
ololo| 1 1 1

2.3. ROZWIAZANIE METODA DRZEW SEMANTYCZNYCH.
Budujemy drzewo semantyczne dla formuly —(p — (¢ — (r — ¢))):

12



X 24,34

Drzewo jest zamkniete, a wiec formula =(p — (¢ — (r — ¢))) nie jest prawdziwa przy zadnym war-
tosciowaniu. Zatem formuta p — (¢ — (r — ¢)) jest prawdziwa przy kazdym warto$ciowaniu, czyli jest
tautologia.

Zadanie 3.
3.1. ROZWIAZANIE METODA DRZEW SEMANTYCZNYCH.
Wprowadzmy oznaczenia:

e Pz — x jest blondynka,

e (Jx — x jest inteligentna,

e Rx — x jest brunetka.

Struktury sktadniowe rozwazanych zdan sa nastepujace:
o Vi (Pr — Q)

o Jz(—Qx A Rx)

e Vz(—Rx V Px)

Budujemy drzewo semantyczne, w ktoérego pniu umieszczamy te formuly. Jest to przypuszczenie, ze
wszystkie te formuly moga byé prawdziwe w jakiej$ interpretacji.

Ve (Pr — Q) 2@
Fz(-Qx /‘\ Rx)
Va(~Rx ‘v Pz) 3@

(1) —Qa /‘\ Ra *"

(2) Pa —‘> Qa *

Va

—

(3) =RaV Pa ¢’
|

(49) ﬁC‘Qa
(4a) Ra
(51) —Pa (5p) Qa
\
(61) ﬁRmPa o5
\ \
X 44,6, X5,,6,
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Drzewo ma wszystkie galtezie zamkniete. Zatem nie istnieje interpretacja, w ktorej wszystkie rozwazane
formuty sg spelnione. Rozwazany zbiér formul jest semantycznie sprzeczny.

3.2. ROZWIAZANIE METODA DIAGRAMOW VENNA.
Wprowadzmy oznaczenia:

e P — zbiér wszystkich blondynek;
o () — zbior wszystkich (dziewczat) inteligentnych;
e R — zbiér wszystkich brunetek.
Wtedy zdania:
(1) Kazda blondynka jest inteligentna.
(2) Kazda z Was, mite dziewczeta: nie jest brunetkq lub jest blondynkg.
maja, odpowiednio, nastepujace przeklady na jezyk rachunku zbioréw:
e (1) P C Q@ (lub, rownowaznie: P — @Q = (), albo, tez rownowaznie: PN Q = P);
e (2) (R"UP) =0. Prosze zauwazy¢, ze (R'UP) = RN P'.

Umieszczamy te informacje na diagramie Venna (znak ,,—” oznacza, ze rozwazany obszar jest pusty):

Zdaniu Co najmniej jedna brunetka nie jest inteligentna odpowiada formuta (3) R — @ # 0. Jedli ta
formuta jest prawdziwa, to znak ,+” oznaczajacy, ze dany obszar jest niepusty nalezy umiesci¢ albo w
obszarze zaznaczonym ponizej:

albo w obszarze zaznaczonym na ponizszym diagramie:
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Jednak oba te obszary sa puste, na mocy (1) oraz (2). Tak wiec, nie istnieja zbiory P, @ oraz R
spelniajace wszystkie warunki (1), (2) oraz (3). Rozwazany zbiér zdan jest semantycznie sprzeczny.

Zadanie 4.
Wprowadzmy oznaczenia:

e P — zbi6r wszystkich Pierzastych,
e O — zbior wszystkich Ogoniastych,
o M — zbior wszystkich Myszastych.
Poniewaz falszywe sa zdania:
e (1) Niektore Ogoniaste sq Pierzaste lub Myszaste.
e (2) Zaden Pierzasty nie jest Myszasty.
wiec prawdziwe sa zdania:
e (3) Nie istnieje Ogoniasty, ktory bytby Pierzasty lub Myszasty.
o (4) Pewien Pierzasty jest Myszasty.

Zdania (3) i (4) w przyjetych wyzej oznaczeniach przektadaja sie, odpowiednio, na nastepujace formuty
jezyka rachunku zbioréw:

e 5)ON(PUM)=10;
e (6) PNM #0.

Zaznaczamy informacje zawarte w (5) i (6) na diagramie Venna:

Z diagramu tego widaé, ze o zwiazkach miedzy Pierzastymi a Ogoniastymi prawdziwie mozna powiedziec,
ze:

e (7) Nie wszystkie Pierzaste sq Ogoniaste (poniewaz P — O # ();
e (8) Zaden Pierzasty nie jest Ogoniasty (poniewaz PN O = ().

Prawdziwosé (7) uzasadnia nastepujacy fragment powyzszego diagramu:
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Natomiast prawdziwosé (8) uzasadnia nastepujacy fragment powyzszego diagramu:

Zadanie 5.
Trzeba zbadaé, czy podane wnioskowanie przebiega wedle niezawodnej reguty wnioskowania.
Znajdujemy zdania proste w podanym tekscie i zastepujemy je zmiennymi zdaniowymi:

e Wyktujemy Pogonowskiemu oczy — p,

Wyrwiemy Pogonowskiemu jezyk — ¢,

Pogonowski bedzie mogt $piewaé — r,

Pogonowski jeszcze poczyta — s.

Przestanki maja nastepujace struktury sktadniowe:?

* (pA—q) = (rA—s)
* (pAg) = (mrAs)
e —p A —q.

Whiosek jest implikacja: s — r.
Trzeba zatem sprawdzié, czy reguta wnioskowania:

(p A—q) — (r A-s)
(7pAq) — (-r As)
pAq
S —r

jest niezawodna.

5.1. ROZWIAZANIE METODA DRZEW SEMANTYCZNYCH.

Budujemy drzewo, w ktérego pniu umieszczamy przestanki oraz zaprzeczenie wniosku. Jesli to drzewo
bedzie zamkniete, to bedzie to oznaczaé, ze nie istnieje wartosciowanie zmiennych zdaniowych, dla ktoérego
przestanki sa prawdziwe, a wniosek falszywy. W takim przypadku wniosek wynika logicznie z przestanek.
Jesli drzewo bedzie mialo co najmniej jedna galaz otwarta, to bedzie to oznaczaé, ze istnieje warto$ciowanie,
dla ktorego przestanki sg prawdziwe, a wniosek falszywy. W takim przypadku wniosek nie wynika logicznie
z przestanek.

2Zaktadamy, ze kolejnosé cztonéw koniunkcji jest nieistotna.
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—p ‘A —q "
—(s ‘—> r)y 2
(1g) _‘1‘7
(1a) ﬁf‘l
(29) ‘5
(2d) -r
(31) ~(pA—g) " (3p) 7 /‘\ - O
(5¢) ‘7’
() (4) ()
| X2,,54
X1a,4p
(6:) ~(-pAg) ™" (6p) - ‘A 587
(8g) —r
(1) —=p (7p) —q \
\ \ (8a) s
X1g,7; L |
&

Widaé, ze drzewo ma galezie otwarte (zaznaczone lisémi # oraz &). Zatem rozwazana regula wniosko-
wania nie jest niezawodna.
Badane wnioskowanie nie jest dedukcyjne: wniosek nie wynika logicznie z przestanek.

5.2. ROZWIAZANIE METODA SILOWA.
Na mocy Twierdzenia o Dedukcji, reguta wnioskowania:

(p A —q) = (r A=)
(P Agq) = (- As)
—p A g
S —T

jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy formuta:
(*) {[pA=q) = (rA=s)IA[(mpAG) = (mr AS)A[pA=glt — (s — )

jest tautologia KRZ.

Jesli masz sily i checi, to mozesz zbudowaé tabelke prawdziwosciowa o 16 wierszach (bo mamy 4 zmienne
zdaniowe) oraz 18 kolumnach (bo wartosci tylu formul trzeba policzy¢) i zobaczy¢, czy ostatni wiersz tej
tabelki, odpowiadajacy formule (¥ ) zawiera tylko wartosé¢ 1.
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112|134 ) 6 7 8 9 10 11 12
plg|r|s| | q|—7r|s|pA-qg| - DPANqg|TrAN-s| rAs
010|010 1 1 1 1 0 0 0 0
0j0|10 1] 1 1 1 0 0 0 0 1
0j]0|11]0] 1 1 0 1 0 0 1 0
ojo |11} 1 1 0|0 0 0 0 0
01100 1 0 1 1 0 1 0 0
o101} 1 0 1 0 0 1 0 1
Oj1 1101 1 0|0 1 0 1 1 0
o111 1 0 0 0 0 1 0 0
170[0|0| O 1 1 1 1 0 0 0
11001 0 1 1 0 1 0 0 1
170110 0 1 0 1 1 0 1 0
11011 0 1 0 0 1 0 0 0
171]0]0| OO 1 1 0 0 0 0
11|01 0 0 1 0 0 0 0 1
1j171]0) 0| 0] O 1 0 0 1 0
111111 0 0 0 0 0 0 0 0
Druga czes¢ tabelki prawdziwosciowej dla (¥):
11234 13 14 15 16 17 18
plaglr|s| woA-q| (PA-q) —(rA=s)| (-pAg)— (-rAs) || 1B3A14A15 || s—r || (k)
0/0(0]0 1 1 1 1 1 1
00|01 1 1 1 1 0 0
00|10 1 1 1 1 1 1
00|11 1 1 1 1 1 1
0/1(0]0 0 1 0 0 1 1
01|01 0 1 1 0 0 1
01110 0 1 0 1 1 1
01|11 0 1 0 0 1 1
1710]0]0 0 0 1 0 1 1
11001 0 0 1 0 0 1
110110 0 1 1 0 1 1
110|111 0 0 1 0 1 1
1111010 0 1 1 0 1 1
17101 0 1 1 0 0 1
111110 0 1 1 0 1 1
11111 0 1 1 0 1 1

Z ostatniej tabelki wida¢, ze dlap =0, ¢ =0, r = 0 oraz s = 1 formula (%) przyjmuje wartos¢ 0. Nie
jest wiec tautologia. W konsekwencji, badana reguta wnioskowania nie jest niezawodna.

Powyzsze wnioskowanie przeprowadzone wedle tej reguly nie jest dedukcyjne, wniosek nie wynika logicznie
z przestanek.

5.3. ROZWIAZANIE METODA NIE WPROST.
Na mocy Twierdzenia o Dedukcji, reguta wnioskowania:

(pA=g) = (r A =s)
(-pAq) = (rAs)
“pA—q
S —Tr

jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy formuta:
(%) {llpA—q) = (r A=) A[(mpAg) = (r As)A[pA—gl} — (s —7)

jest tautologia KRZ.
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Przypusémy, ze formuta (%) jest falszywa przy jakim$ wartosciowaniu zmiennych zdaniowych. Mozliwe
sa dwie sytuacje:

e (A) przypuszczenie to potwierdzi sie; w takim przypadku formula (%) nie jest tautologia KRZ i,
w konsekwencji, rozwazana reguta wnioskowania nie jest niezawodna, a przeprowadzane wedle niej
wnioskowanie nie jest dedukcyjne — wniosek nie wynika logicznie z przestanek;

e (B) przypuszczenie to nie potwierdzi sie (doprowadzi do sprzecznosci); w takim przypadku formula
(%) jest tautologia KRZ i, w konsekwencji, rozwazana reguta wnioskowania jest niezawodna, a prze-
prowadzane wedle niej wnioskowanie jest dedukcyjne — wniosek wynika logicznie z przestanek.

Przypuszczamy zatem, ze przy co najmniej jednym wartoSciowaniu zmiennych zdaniowych:

(1) formula (p A —q) — (r A—s) jest prawdziwa,
(2) formula (-pAq) — (-rAs) jest prawdziwa,

(3) formuta —p A —¢ jest prawdziwa,
(4) formulas—r jest falszywa.
Mamy wtedy:

(5) Poniewaz —p A ¢ jest prawdziwa (z (3)), wiec —p jest prawdziwa oraz —q jest prawdziwa, czyli p jest
falszywa oraz q jest falszywa.

(6) Poniewaz s — r jest falszywa (z (4)), wiec s jest prawdziwa, a r jest falszywa.

(7) Otrzymane dla p, q, r oraz s wartosci wstawiamy do formul (1) oraz (2). Jesli przynajmniej jedna
z nich okaze si¢ falszywa, to mamy przypadek (B). Jesli natomiast obie okaza sie¢ prawdziwe, to mamy
przypadek (A).

(8) Podstawiamy p =0, ¢ =0, r =0 oraz s = 1 do (1):

(0A=0) — (0A=1)=(0A1) — (0A0)=0— 0= 1.

(9) Podstawiamy p =0, ¢ =0, r = 0 oraz s = 1 do (2):

(-0A0) = (<0A1) = (1A0) = (IA1)=0—1=1.

(10) Poniewaz nie otrzymaliémy sprzecznosci, wiec dla wartosciowania p =0, ¢ = 0, r = 0 oraz s = 1
poprzednik implikacji (¥) jest prawdziwy, a jej nastepnik jest falszywy. Zatem dla tego wartosciowania
formula () jest falszywa. Stad, (%) nie jest tautologia. W konsekwencji, rozwazana reguta wnioskowania
nie jest niezawodna. Wnioskowanie wedle niej przeprowadzone nie jest dedukcyjne, wniosek nie wynika
logicznie z przestanek.
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