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Poczatki systematycznego rachunku rézniczkowego i catkowego datuje si¢ na
wiek XVII. Za twoércow tego rachunku uwaza si¢ Izaaka Newtona (1642-1727)
oraz Gottfrieda Wilhelma Leibniza (1646—1716). Warto jednak pamigtaé, ze juz
Archimedes (-287 —-212) postugiwat si¢ metodami, ktére uczynity go prekursorem
tego rachunku. Rozwazania dotyczace szeregéw nieskonczonych prowadzone byty
tez przez matematykow hinduskich, dwa stulecia przed Newtonem i Leibnizem.

Z poprzednich dwéch wyktadéw stuchacze mogli wynie$¢ rudymentarne wia-
domosci dotyczace rozniczkowania funkcji. Operacja catkowania, ktéra oméwimy
w propedeutycznym skrécie na dzisiejszym wyktadzie jest operacja odwrotna do
rézniczkowania.

1 Uwagi o mierzeniu

Jak widzieliSmy w poprzednim wyktadzie, pochodna funkcji ma prosta interpre-
tacje geometryczna, zwiazang ze styczng do krzywej. Catka (oznaczona, w prze-
dziale [a, b]) funkcji f(x) takze ma prosta interpretacje geometryczng: jej warto$¢
liczbowa réwna jest polu powierzchni ograniczonej osia odcigtych, krzywa f(x)
oraz prostymi o rownaniach x = a i * = b. Oczywiscie, aby w poprawny i pre-
cyzyjny sposéb méwié o polach figur ograniczonych dowolnymi krzywymi, trzeba
dysponowaé pojeciem miary. Podobnie rzeczy si¢ maja z takimi pojgciami, jak:
dtugosé (dowolnej krzywej), pole (dowolnej powierzchni) oraz objetos¢ (dowolnej
bryty). Stuchacze pamigtaja ze szkoty, jak oblicza si¢ dlugo$¢ odcinka lub dlugosé
tamanej, ztozonej z odcinkéw. Pamigtaja takze, w jaki sposéb oblicza si¢ pola po-
wierzchni, ograniczonych odcinkami oraz objetos¢ (i pole powierzchni) bryt pro-
stopadiosciennych. Do elementarnego wyksztalcenia ogélnego nalezy takze zna-
jomosé wzoréw dotyczacych dtugosci, pél powierzchni oraz objgtosci pewnych
wybranych tworéw geometrycznych (okrag, koto, stozek, walec). Sposobéw uza-



sadnienia tych wzoréw nie traktuje si¢ jednak z reguty jako nalezacych do owego
og6lnego wyksztatlcenia. Uwazamy, ze nalezy co najmniej by¢ Swiadomym, ze
wzory te nie s3 przyjmowane w matematyce jako dogmaty, lecz ze mozna je uza-
sadni¢ na drodze dedukcyjnej, odwotujac si¢ do pojec dotyczacych funkcji, granic,
metryki, miary (oraz, oczywiscie do aksjomatéw arytmetyki i teorii mnogosci).

W przypadku zbioréw skoniczonych miara zwiazana moze by¢ bezposrednio z
liczbq elementow takich zbioréw. Inaczej rzecz ma si¢ jednak z dowolnymi zbio-
rami, w tym ze zbiorami nieskoniczonymi. Wprowadzone zostaje nowe pojecie:
zbioru mierzalnego (w okreSlonym sensie, np. w mierze Jordana lub w mierze
Lebesgue’a). Zbiory mierzalne sa wtedy porzadnymi zbiorami — takimi, ktérym
mozna wilasnie przypisac stosowng wielkos¢ liczbowa, bedaca ich miarq. Gdy roz-
wazamy np. przestrzenie euklidesowe, to — intuicyjnie méwiac — ,,porzadne” sa
m.in. przedzialy, kostki, skoficzone sumy przedzialéw oraz kostek. Z pewnych
wzgledéw (zwiazanych z addytywnosciq miary) za ,,porzadne” uwazamy tez prze-
liczalne sumy zbioréw ,,porzadnych”. Dobrze okreslona miara obejmuje, jako przy-
padki szczeg6lne, przypisywanie wielkosci liczbowych obiektom matematycznym
— charakteryzuja one dlugos¢, pole, objetos¢, miare kata, prawdopodobienstwo
zdarzen, itd.

Miara zatem rozumiana jest jako pewna funkcja, ktéra wybranym (tym ,,po-
rzadnym”) podzbiorom ustalonej przestrzeni X przypisuje liczbe (np. rzeczywi-
sta dodatnia lub co), charakteryzujaca wielkos¢ tych zbioréw. Dla oddania intuicji
dotyczacych mierzenia oraz dla zachowania zgodno$ci z innymi strukturami obec-
nymi w przestrzeni X zaklada sig, ze funkcja ta ma okreSlone wtasnosci. Bez wda-
wania si¢ w szczegbtowe komentarze podamy dwie definicje: o-ciata podzbioréw
rozwazanej przestrzeni X (formalny odpowiednik zbioréw ,,porzadnych”, ktérym
mozna przypisa¢ miar¢) oraz funkcji miary, okre$lonej dla tych zbioréw.

Moéwimy, ze rodzina B podzbioréw zbioru X jest o-ciatem zbiorow w X (lub:
o-algebrq w X), gdy:

1. e B.
2. B jest domknigta na operacj¢ dopetnienia (w X): jes§li A € B,to X — A € B.

3. B jest domknigta na przeliczalne sumy: jesli {4; : i € N} C B, to

U A; € B.
1€EN

Dla dowolnej rodziny A podzbioréw zbioru X istnieje najmniejsza (wzgledem
inkluzji) o-algebra w X, do ktérej naleza wszystkie zbiory z rodziny A: nazywamy

ja o-algebrq podzbiorow X generowanq przez rodzing A. Tak wigc, o-algebra ge-
nerowana przez rodzing A jest najmniejsza rodzing podzbioréw zbioru X, ktére



mozna otrzymac¢ z elementéw rodziny A poprzez operacje: brania dopetnienia oraz
brania przeliczalnych sum (a wigc réwniez przeliczalnych iloczynéw).

Pare (X, B) ztozona ze zbioru X oraz o-algebry jego podzbioréw B nazywamy
przestrzeniq mierzalng.

Niech (X, B) bedzie przestrzenia mierzalng. Méwimy, ze funkcja p jest miarg
w tej przestrzeni, gdy:

1. Dziedzing funkcji p jest rodzina B.
2. Funkcja p przyjmuje wartosci rzeczywiste nieujemne lub wartos$¢ co.
3. u(0) =0.

4. Dla dowolnej rodziny {A; : i € N} C B zbioréw parami roztacznych (czyli
takich, ze A; N A; = () dlai # j) zachodzi:

n(lJ 4) =3 n(4).
1=0

1€EN

Przestrzeniq z miarg nazywamy dowolna tréjke uporzadkowana (X, B, p), gdzie
(X, B) jest przestrzenia mierzalna, a x jest miarg w tej przestrzeni.
PRZYKLADY.

1. Niech A bedzie rodzing wszystkich przedzialéw otwartych o koncach wy-
miernych zawartych w R. Wtedy o-algebra generowana przez rodzing A jest
rodzing wszystkich tzw. borelowskich podzbioréw R.

2. Niech () bedzie przestrzenia zdarzeri elementarnych. Funkcja prawdopodo-
bienistwa zdarzen, rozumianych jako podzbiory zbioru €2 zostanie dobrze
okreslona, jesli zdecydujemy, ktérym podzbiorom zbioru €2 chcemy przypi-
sa¢ ich prawdopodobieristwo, rozumiane jako liczba rzeczywista nalezaca do
przedziatu domknigtego [0, 1], czyli gdy ustalimy przestrzei B zdarzeri loso-
wych. Zaklada si¢ przy tym, ze funkcja ta jest miarag w przestrzeni mierzalnej
(Q, B) oraz ze jej wartosS¢ na zbiorze €2 réwna jest 1. W znanym stuchaczom
ze szkoly przypadku, gdy €2 jest zbiorem skoficzonym sprawa jest prosta —
rodzing zdarzen losowych jest po prostu rodzing p(€2) wszystkich podzbio-
réw zbioru 2. W powazniejszych zastosowaniach (ktére stuchacze poznaja
na wyktadach ze statystyki) prawdopodobieristwo jest funkcja miary, okre-
Slong w stosownie dobranej przestrzeni mierzalnej.



3. Jesli (X, B, u) jest przestrzenig z miara, to () = 0, zgodnie z definicja.
Miare réwna 0 moga miec jednak takze niepuste podzbiory zbioru X: by-
tyby to zatem zbiory ,,male” w sensie rozwazanej miary. Z kolei te zbiory,
ktérych dopetnienia maja miare réwna O traktowane moga by¢ jako ,,duze”
w sensie rozwazanej miary. Uzyskujemy w ten sposéb mozliwos¢ precyzyj-
nego mowienia o tym, ze dana wlasnos$¢ zachodzi prawie wszedzie (dla pra-
wie wszystkich rozwazanych obiektéw — czyli dla wszystkich, oprécz zbioru
o mierze 0).

4. Niech (X, B, 1) bedzie przestrzenig z miarg. Méwimy, ze miara p jest zu-
petna, jesli kazdy podzbiér zbioru miary 0 jest mierzalny: dla dowolnego
A € B, jesli u(A) = 0oraz B C A, to B € B. M6éwiac metaforycznie, jesli
(X, B, i) jest przestrzenia z miarg zupelna, to zaniedbywalnie mate zbiory
nie kryja w swoich wnetrzach zbioréow-potworow, ktérym nie mozna w tej
przestrzeni przypisac¢ miary.

Miara to zatem nowy rodzaj struktury, dotad nie omawiany w tych wykla-
dach. Odwotujac si¢ jedynie do wiadomosci z edukacji szkolnej czasem trudno jest
uswiadomi¢ sobie, ze postlugujemy si¢ tyloma ré6znego rodzaju strukturami: alge-
braiczna (np. dzialania arytmetyczne), porzadkowa (m.in. kresy gérne i dolne zbio-
réw uporzadkowanych), topologiczna (np. pojecia: zbieznosci, granicy, metryki),
do ktérych dochodza jeszcze struktury rézniczkowe (np. pojecie pochodnej) oraz
struktury zwiazane z miara (np. catka). W przypadku przestrzeni R liczb rzeczy-
wistych (oraz produktéw tej przestrzeni) wszystkie te typy struktur spetniaja okre-
Slone warunki zgodnosci, np.: porzadek zgodny jest z operacjami arytmetycznymi,
bezwzgledna warto$¢ wykorzystywana jest w definicji metryki oraz pochodnej, itp.
Sadzimy, ze rzecza niezwykle frapujaca dla studentéw kognitywistyki jest to, ze
umyst potrafi badaé tak rézne struktury naktadane na uniwersa obiektéw matema-
tycznych. Zachgcamy ewentualnie zainteresowanych tym stuchaczy do poczytania
o dziejach matematyki, o drogach wiodacych do ustanowienia wyzej wspomnia-
nych rodzajéw struktur.

2 Calka nieoznaczona

W niniejszym ustugowym kursie ograniczymy si¢ do podania definicji catki (nie-
oznaczonej i oznaczonej) oraz kilku — do$¢ oczywistych — wzoréw. Jak stuchacze
pamigtaja, roZniczkowanie dowolnych funkcji polegato na stosowaniu kilku pro-
stych przepisow. W przypadku catkowania sytuacja jest nieco inna. Obliczanie
catek w ogdlnosci nie jest tatwe, wymagana jest przy tym zaréwno pewna pomy-
stowos¢, jak i korzystanie z procedur specjalnie do tego przeznaczonych. Sadzimy,



ze studentom kognitywistyki wystarczy rozumienie samego pojecia catki, wraz z
przyktadami ilustrujacymi zastosowania catek.

2.1 Definicja

Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (a, b). Funkcjq pierwotng funkcji
f nazywamy kazda funkcj¢ F' okreslona w przedziale (a,b) i rézniczkowalng w
kazdym punkcie przedziatu (a, b), ktéra dla wszystkich z € (a, b) spetnia warunek:
F(z) = f(x).

Jesli dla funkcji f istnieje jej funkcja pierwotna w (a, b), to méwimy, ze f jest
catkowalna w (a,b). Gdy chcemy rozwazaé catkowalnos$¢ funkcji w przedziale
domknigtym, to w punktach koficowych takiego przedziatu rozwazamy pochodne
jednostronne funkcji pierwotne;.

Whprost z definicji wynika, ze funkcja pierwotna funkcji f catkowalnej w (a, b)
jest okreslona z doktadnoscia do statej:

1. Jesli F jest funkcja pierwotna funkcji f, to F'+c takze jest funkcja pierwotna
funkcji f, dla dowolnej C' € R.

2. Jesli F'i G sg funkcjami pierwotnymi funkcji f, to istnieje C' € R taka, ze
F=G+C.

Catkq nieoznaczong funkcji f nazywamy rodzing wszystkich funkcji pierwot-
nych funkcji f. Powszechnie przyjetym oznaczeniem dla catki nieoznaczonej funk-
cji f jest [ f(x)dz. Tak wige, jesli F'(z) = f(x), to [ F'(z)dz = F(z) + C.

Stuchacze zechca traktowaé wystepujacy tu symbol dx jako swoisty znak in-
terpunkcyjny, wskazujacy wzgledem jakiej zmiennej odbywa si¢ catkowanie.

Powszechnie przyjetym zwyczajem jest takze opuszczanie statej C przy zapisie
catki nieoznaczonej, o ile nie prowadzi to do nieporozumien.

Wprost ze znanych juz wzoréw na pochodne funkcji otrzymujemy wzory do-
tyczace niektorych catek nieoznaczonych:

PRZYKLADY.
I [a%de = 25 dlaa # —1, 2 > 0 (jesli @ € N, to wzor zachodzi dla
x #0)

2. [% =Inz|,dlaz #0
3. [ePdx = e*

4, faxdx:%,gdziea>0,a7£1



5.
6.
7.
8.

2.2

[sinzdr = — cosz

f coszdr =sinz

[de=tga,daz#n- -1+ 2%, nel

cos?zx

[hdr=—ctgz,dlaz #£n -m,neEZ

sin? x

Wybrane wlasnoSci

WYBRANE WELASNOSCI.

1.
2.

Kazda funkcja ciagta w [a, b] ma w [a, b] catke nieoznaczona.
Kazda funkcja ciagta w (a,b) ma w (a, b) calke nieoznaczona.

Dziatania arytmetyczne. Jesli funkcje f i g sa catkowalne w przedziale 1
(otwartym lub domknigtym), a ¢ € R, to catkowalne w I sa réwniez funkcje
f+g, f—g,c- foraz zachodza wzory:

@ [(f(x)+g(x))de = [ f(zx)dz+ [ g(x)dx

®) [(f(2) = g(@))dz = [ f(z)dz — [ g(z)dz
© [c- flx)de=c- [ f(z)dz.

. Catkowanie przez czesci. Jesli funkcje f i g maja ciagte pochodne f'i g’ w

przedziale I (otwartym lub domknigtym), to:

/&@wﬂmmzfm»a@/ﬂ@»mmm.

. Catkowanie przez podstawienie. Zalézmy, ze f jest ciagta w przedziale (a, b),

a g ma ciagla pochodna w przedziale (¢, d), przy czym a < g(t) < b dla
t € (¢,d). Wtedy dla t € (¢, d):

[ f@yz = [ 190y g 0

. Zalézmy, ze g ma ciagla pochodna w przedziale (a,b) oraz g(t) # 0 dla

t € (a,b). Wtedy dlat € (a,b):
/
t
/g( L it = 1n|g(t)].

9(t)
Zauwazmy, 7e ten (uzyteczny w zastosowaniach) wzdr wynika z twierdzenia
o catkowaniu przez podstawienie (wystarczy przyjaé¢ f(x) = % w zaloze-

niach tego twierdzenia).



PRZYKLADY.

1. Rozwazmy catke [ z-e”dx. Skorzystamy z metody catkowania przez czesci,
przyjmujac: f(x) = x oraz g(z) = e”. Poniewaz (e*)’ = €%, wigc:

/:B'exdac:x-ei—/(m)"exd:c:x-ex—ex:(x—l)'ex.

2. Rozwazmy catke [ 3**=1dz. Dokonujemy podstawienia: t = 4 -z — 1.
Wtedy z = &1 = g(t), czyli ¢/(t) = 1. Korzystamy z wzoru na obliczanie
calki przez podstawienie:

1 1 1 3t 1 4.2—-1
42—1 t t
dr = . dt = = - dt=-+ — = - . —
/3 v /3 4 4 /3 4 In3 4 In3

3. Rozwazmy calke [ Sirlmdx dlaz # n - m, n € Z. Wykorzystajmy najpierw

znane fakty trygonometryczne:

Pamigtamy, ze:

Otrzymujemy zatem:

1 tg £
/ , dac—/(gi)dx—ln]tgw\,
sin x tg 5 2

w kazdym z przedziatéw (n -7, (n+ 1) - 7),n € Z.

Opracowano wiele dalszych metod obliczania catek nieoznaczonych, m.in.:
wzory rekurencyjne, rozktad (funkcji wymiernych) na ulamki proste, wzory na
obliczanie catek ztozonych funkcji niewymiernych oraz trygonometrycznych, itd.

3 Calka oznaczona
PowiedzieliSmy we wstepie, ze catka funkcji f(z) w przedziale [a, b] ma zwiazek

z polem powierzchni ograniczonej osig odcigtych, krzywa f(x) oraz prostymi o
réwnaniach x = a i x = b. Rozwazmy najpierw dwa proste przypadki.



1. Niech wykresem funkcji f(z) w przedziale [a, b] bedzie prosta o réwnaniu
y = m -z + n. Wtedy obszar ograniczony odcinkiem [a, b], krzywa y =
m - x +n oraz prostymi o réwnaniach x = a i z = b jest trapezem. Pole tego
obszaru dane jest zatem wzorem:

1

§o(m-(a+b)+n)'(bfa).
Jaki jest zwiazek tego pola z catka nieoznaczong F'(z) = [(m -z + n)dx?
Po pierwsze: F(z) = % -m-x?+n-x+ C, gdzie C jest stata catkowania.
Po drugie:

Wreszcie, po trzecie: F(b) — F(a) = % - (m-(a+b)+n)- (b—a), co wyka-
zujemy prostym rachunkiem. Tak wigc, rozwazane pole jest rowne réznicy
wartosci funkcji pierwotnej dla funkcji f(x) = m-x+n, branych na koficach
przedziatu [a, b].

2. Niech f(x) bedzie funkcja tamana w przedziale [a, b]. Wtedy obszar ogra-
niczony krzywa f(z), odcinkiem [a, b] oraz prostymi o réwnaniach x = a
iz = b jest suma trapezéw. Jesli bowiem punkty z; € [a,b] sa takie, ze
a=1x9 <z <x2<...<xH =0, ze funkcja f(x) jest liniowa w kazdym
z przedziatéw [x;_1,x;], dla 0 < ¢ < n, to — na mocy obliczen wykonanych
w poprzednim punkcie — dla dowolnej funkcji F'(z) pierwotnej dla f(x) pole
tego obszaru jest réwne:

n

Y (Fxi) = F(wio1)) = F(an) — F(ao) = F(b) — F(a).

i=1

A zatem rowniez w tym przypadku rozwazane pole jest rowne réznicy war-
tosci funkcji pierwotnej dla funkcji f(z), branych na koricach przedziatu
[a, b].

Te przyktady moga stuzy¢ za punkt wyjscia do nastepujacej definicji.
Niech F' begdzie funkcja pierwotna dla funkcji f ciaglej w przedziale [a, b].
Catkq oznaczong z funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy liczbg:



Liczby a oraz b nazywamy wtedy, odpowiednio, dolng oraz gorna granica catko-
wania. Powszechnie uzywa si¢ réwniez skrétu: [F(z)]% = F(b) — F(a).
Dociekliwi stuchacze moga (a wlasciwie nawet powinni) zapytaé: czy w przy-
padku dowolnej funkcji f(z) okreSlonej w przedziale [a, b] pole obszaru ograni-
czonego odcinkiem [a, b, krzywa f(x) oraz prostymi o réwnaniachx = aixz = b

réwne jest F'(b) — F'(a), gdzie F jest funkcjg pierwotna dla funkcji f? Odpowie-
b

dzi na to pytanie dostarczaja rézne propozycje zdefiniowania wielkosci [ f(z)dx
a
tak, aby byta ona réwna F'(b) — F'(a) oraz istotnie odpowiadata ona mierze roz-

wazanego obszaru. Drugi z rozwazanych wyzej przykladéw powinien podsunaé
stuchaczom pomyst, aby miarg rozwazanego obszaru oblicza¢ (przyblizaé) jako
sume miar jakich§ prostszych jego obszaréw sktadowych. Owe obszary skladowe
powinny by¢ przy tym stosownie matle, aby suma ich miar byta dowolnie bliska
mierze calego rozwazanego obszaru. Czujemy zatem, ze za chwilg pojawi si¢ ja-
kie§ przejécie graniczne: miara catego obszaru bedzie okreslana jako granica sum
obszaréw sktadowych.

Zauwazmy tez, ze obszar pod dowolna krzywa f(z) w przedziale [a, b] moze
by¢ przyblizany sumami obszaréw prostokatnych na dwa sposoby:

1. Mozemy dzieli¢ przedziat [a, b] (czyli dziedzing funkcji), otrzymujac prosto-
katne pionowe paski, ktérych suma przybliza rozwazany obszar. Ten pomyst
prowadzi do catki Riemanna.

2. Mozemy dzieli¢ przedziat [f(a), f(b)] (czyli przeciwdziedzing funkcji), otrzy-
mujac inne prostokatne paski, ktérych suma przybliza rozwazany obszar.
Ten pomyst prowadzi do catki Lebesgue’a.

Za chwilg podamy konstrukcje catki Riemanna. Przedtem jednak wyliczymy,
bez podawania dowoddw, niektére wazne wiasnosci catki oznaczone;j.

3.1 Wybrane wlasnoSci

Dowody ponizej sformutowanych twierdzen znajda zainteresowani stuchacze np.
w podreczniku Musielak, Musielak 2004, Tom I, czg¢$¢ 2, strony 166—177.
WYBRANE WEASNOSCL

1. Wiasnosci arytmetyczne. Zatézmy, ze f i g sa funkcjami ciagtymi w prze-
dziale [a, b]. Wtedy:

b b

b
@ [(f(z)+g(x))de = [ f(z)dx+ [ g(x)dz.

a

9



b b
®) [c- f(z)dx =c- [ f(z)dx.

b b
() Jesli f(z) < g(z)dlaz € [a,b], to [ f(z)dx < [ g(z)dz.
b
(d) Jesli f(z) > 0dlaz € [a,b],to [ f(z)dz > 0.

a

b b
@) | [ f(x)dz] < [|f(x)|dz

a+h
(f) Jesli 0 < h < b — a, to istnieje ¢ € (0,1) taka, ze: [ f(z)dx =
a

h-fla+t-h).

a<z<b

W konsekwencji: |fbf(ac)dx| < (b—a) - max |f(z)].

(¢) Jesli F(z) = [ f(t)dt dlaz € [a, ], to F'(x) = f(2) w [a,b].

W konsekwencji, jesli F' ma ciagta pochodna F’ w [a, b], to [ F'(z)dz =
a
F(z) — F(a).

2. Catkowanie przez czgsci. Zatézmy, ze funkcje f i g maja ciagte pochodne f’
i ¢’ w przedziale [a, b]. Wtedy:

gdzie [f(z) - g(2)]; = f(b) - 9(b) — f(a) - g(a).

3. Catkowanie przez podstawienie. Zat6zmy, ze f jest ciagta w [a, b] oraz ze g
ma ciagla pochodng ¢’ w [c, d], przy czym a < g(t) < bdlat € [¢,d] oraz
g(c) = a, g(d) = b. Wtedy:

b d
/ f(2)dz = / f(a(t)) - g/ (t)dt.

4. Pierwsze twierdzenie o wartosci sredniej. Zatézmy, ze f i g sa funkcjami
ciagtymi w przedziale [a, b] oraz ze g ma staty znak w [a, b]. Istnieje wtedy
liczba t € [a, ] taka, ze:
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/b f(@) - g(x)dz = f(t) - / g(z)da.

a

5. Drugie twierdzenie o wartosci Sredniej.Zatézmy, ze f i g sa funkcjami cia-
gtymi w przedziale [a, b] oraz ze g jest monotoniczna i ma ciagla pochodna
w [a, b]. Istnieje wtedy liczba t € [a, b] taka, Ze:

b
/f 2)dz = g(a /f iz + g )-/f(x)d:c

Podane wyzej wlasnoSci wykorzystywane sa przy obliczaniu calek oznaczo-
nych.

3.2 Calka Riemanna: definicja

Niecha = 29 < 71 < 22 < ... < x, = b. Kazdy taki ciag nazywamy po-
dziatem odcinka [a, b]. Poszczegdlne przedziaty [x;, z;41] (0 < ¢ < n) nazywamy
wtedy podprzedziatami tego podziatu. Srednicq takiego podziatu nazywamy liczbe

nax (zi11 — x;). Srednicg podziatu II oznaczamy przez &(I1). Normalnym cig-
<n

giem podziatow (odcinka [a, b]) nazywamy kazdy taki ciag II,, podzialéw tego
odcinka, ktérych Srednica dazy do zera, czyli taki, iz:
lim §(II,,,) = 0.
m—0oQ
Niech f bedzie funkcja ograniczona w przedziale [a, b] i niech II bedzie po-
dziatem tego przedziatu, wyznaczonym przez punkty:

a=zg <11 <T2<...<xp =0

Ponadto, niech ¢; € [x;_1, x;] dla wszystkich 1 < i < n. Niech T bedzie zbiorem
wszystkich tych punktow posrednich t;. Sumq Riemanna funkcji f dla podziatu 11
przy wyborze punktéw posrednich w zbiorze T nazywamy liczbe:

= ft) - (@i = wim).
=1

Stuchacze nie powinni mie¢ trudnosci z interpretacja geometryczng sum Riemanna.
Zachodzi nastgpujacy fakt, ktéry wiaze sumy Riemanna z podana wcze$niej

definicja calki oznaczone;j:

TWIERDZENIE. Zatézmy, Ze funkcja f jest ciqgta w przedziale |a, b]. Wtedy:

11



1. Dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba 6 > 0 taka Ze dla kazdego podziatu
II odcinka [a, b): jesli 6(11) < 6, to |R(1T ff Ydz| < e.

2. Dla kazdego normalnego ciqgu (11,,,) podziatow odcinka [a, b] zachodzi réw-
nosé:

Jim R, /f

DowOD 1. Niech € > 0. Pamigtamy, ze funkcja ciagta w przedziale domknigtym
jest w nim jednostajnie ciagla. Tak wigc, istnieje liczba § > 0 taka, ze: jesli |x —
yl <d.t0|f(x) = f(y)| < g—gy- Niech II:

a=rg<x1<T9<...<THp=2"b

bedzie dowolnym podziatem przedziatu [a, b] o Srednicy 0(II) < J. Gdy punkty
t; oraz x naleza do przedziatu [x;_1,x;], to oczywiscie spetniony jest warunek
|t; — x| < 0. W konsekwencji, mamy wtedy: | f(¢;) — f(z)] < ﬁ Tak wigc,
mamy kolejno:

b

ff )dx| =

a

[\
~
—
S
£}
3

|
A

|
—
~
—

8
N~—

U
8

I

> 'Zzlelf dm‘mlflf
4% f (f(ts) - F(@)da] <
5. 3 J 107 - )l <
N Zzlzzf 70

7. (’f‘“)'éi dr —
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=1
9. ﬁ'(xn—xo) =
10. 2.(;7(1) (b—a)=
1. 5.

b
12. Poniewaz § < ¢, wiec mamy ostatecznie: |R(II) — [ f(x)dz| < e.
a
DowOD 2. Niech (II,,,) bedzie normalnym ciagiem podzialéw przedziatu [a, b].
Oznacza to, ze:
lim o(II,,) = 0.

m—r0o0
Na mocy pierwszej czesci twierdzenia, dla € > 0 mozemy znalez¢ § > 0 tak, aby
dla 6(II,,) < 6 zachodzita nieréwnos¢:

b
]R(Hm)—/f(a:)dx] <e

Wybierzmy indeks N taki, aby 6(Il,,,) < 6 dlam > N. Wtedy:

b

R(TL,) - / f(z)dz] < e

dla wszystkich m > N. To oznacza, ze:

b
lim R(II,,) = / f(z)dz.
m—0o0

a

Udowodnione przed chwila twierdzenie uzasadnia poprawno$¢ nastgpujacej
definicji.

Zalézmy, ze f jest funkcjq ograniczong w przedziale [a, b]. Méwimy, ze f jest
funkcja catkowalng w sensie Riemanna w [a, b], gdy dla kazdego normalnego ciagu
podziatéw (I1,,,) przedziatu [a, b] oraz przy dowolnym wyborze punktéw posred-
nich z podprzedziatéw tego przedziatu ciag sum Riemanna (R(IL,,)) jest zbiezny.
Granice Wgnoo R(I1,,) nazywamy wtedy catkq Riemanna z funkcji f w przedziale

b
la, b] i oznaczamy przez [ f(z)dx.

a

UWAGI.
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1. Dla funkcji ciagtych catka Riemanna jest réwna calce oznaczone;j.

2. Istnieja funkcje ograniczone nieciagle (a nawet nie posiadajace funkcji pier-
wotnej), ktére sa calkowalne w sensie Riemanna. Taka jest np. funkcja f
okre§lona w przedziale [0, 1] nastepujaco: f(z) = ldlaz € [0, 3), f(z) =0
dlaz € [%, 1]. Mozna wykazaé (zob. np. Musielak, Musielak 2004, Tom I,
czg$¢ 2, str. 189), ze dla kazdego normalnego ciagu podziatéw odcinka [0, 1]
ciag jego sum Riemanna jest zbiezny do %

3. Istnieja jednak takze funkcje ograniczone, ktére nie sa calkowalne w sen-
sie Riemanna — taka jest np. funkcja Dirichleta (funkcja charakterystyczna
zbioru liczb wymiernych).

4. Zdefiniujmy jeszcze: m; = inf  f(x)oraz M; = sup f(z). Uzy-

Ti—1STST; Ti—1<TLT
wamy nastgpujacych terminéw:

n
(a) R(IT) = > my - (x; — xj—1): suma dolna dla podziatu IT
i=1
_ n
(b) R(IT) = >  M; - (z; — x4—1): suma gorna dla podziatu II.

s
Il
—

Tego typu sumy stuzy¢é moga do zdefiniowania tzw. dolnych i gornych catek
Darboux funkcji f w przedziale [a, b]:

b
(a) Catka dolna Darboux: [ f(z)dz = sup R(II).
a 11

b _
(b) Catka gérna Darboux: [ f(z)dx = irrl[f R(IT).

Dowodzi sig, ze funkcja ograniczona w [a, b] jest catkowalna w sensie
Riemanna wtedy i tylko wtedy, gdy jej dolna catka Darboux réwna jest
jej goérnej catce Darboux.

Catka Riemanna jest przyjaznym obiektem matematycznym, jesli chodzi np.
o jej walory dydaktyczne. Pewnych jej mankamentéw teoretycznych (np. doty-
czacych przej$¢ granicznych) mozna pozby¢ sig, przechodzac do ogdlniejszego
pojecia calki. Ze smutkiem stwierdzamy, zZe ograniczone ramy czasowe tego ustu-
gowego kursu nie pozwalaja nam na omowienie tej problematyki.
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3.3 Zastosowania geometryczne

W podanych nizej przyktadach ograniczamy si¢ do funkcji jednej zmienne;.
PRZYKLADY.

1. Ditugos¢ tuku krzywej. Jezeli funkcja f ma ciagta pochodna w przedziale
[a, b], to dlugos¢ tuku krzywej Lo réwnaniu y = f(x), gdzie x € [a, b,
WYynosi:

b
|L| = / V14 (f(x))%dz.

2. Pole powierzchni figury ptaskiej. Jezeli funkcje f 1 g sa ciagle w przedziale
[a,b] i spelniaja w nim warunek g(x) < f(x), to pole obszaru P, ograni-
czonego krzywymi y = f(x), y = g(x) oraz prostymi x = a i x = b, jest
réwne:

b

P| = / (F(z) — g(2))dz.

a

3. Pole powierzchni bryty obrotowej. Jezeli funkcja f ma ciagla pochodng w
przedziale [a, b], to pole powierzchni bryty obrotowej S, powstatej przez ob-
rét wokot osi odcigtych wykresu funkcji y = f(x), dla = € [a, b], wynosi:

b
S|=2-7- [ f(a) VI+ (F)Pda,

4. Objetos¢ bryly obrotowej. Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale [a, b],
to objetos¢ bryly obrotowej V' powstatej przez obrét wokot osi odcigtych
wykresu funkcji y = f(z), dlaxz € [a, b], wynosi:

b
V= /fQ(x)d:c.

Dodajmy jeszcze, ze w przypadku parametrycznego opisu krzywych (na ptasz-
czyznie lub w przestrzeni) takze mozemy wykorzystaé stosowne wzory na oblicza-
nie dlugosci takich krzywych. Dla przyktadu, jesli krzywa ptaska C jest okreslona
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réwnaniami parametrycznymi x = x(t) oraz y = y(t), przy czym funkcje x(t)
oraz y(t) maja ciagte pochodne w [a, ], to dlugos¢ C' podaje wzor:

b
] = / VEOP T GO

Przy podanych zatozeniach mozna udowodnié, ze C jest prostowalna (rektyfiko-
walna), co oznacza — méwiac intuicyjnie — ze ciag dtugosci tamanych coraz do-
ktadniej przyblizajacych C' jest ograniczony z gory.

Wyprowadzenie wszystkich powyzej podanych wzoréw znajda zainteresowani
stuchacze np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004, Tom I, czgs$¢ 2, strony
199-214. Jak by¢ moze domyslaja si¢ stuchacze, we wszystkich tych przypadkach
wychodzimy od stosownego ciggu normalnego podziatéw, wyznaczamy sumy Rie-
manna i otrzymujemy podane wzory poprzez przejscia graniczne.

3.4 Zastosowania fizyczne i ekonomiczne

W podanych nizej przyktadach ograniczamy si¢ do funkcji jednej zmienne;j.
PRZYKLADY.

1. Droga w ruchu o zmiennej predkosci. Jesli punkt materialny porusza si¢ ru-
chem prostoliniowym ze zmienna w czasie predkoscia v(t), to droga s prze-
byta przez ten punkt w przedziale czasowym [t1, to] wyraza si¢ wzorem:

t2

5= / u(t)dt.

t1

2. Praca. Jezeli réwnolegle do osi odcigtych dziala zmienna sita F', to praca
wykonana przez t¢ sit¢ na drodze od punktu a do punktu b wyraza si¢ wzo-
rem:

W= /b F(z)dz.

3. Energia. Jezeli u oraz ¢ oznaczaja odpowiednio warto$ci chwilowe napigcia
i natgzenia pradu zmiennego, to catkowita energia pobrana w czasie ¢ ze
Zrédta tego pradu wynosi:
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E= [ ut)-i(t)d.
/

4. Srodek masy. Podamy informacje, jak ustala¢ srodek masy dla pewnych
obiektéw jedno- dwu- oraz tréjwymiarowych.

Zatézmy, ze pret o koncach w punktach a i b ma mase¢ m oraz ze funkcja

gestosci masy p jest nieujemna funkcja catkowalng w sensie Riemanna taka,

ze dla kazdego przedziatu [c, d] C [a, b] masa czgsci preta na odcinku [, d]
d

jestréwna [ p(z)dz. Srodek masy preta to punkt ¢ € [a, b] taki, Ze:

C

[z plx)dx
t=%

1 a+b
t = — d p—
b—a var 2
a
Jesli natomiast gestos¢é preta wyraza sig funkcja p(x) = % (im dalej od po-

czatku tym mniejsza gestos¢) oraz np. a = 1, b = 2, to korzystajac z powyz-
$Zego Wzoru otrzymujemy, iz Srodek masy preta réwny jest w tym przypadku

_ 1
l=153-
Podobnie okres§lamy srodek masy dla obszaru P ograniczonego krzywymi
y = f(z)iy = —f(z) oraz prostymi o réwnaniach x = a i x = b (a wigc

obszaru o osi symetrii zawierajacej przedziat [a, b], przy zalozeniu, ze masa
jest roztozona w sposéb jednorodny w tym obszarze):

b
[z f(x)dz
=2

b
[ f(z)d=

Wreszcie, srodek masy bryty jednorodnej V' , otrzymanej przez obrét obszaru
P dookota osi odcigtych, dla a < x < b, gdzie na osi symetrii obszaru P
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rozktadamy masg o gestosci 7 - f2(x), okreslamy wzorem:

b

Ja- fAa)da

t="—
[ f(z)d=

. Moment bezwtadnosci. Podamy informacje, jak ustala¢ moment bezwtadno-
$ci dla pewnych obiektéw jedno- dwu- oraz tréjwymiarowych, poruszaja-
cych si¢ ruchem obrotowym.

Jak by¢ moze pamigtaja stuchacze z edukacji szkolnej, momentem bezwtad-
nosci punktu materialnego o masie m wzglegdem osi obrotu £ jest iloczyn
kwadratu odleglosci tego punktu od osi ¢ przez masg tego punktu. Za mo-
ment bezwtadnosci skoficzonego uktadu punktéw materialnych wzgledem
osi obrotu ¢ uwazamy sumg¢ momentéw bezwtadno$ci wzgledem osi obrotu
¢ wszystkich punktow tego uktadu. Gdy rozwazamy obiekty z ciagltym roz-
ktadem masy, zamiast sumowania wykorzystujemy catkowanie.

Stuchacze pamigtaja tez zapewne, ze moment bezwladnosci w ruchu obro-
towym spetnia podobna role jak masa w ruchu prostoliniowym. Jesli I jest
momentem bezwladno$ci w obrocie dookota pewnej osi z predkoscia ka-
towa w, to energia kinetyczna tak obracajacego si¢ ciala wyraza si¢ wzorem:
E=1-1 w

Zatézmy, ze pret o koricach w punktach a i b ma mas¢ m oraz ze p jest
nieujemna catkowalng w sensie Riemanna funkcja gestosci masy roztozonej
na tym precie. Wtedy moment bezwtadnosci I tego preta wzgledem prostej

¢ okreslamy wzorem:
b

I= /w2 - p(x)da.

W szczegdlnosci, gdy pret o masie m jest jednorodny (czyli p jest stata:
p= ﬁ), to otrzymujemy:
b

_ 2 _ p3—ad _ (b—a)-(a®+a-b+b%) _ m-(a?+a-b+b?)
I=[a% pdz=p- 3a_(bTa)' T = T :

a

Gdy oS obrotu przechodzi przez Srodek preta (odcinka [a, b)), czyli dla a =
—r, b = r, otrzymujemy (znany ze szkoty?) wzér: [ = % -r2.m.
Podajmy jeszcze moment bezwtadno$ci dla tarczy kotowej o promieniu r

oraz masie m: [ = % -r2.m.
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Wreszcie, moment bezwtadnosci jednorodnej bryty obrotowej V' o catko-
witej masie m otrzymanej przez obrét zbioru punktéw (x,y), dla ktérych
0 <y < f(x),a <z < b, gdzie f jest nieujemng funkcja catkowalng w
sensie Riemanna w przedziale [a, b] wyraza si¢ wzorem:

R e
I = 5 m b
J f2(x)dz

W szczegdlnosci, moment bezwladnosci jednorodnej kuli o promieniu 7 i
masie m obracajacej si¢ wzgledem swojej Srednicy (w tym przypadku ob-
racana krzywa ma posta¢ f(x) = vVr?2 —z2,a = —r, b = r) dany jest
wzorem:

frfx de

T

J o=

Wyprowadzenie wszystkich tych wzoréw dotyczacych momentéw bezwtad-
nosci (a takze podanych wyzej wzoréw dotyczacych srodka masy) znajda za-
interesowani stuchacze np. w podrgczniku Musielak, Musielak 2004, Tom I,
czg$¢ 2, strony 214-222. Jak by¢ moze domysSlaja si¢ stuchacze, we wszyst-
kich tych przypadkach wychodzimy od stosownego ciagu normalnego po-
dziatéw, wyznaczamy sumy Riemanna i otrzymujemy podane wzory po-
przez przejscia graniczne.

. Zapas towaru. Zat6zmy, ze funkcja catkowalna f(t) okresla intensywnos¢é
naptywu towaru do magazynu w zaleznosci od czasu ¢ € [0, T']. Wtedy wiel-
kos$¢ zgromadzonego po uptywie czasu T' w magazynie towaru jest réwna
T

| f(t)dt. Wielkos¢ zapaséw zgromadzonych od chwili ¢1 do chwili ¢ (gdzie
0

to

0 < t1 <ty < T)réwnajest [ f(t)dt. Wreszcie, Srednia wielko$¢ zapaséw
t1

zgromadzonych w okresie od £; do t2 jest réwna:

7
t)dt
t2_t1/f()
t1
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7. Realny zysk. Zysk z(t) otrzymany z eksploatacji jakiego$ urzadzenia (np. gi-
lotyny) obliczamy odejmujac od dochodu D(t) z eksploatacji koszty K (t)
utrzymania tego urzadzenia: z(t) = D(t) — K(t). Przedziatem optacalno-
Sci urzqdzenia nazywamy przedziat czasowy [0, T, gdzie T jest najwigcksza
liczba ¢, dla ktérej z(t) > 0. Realny zysk uzyskany z eksploatacji urzadzenia
w czasie od t1 do o (gdzie 0 < t1 < t3 < T) jest réwny:

to

7= / (8 dt.

t1

8. Kapitat. Niech K (t) oznacza zasob kapitalu w chwili ¢. Wtedy oczywi-
Scie K'(t) oznacza predkos¢ wzrostu kapitatu. Przyrost kapitatu w chwili
t jest rtéwny wartosci strumienia inwestycji netto I(¢) w chwili ¢. Tak wigc:
K'(t) = I(t). Otrzymujemy zatem: K (t) = [ I(t)dt. Wielko$¢ kapitatu w
przedziale czasowym [t1, t] réwna jest:

to

/ I(t)dt = K (t3) — K(t1).

t1

9. Modele wzrostu. W makroekonomii proponuje si¢ ré6zne modele matema-
tyczne, opisujace zaleznosci migdzy takimi czynnikami, jak np. dochéd na-
rodowy, konsumpcja, kapitat, produkcja, stan technologii, itd. To, na ile mo-
dele te trafnie oddaja zaleznoSci ekonomiczne zalezy m.in. od przyjmo-
wanych zalozen na temat gospodarowania. Wzrost gospodarczy opisywano
m.in. modelami: Harroda-Domara, Solowa-Swana, Ramseya. Jest do$¢ oczy-
wiste, ze matematyczne aspekty takich rozwazan uwzgledniaé musza po-
jecia zwiazane z rachunkiem rézniczkowym i catkowym (a takze z, m.in.:
rachunkiem wariacyjnym, teoriag réwnan rézniczkowych, algebra liniowa,
programowaniem, itd.). Rozwazmy — w charakterze dydaktycznego przy-
ktadu — (nieco juz dzi$ przestarzaty) model wzrostu Harroda-Domara (zob.
np. Ostrowski 2004, str. 145-146). Przyjmuje si¢ w nim nastgpujace zatoze-
nia (tu r oraz s sg stosownie dobranymi parametrami):

(a) Dochdd D(t) w chwili ¢ jest proporcjonalny do zaangazowanego w tej
chwili kapitatu K (t), czyli: D(t) = r - K(t).

(b) W kazdym momencie ¢ na inwestycje I(t) przeznacza si¢ stata czgs$¢
kapitatu: I(t) = s- D(t).

(c) Inwestycje w chwili ¢ to przyrost kapitatu w tej chwili, czyli: I(t) =
K'(t).
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Na mocy tych zatozenn mamy kolejno (stuchacze zechca zwréci¢ uwage na
zastosowanie szczeg6lnego przypadku catkowania przez podstawienie, om6-
wionego wczesniej w niniejszym wyktadzie):

(@ I(t)y=r-s-K(t)

b) I'(t)=r-s- K'(t)
© I'(t)y=r-s-1(t)
(d) % =r-s

) In|I(t)] =7r-s-t+ Cy, gdzie C jest stata catkowania
(@) I(t) = Co - e, gdzie Cy = 1.

4 Zacheta do refleksji

1. Czy calkowanie jest procesem algorytmicznym?
2. Jak obliczamy pole powierzchni ,,zakrzywionej”?

3. Jak obliczamy objetos¢ bryly ograniczonej takim ,,zakrzywionymi” powierzch-
niami?

4. Jak obliczamy dtugos¢ krzywej na takiej ,,zakrzywionej” powierzchni?

5 Podsumowanie

To, co nalezy zapamigtaé z niniejszego wyktadu:
1. Calka nieoznaczona: definicja, calkowanie przez czgsci i przez podstawienie.
2. Calka oznaczona: definicja i interpretacja geometryczna.

3. Catka Riemanna: definicja i interpretacja geometryczna.

6 Wybrane pozycje bibliograficzne
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Ostrowski, A. 2004. Matematyka z przyktadami zastosowari w naukach ekono-
micznych. Wydawnictwo Uniwersytetu Opolskiego, Opole.
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7 Dodatek

W niniejszym dodatku w sposéb brutalnie zwigzty podajemy garstke informacji
uzupetniajacych dotychczasowe skromne wprowadzenie w podstawy analizy ma-
tematycznej. Celem tego dodatku nie jest wigc doktadne przedstawienie podanych
tresci, ale raczej wskazanie stuchaczom, ze w przypadku powazniejszych zastoso-
wan matematyki (w tym przypadku: analizy matematycznej) w naukach kognityw-
nych trzeba wyj$¢ poza catkiem elementarne wiadomos$ci zawarte w dzisiejszym
wykladzie.

7.1 Calkowanie ciagéw i szeregéw funkcyjnych

Wazne — zaréwno ze wzgledéw teoretycznych, jak i praktycznych — jest to, jakie
warunki zgodno$ci zachodza migdzy operacja catkowania a operacjami tworzenia
granicy ciagu funkcyjnego oraz sumy szeregu funkcyjnego. Podamy jedynie sfor-
mutowania dwéch twierdzen dotyczacych tych zagadnien:

1. Jesli ciag (f,,) funkcji ciagtych w przedziale [a, b] jest zbiezny jednostajnie
w przedziale [a, b], to:

b b
nh_)ngo fu(z)de = /nlglgo fn(z)dz.

a a

[e.@]
2. Jesli szereg > fn(x) funkcji f,, ciaglych w przedziale [a, b] jest zbiezny
n=0
jednostajnie w przedziale [a, b], to:

~ 0 b oo
> / ful)dz = / >~ o

Zatozenie jednostajnej zbieznoSci jest w obu przypadkach istotne. Student nauk
kognitywnych moze zapytaé: a dlaczego powyzej podane fakty miatyby by¢ dla
mnie interesujace? Ograniczymy si¢ w odpowiedzi do stwierdzenia, ze niezwykle
czgsto korzysta sig z reprezentacji ztozonych funkcji rzeczywistych przez odpo-
wiadajace im szeregi funkcyjne. Jest to istotne np. w aproksymacji p6l ograniczo-
nych skomplikowanymi krzywymi poprzez sumy p6l okreslonych dla stosownych
ciagéw prostszych funkcji.
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7.2 Calki niewlasciwe

Dotychczas rozwazalisSmy przypadki, gdy zaréwno catka funkcji ciaglej, jak i catka
Riemanna definiowane byty dla ograniczonych przedziatéw dziedziny funkcji oraz
funkcji ograniczonych. Dociekliwy student nauk kognitywnych moze zapytaé: a
co z pozostatymi przypadkami — gdy badZ rozwazana funkcja jest nieograniczona
badzZ jej dziedzina jest nieograniczona? W takich przypadkach okres§lamy rézne
rodzaje catek niewtasciwych (te rozwazane dotychczas nazywajac catkami wiasci-
wymi). Podamy jedynie niezbgdne definicje, dla zaspokojenia ciekawosci takich
dociekliwych stuchaczy.

1. Zalézmy, ze funkcja f jest okreSlona, ciggla oraz nieograniczona w prze-
dziale (a, b]. Jesli istnieje skoficzona granica:

lim /b f(x)dzx,

e—0
a+te

to nazywamy ja catkq niewtasciwq pierwszego rodzaju z funkcji f w prze-
b

dziale (a, b] i oznaczamy przez [ f(z)dz.
a
2. Zalézmy, ze funkcja f jest okreSlona, ciagla oraz nieograniczona w prze-
dziale [a, b). Jesli istnieje skoficzona granica:

e—0

b—e
lim / f(x)dzx,

to nazywamy ja catkq niewtasciwq pierwszego rodzaju z funkcji f w prze-

b
dziale [a, b) i oznaczamy przez [ f(z)dx.
a

3. Gdy granice, o ktérych mowa w powyzszych punktach sa réwne +oo lub
b

—00, to méwimy, ze catka f f(x)dx jest rozbiezna do, odpowiednio, +o0
a

lub —o0.

Gdy oba konce przedziatu [a, b] sa punktami nieograniczonosci funkcji f
ciagtej w (a,b), to wybierajac punkt ¢ € (a,b) mozemy sprowadzi¢ ten
przypadek do wyzej oméwionych (pomijamy pewne szczegdty). Podobnie
postepujemy, gdy funkcja f ma skoriczong liczbg punktéw nieograniczono-
$ci w (a, b) (pozostawiamy szczegdty refleksji stuchaczy).

23



4. Zat6zmy, ze funkcja f jest okreslona i ciagta w przedziale [a, 00). Jesli ist-
nieje skoficzona granica:

b
lim / f(z)dx,
b—o0
a
to nazywamy ja catkq niewtasciwg drugiego rodzaju z funkcji f w przedziale

[e.@]
[a,00) i oznaczamy przez [ f(z)dz.
a

5. Zalézmy, ze funkcja f jest okreSlona i ciagta w przedziale (—oo, b]. Jesli
istnieje skoficzona granica:

b
im [ f(z)de,

to nazywamy ja catkq niewtasciwqg drugiego rodzaju z funkcji f w przedziale
b
(—o0, b] i oznaczamy przez [ f(z)dz.

—00

6. Gdy granice, o ktérych mowa w dwéch powyzszych punktach sa réwne +oo
%) b
lub —oo, to méwimy, ze catka [ f(x)dx (lub catka [ f(z)dz) jest roz-
a —0o0
biezna do, odpowiednio, +o00 lub —oo.

7. Zalézmy, ze funkcja f jest okreSlona i ciaglta w (—oo,+00) oraz niech

C o
¢ € R. Jesli obie calki niewtasciwe [ f(z)dz oraz [ f(x)dz istnieja i
—0o0 C

sg skonczone, to liczbe:

7f(1:)dx: /Cf(z)dx+7of(m)dx

nazywamy catkq niewtasciwg drugiego rodzaju z funkcji f w (—oo, +00).

o
W takim przypadku méwimy, ze catka [ f(x)dz jest zbiezna. Jesli nato-
— o

C o
miast jedna z catek [ f(z)dz oraz [ f(x)dz nie jest skoriczona lub oby-
—0o0 (& o
dwie sg réwne +oo (badZz —o0), to méwimy, ze catka [ f(z)dx jest roz-
—00
bieina.
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8. Uwazni stuchacze domyslaja si¢ juz, ze pozostaje do rozwazenia przypadek
funkcji, ktére w przedziatach [a, 00) lub (—o0,b] lub (—o0, +00) sa cia-
gle oprdécz pewnej skoniczonej liczby punktéw wewnatrz tych przedziatéw.
Taki przypadek (tzw. catki niewtasciwe trzeciego rodzaju) sprowadzamy do
trzech oméwionych przed chwilg w oczywisty sposéb, rozwazajac calki z
funkcji ciagtych okreslonych na przedziatach migdzy owymi punktami nie-
ciagtosci.

Dociekliwi stuchacze mogli zauwazy¢, ze catki niewtasciwe pierwszego i dru-
giego rodzaju sa ,,jako$ podobne” do szeregdéw nieskoficzonych. Jest tak istotnie —
dowodzi si¢ warunkow koniecznych i wystarczajacych zbieznosci tego typu catek,
ktére sa podobne do odno$nych warunkéw formutowanych dla szeregéw nieskofi-
czonych (tzw. kryterium catkowe zbieznosci szeregow).

Stuchacze spotkaja si¢ z catkami niewlasciwymi np. w wyktadach ze staty-
styki. W tym miejscu zachgcamy stuchaczy do refleksji nad — intuicyjnie méwiac
— oswajaniem nieskoficzonoSci pojawiajacej si¢ przy omawianiu catek niewtasci-
wych poprzez stosownie dobrane przejscia graniczne.

7.3 Jeszcze o pojeciu miary: miara Lebesgue’a

Jak wspomniano we wstgpie do niniejszego wykladu, pojecie miary wiazemy z
pewnymi szczegllnymi rodzinami zbiordw: o-algebrami. Funkcje miary definiu-
jemy dopiero wtedy, gdy wybrana zostala juz taka rodzina, czyli gdy podejmiemy
decyzje, ktére zbiory uwazamy za mierzalne. Przyktadem rodziny zbioréw mie-
rzalnych w R jest rodzina B(R) wszystkich zbior6w borelowskich w R, wspo-
mniana na poczatku tego wykladu. Na marginesie dodajmy, ze zbiory borelow-
skie okresla¢é mozemy nie tylko w R lub R"™, ale réwniez w nieco szerszej klasie
przestrzeni. W przypadku R zbiory borelowskie generowane byly przez przedziaty
otwarte. W przypadku R" w naturalny sposéb okreS§lamy przedziaty n-wymiarowe,
jako produkty kartezjaniskie ,,zwyktych” przedziatéw w R.

Przypus$émy, ze naszym celem jest okreslenie zbioréw mierzalnych w R (lub w
R™) w taki sposéb, aby klasa ta byta mozliwie jak najobszerniejsza oraz zeby zdefi-
niowana dla tych zbioréw miara pokrywala si¢ z wartoSciami, ktére charakteryzuja
dlugosé, pole powierzchni oraz objeto$¢ w znanych ze szkoty, dobrze oswojonych
przypadkach. Dobrym rozwiazaniem tego problemu jest tzw. miara Lebesgue’a.
Nie przedstawimy jej konstrukcji w sposéb dokladny, ograniczajac si¢ jedynie do
przekazania stuchaczom pewnych intuicji.

W przestrzeni mierzalnej (R, B(R)) mozna okresli¢ miarg p na rézne spo-
soby. Wyr6znionym sposobem jest przyjecie, ze p((a, b]) = b — a (wtedy réwniez
p((a, b)) = u(la,b]) = u(la,b)) = b — a). Nazwijmy te miarg miarq borelow-
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skq. Mozna tego typu miarg okresli¢ oczywiscie réwniez w dowolnej przestrzeni
(R", B(R")).

Dla dowolnego zbioru A C R jego zewnegtrzna miara Lebesgue’a \*(A) zdefi-
niowana jest nastgpujaco:

oo [e.9]
A (A) = inf{z p(ly) © (Ix)ren, jest ciagiem przedziatéw takim, ze A C U Ii.}.
k=1 k=1

Stuchacze nie powinni mie¢ trudno$ci z interpretacja geometryczng tej konstruk-
cji: zewngtrzna miara Lebesgue’a zbioru A to kres dolny sum miar borelowskich
rodzin przedzialéw takich, ze suma (teoriomnogosciowa) kazdej takiej rodziny po-
krywa catkowicie (zawiera) zbidr A. Tak wigc, ,,przyblizamy” wielko$¢ zbioru A
przez pokrycia tego zbioru przedziatami (dla ktérych mamy juz dobrze okreslong
miare borelowska). Suma takiej rodziny przedzialdéw moze nie pokrywac si¢ ze
zbiorem A, chcemy wigc zagwarantowad jeszcze, ze sumaryczna miara takiej ro-
dziny rézni si¢ dowolnie mato od wielkosci, ktéra chcemy przypisaé zbiorowi A
jako jego miarg.

Okreslamy rodzing £ zbiorow mierzalnych w sensie Lebesgue’a nastgpujaco.
A € L wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego zbioru X C R:

A(A) Z N (ANX)+ X (AN (R - X)).

Intuicyjny sens tego warunku postarajmy si¢ wyrazi¢ nastepujaco. A € L wtedy
i tylko wtedy, gdy jakkolwiek podzielimy zbiér A na dwa roztaczne podzbiory, to
suma ich zewnetrznych miar Lebesque’a nie przekroczy zewnetrznej miary Lebes-
gue’a catego zbioru A. Mozna udowodnié, ze warunek ten gwarantuje to wtasnie,
czego pozadaliSmy: zewngtrzna miara Lebesgue’a zbioru A € £ wystarczajaco
dobrze charakteryzuje ,,wielko$¢” zbioru A, intuicyjnie méwiac.

Dowodzi sig, ze L jest o-algebra, a zatem (IR, £) jest przestrzenia mierzalna.
Dla zbioréw A € L okreSlamy ich miare Lebesgue’a A\(A) w sposob nastepujacy:

A(A) = A (A).

Latwo sprawdzié, ze A istotnie jest miarg w przestrzeni (R, £). Wyliczmy, bez
podawania szczeg6iow, niektére wtasnosci tej miary:

1. Wprost z definicji miary Lebesgue’a wynika, ze wszystkie zbiory borelow-
skie sa mierzalne w sensie Lebesgue’a. Dla A € B(RR) zachodzi réwnos¢:
1(A) = A(A). Oznacza to, migdzy innymi, ze wartosci miary Lebesgue’a
pokrywaja si¢ z warto$ciami, ktore charakteryzuja dtugosé, pole powierzchni
oraz objetos¢ w znanych ze szkoty, dobrze oswojonych przypadkach.
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2. Miara borelowska jest niezmiennicza ze wzglgdu na przesunigcia. Nie jest
jednak miarq zupetnq. Miara Lebesgue’a jest niezmiennicza ze wzgledu na
przesunigcia, a ponadto jest miara zupeina.

3. Niech \V bedzie rodzing wszystkich podzbioréw R, ktérych miara Lebes-
gue’a wynosi 0. Dowodzi sig, ze: kazdy zbior mierzalny w sensie Lebes-
gue’a jest suma zbioru borelowskiego i zbioru miary 0 Lebesgue’a. Inaczej
moéwiac: zbiory mierzalne w sensie Lebesgue’a réznia si¢ ,,zaniedbywalnie
mato” od zbioréw borelowskich.

4. Kazdy skonczony lub przeliczalny podzbidr zbioru R ma miar¢ Lebesgue’a
réwna 0. W szczegdlnosci, A(Q) = 0, czyli zbiér wszystkich liczb wymier-
nych ma miar¢ Lebesgue’a réwna 0. Stuchacze zechcg zauwazy¢, ze wyraz-
nie jest w tym przypadku widoczna réznica migdzy pewnymi wlasnosciami
topologicznymi (zbiér Q jest gesty w R, czyli ,,duzy” topologicznie), a wla-
sno$ciami miarowymi (zbiér Q jest ,,maty” w sensie miary Lebesgue’a).

5. Przy zatozeniu aksjomatu wyboru w teorii mnogosci mozna udowodnic, ze
istnieja zbiory liczb rzeczywistych, ktére nie sa mierzalne w sensie Lebes-
gue’a. W twierdzeniu Banacha-Tarskiego (o paradoksalnym rozktadzie kuli
w przestrzeni tréjwymiarowej) wykorzystuje si¢ wlasnie tego typu zbiory.
Zbiory Vitalego, o ktérych wspominali§my w jednym z poprzednich wykta-
déw nie sa mierzalne w sensie Lebesgue’a. Jesli rozwazamy teorig mnogosci
Zermelo-Fraenkla bez aksjomatu wyboru, to nie mozna w niej udowodnic¢
istnienia zbioréw niemierzalnych w sensie Lebesgue’a.

Miarg Lebesgue’a okreslic mozna oczywiScie takze w kazdej z przestrzeni
(R™, B(R™)) (a nawet dla bardziej ogdlnych przestrzeni).

Miara Lebesgue’a jest obecnie najbardziej powszechnie uzywana miarg. Uwa-
zamy, ze studenci nauk kognitywnych powinni o niej ustyszeé, aby nie byli bez-
bronni intelektualnie studiujac ré6znorakie modele proponowane w naukach kogni-
tywnych, wykorzystujace t¢ miarg.

7.4 Calka Lebesgue’a

Mozemy pozby¢ si¢ pewnych mankamentéw calkowania w sensie Riemanna prze-
chodzac do ogdlniejszego pojecia catki, wykorzystujacego oméwiong przed chwilg
miare Lebesgue’a.

Stuchacze pamigtaja, ze w przypadku catki Riemanna funkcji f w przedziale
[a, b] mierzyliSmy dziedzing tej funkcji — braliSmy pod uwage podziaty przedziatu
[a, b], wartosci funkcji f w punktach posrednich i catka Riemanna okre§lona byta
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jako granica sum Riemanna. Intuicyjnie méwiac, catka ta rozumiana zatem byta
jako granica sum miar prostokatnych pionowych paskéw pokrywajacych obszar
pod wykresem funkcji f w przedziale [a, b].

Obecnie postagpimy w inny sposéb. Intuicyjnie méwiac, bedziemy przyblizac
miar¢ omawianego obszaru przez innego rodzaju prostokatne paski powstajace
przez podziatl przeciwdziedziny funkcji f. Dla uproszczenia, przyjmiemy, ze prze-
ciwdziedzina rozwazanej funkcji zawarta jest w przedziale [0,b]. Dzielimy ten
przedziat na roztaczne podprzedziaty o koricach:

O=ap<a1 <as<...<a,=h

Wybieramy punkty posrednie ¢; € [a;,a;41] dla 0 < i < n. Rozwazmy teraz
przeciwobrazy przedziatéw A; = (a;, a;+1], czyli zbiory: f~1[(a;, a;11]]. Obszary
A; x [0, ¢;] sa parami roztaczne. Ich suma teoriomnogosciowa przybliza obszar
pod wykresem funkcji f. Miara kazdego takiego obszaru jest rowna iloczynowi ¢;
przez miarg¢ zbioru A;, zalezy ona zatem od tego, jaka funkcj¢ miary weZmiemy
pod uwage. W konstrukcji catki Lebesgue’a bierzemy pod uwage, jak domyslaja
si¢ stuchacze, miare Lebesgue’a.

Rozwazmy przestrzeri (R, £, \). Méwimy, ze funkcja f : R — R jest funkcja
mierzalng (w sensie Lebesgue’a), gdy przeciwobraz kazdego przedzialu niewtasci-
wego (¢, 00) jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a, czyli gdy f~![(c, 00)] €
L. Mozna udowodnic, ze ten warunek jest rownowazny zadaniu, aby przeciwobraz
kazdego zbioru borelowskiego byl mierzalny w sensie Lebesgue’a. Dowodzi si¢
réwniez, ze zbidr funkcji mierzalnych jest domknigty na podstawowe operacje al-
gebraiczne oraz r6znego rodzaju granice punktowe ciagéw funkcyjnych.

Zaktadamy, ze stuchacze pamigtajq definicj¢ funkcji charakterystycznej x x
zbioru X (zob. wyktad trzeci), czyli funkcji okreslonej warunkami: x x(z) = 1,
gdy x € X oraz xx(z) =0, gdy = ¢ X.

Funkcje f : R — R nazywamy funkcjq prostq, gdy:

1. jej przeciwdziedzina jest zbiorem skoriczonym (czyli gdy f przyjmuje tylko
skoniczenie wiele wartosci) oraz

2. dla kazdej liczby c; bedacej wartoscia funkcji f przeciwobraz A; = f~!(c;)
jest zbiorem mierzalnym w sensie Lebesgue’a, czyli gdy f~1(¢;) € L.

Tak wigc, kazda funkcje prosta f mozna przedstawic jako kombinacjg liniowa
funkcji charakterystycznych zbioréw mierzalnych w sensie Lebesgue’a:

f(l“) = Zci ’ XAi(x)7
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gdzie sumowanie bierzemy po (skoficzonym) zbiorze wszystkich wartosci ¢; funk-
cji f, gdzie A; = f~1(c;) oraz A; € L.

Wygodne begdzie zastosowanie nastgpujacych oznaczen. Jesli f jest funkcja
okreslona na zbiorze mierzalnym w sensie Lebesgue’a (o wartosciach w RU{—o0, +00})
to mozemy zapisac te funkcje w postaci f = fT — f—, gdzie:

1. fT(z) = f(x) gdy f(z) > 0, za$ f*(x) = 0 w przeciwnym przypadku;
2. f7(x) =—f(x) gdy f(x) <0, zas f~(x) = 0 w przeciwnym przypadku.

Wtedy f* oraz f~ sa obie funkcjami nieujemnymi. Ponadto: | f| = f + f~.
Catke Lebesgue’a [ f(x)dX z dowolnej funkcji mierzalnej, gdzie D € L jest

D
obszarem catkowania (dziedzina funkcji f) definiujemy zwykle w kilku krokach:

1. [xp(x)dX = \(D).

2. Jezeli f jest nieujemna funkcja prosta f(z) = > ¢ - xa,(x), to przyjmu-
jemy:

[ f(@)dx = [(ei - xa,(2))dA = Zcz S xa,(@)dx = Zcz A(4i).

3. Jesli A C D gdzie A € Loraz g(x) = > ¢; - x4, (z) jest funkcja prosta, to:
Ja(@)dr = [(xa(x) - g(z))d = Zk:)\(A NA4;).
A

4, Jesli f jest nieujemng funkcja mierzalna okre§lona na zbiorze D i warto-
$ciach w R U {00}, to przyjmujemy:
J f(z)dX =sup{[ g(z)d\: 0 < g(z) < f(z) gdzie g(x) jest funkcja prosta}.
D D

5. Méwimy, ze catka Lebesgue’a z dowolnej funkcji mierzalnej f istnieje, gdy
co najmniej jedna z wielkosci [ f1(z)d\ oraz f f~(z)d\ jest skoficzona.

D
W takim przypadku definiujemy:
[ fz)dx = ff+ JdA = ff
D

6. Jesli [ |f(z)|d\ ma warto$é skoficzona, to méwimy, ze f jest catkowalna w
D

sensie Lebesgue’a.

Powyzej podana konstrukcja moze wydawad si¢ stuchaczom dos¢ skompliko-
wana. W istocie jest to jednak bardzo naturalna konstrukcja, co z pewnoScia stwier-
dza stluchacze po stosownej uwaznej refleksji. Dodajmy, bez podawania szczegé-
16w, kilka do$¢ ogélnych uwag:
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1. Jesli f : [a,b] — R jest funkcja ograniczona, catkowalna w sensie Rie-
manna, to f jest calkowalna w sensie Lebesgue’a w przedziale [a, b]. Calki
Riemanna i Lebesgue’a z funkcji f sa wtedy rowne:

b
[ f@)dz = [ f(z)dA.
a [a,b]
2. Jesli f : [a,b] — R jest funkcja ciagla w [a,b], to [ f(z)d\ = F(b) —
[a,b]
F(a), gdzie F jest dowolna funkcja pierwotna dla funkcji f.

3. Funkcja ograniczona jest catkowalna w sensie Riemanna wtedy i tylko wtedy,
gdy zbidr jej punktéw nieciagtosci jest zbiorem o mierze Lebesgue’a rownej
0.

4. Jesli A\(D) = 0, to [ f(z)dX\ = 0 dla kazdej funkcji f mierzalnej w sensie
D
Lebesgue’a.

5. Funkcja catkowalna w sensie Lebesgue’a w obszarze D jest skoficzona pra-
wie wszedzie w D (czyli wszedzie w D, poza ewentualnie zbiorem miary 0
Lebesgue’a).

o0
6. Jesli A= |J A, oraz zbiory A,, sa parami roztaczne, to:
n=1

[ Far= S [ flx)dA

n=1A,

1

7. Lemat Fatou. Jesli funkcje f; : R — R sa mierzalne oraz s3 nieujemne na
zbiorze D mierzalnym w sensie Lebesgue’a, to:

ghmjl_rgio fi(z)d\ < hmjl_r}gogf](m)d)\

8. Symbol d\ wystgpujacy w oznaczeniu catki Lebesgue’a [ f(z)dA stucha-

D
cze zechcy traktowac jako znak interpunkcyjny, wskazujacy, iz catkowanie
wykonujemy bioragc pod uwage miarg Lebesgue’a.

Catka Lebesgue’a to wspélczesnie najbardziej powszechnie uzywana catka.
Uwazamy, ze studenci nauk kognitywnych powinni o niej co najmniej ustyszec.

30



7.5 O funkcjach wielu zmiennych

Rachunek rézniczkowy i catkowy nie jest ograniczony do funkcji jednej zmiennej
rzeczywistej. Zauwazmy najpierw, ze w przypadku funkcji jednej zmiennej poje-
cia dotyczace zbieznoSci oraz granicy odwotuja si¢ do jednowymiarowego, liniowo
uporzadkowanego w sposéb zupelny kontinuum R, a wigc ,,dazenie punktu do gra-
nicy” do$¢ tatwo sobie wyobrazi¢. W przypadku R x R owo ,,dazenie punktu (z, y)
do punktu (zg, yo)” moze odbywac si¢ — méwiac intuicyjnie — po ré6znych drogach
(podobnie w przypadku przestrzeni R™ dlan > 1).

Ograniczymy si¢ w tym miejscu jedynie do pewnej prostej interpretacji geome-
trycznej pojecia pochodnej czgstkowej funkcji dwéch zmiennych rzeczywistych.
Powazniej zainteresowani ta problematyka stuchacze zechca siggnac¢ samodzielnie
do podrecznikéw analizy matematycznej.

Zat6zmy, ze funkcja z = f(x,y) dwéch zmiennych rzeczywistych o warto-
Sciach rzeczywistych jest okreslona w otoczeniu punktu (xg, yo) (czyli w tym przy-
padku wewnatrz kota o Srodku w punkcie (zg, yo)). Funkcja taka okresla pewna
powierzchnig w przestrzeni R3. Niech zg = f(zo,y0). Jesli przetniemy rozwazana
powierzchni¢ ptaszczyznami o réwnaniach y = yg oraz x = xg, to otrzymamy
dwie krzywe:

Cm:Z:f(xayO) CyIZ:f(.%'(),y>-

Jesli funkcja jednej zmiennej z = f(x,yp) ma pochodng w punkcie z, to
nazywamy ja pochodnq czastkowq funkcji f w punkcie (xq, yo) wzgledem zmiennej
x i oznaczamy przez 3 (zo, Yo).

Jedli funkcja jednej zmiennej z = f(xg,y) ma pochodna w punkcie 7, to
nazywamy ja pochodnq czqstkowq funkcji f w punkcie (xq, yo) wzgledem zmiennej
y 1 oznaczamy przez 6—y(x0, Yo)-

Stuchacze zechca zauwazy¢, ze:

1. Pochodna czastkowa %(mo, Yo) jest wspotczynnikiem kierunkowym stycz-

nej do krzywej C,, w punkcie (g, Yo, 20).

2. Pochodna czastkowa %(xo, Yo) jest wspotczynnikiem kierunkowym stycz-

nej do krzywej C,, w punkcie (xg, yo, 20)-

Zachgcamy stuchaczy do samodzielnej refleksji nad tym, w jaki sposéb mozna
definiowac catke z funkcji dwoch zmiennych oraz jaka bylaby interpretacja geome-
tryczna takiej catki. Szczegdlnie zawzigtych poznawczo stuchaczy zachgcamy tez
do skonfrontowania swoich refleksji z ustaleniami na temat calek wielokrotnych
podanymi w dowolnym porzadnym podrgczniku analizy matematyczne;j.
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7.6 O réwnaniach rézniczkowych

Wiele proceséw fizycznych opisuje si¢ poprzez rownania zawierajace funkcje rze-
czywiste (badZ zespolone) oraz pochodne (pierwszego lub wyzszych rzedéw) ta-
kich funkcji. W réwnaniach rézniczkowych zwyczajnych wystgpujace w nich funk-
cje zaleza od jednej zmiennej niezaleznej. W zaleznoSci od rzedu wystgpujacych
w rownaniu pochodnych, méwi si¢ o rzedzie réwnania. Jesli rozwazamy funkcje
wielu zmiennych, to mamy do czynienia z réwnaniami rézniczkowymi czgstko-
wymi.

Znalezienie rozwigzania réwnania rézniczkowego polega na znalezieniu funk-
cji, ktéra spehnia to réwnanie. Wymaga to catkowania tego réwnania. Podaje si¢
przy tym pewne warunki poczqtkowe oraz warunki brzegowe, naktadajace ograni-
czenia na posta¢ rozwiazania.

Przyktady réwnan rézniczkowych to (podajemy jedynie zgrzebna informacijg
czego dotycza te rownania, bez niepotrzebnego straszenia stuchaczy ich szata ma-
tematyczna):

1. Réwnanie Newtona. F(x(t)) = m - di;gt), gdzie z(t) jest funkcja potoze-
nia ciata o masie m, zalezng od czasu, za$ F'(t) funkcja reprezentujaca site
dziatajaca na to ciato w chwili ¢.

2. Roéwnania Maxwella. Réwnania rézniczkowe czastkowe opisujace zalezno-
Sci migdzy polem elektrycznym a magnetycznym.

3. Rownanie Schrodingera. Jest to réwnanie rézniczkowe czastkowe, opisujace
jak stan kwantowy uktadu kwantowego zmienia si¢ w czasie.

4. Rownanie przewodnictwa cieplnego. Jest to réwnanie rézniczkowe czast-
kowe drugiego rzgdu opisujace zmiany temperatury okre§lonego regionu
przestrzeni w czasie.

5. Roéwnania Lotki-Volterry. To uktad réwnan rézniczkowych, opisujacych za-
leznos$¢ migdzy wielkoScig populacji drapieznikéw oraz ich ofiar, przy bra-
niu pod uwage tempa przyrostu (oraz ubytku) kazdej z populacji, z uwzgled-
nieniem pewnych dodatkowych parametréw, dotyczacych Srodowiska.

6. Oraz setki innych réwnan rézniczkowych, opisujacych rzeczywistos¢ fizyczna.

W ogdlnosci, rozwiazywanie réwnan rozniczkowych jest zadaniem niezwykle
skomplikowanym. Czgsto chcemy jedynie wiedzieé, ze rozwiazanie takiego row-
nania w ogoéle istnieje a jego rozwiazania staramy si¢ otrzyma¢ metodami przy-
blizonymi. Jesli stuchacze beda w przysztosci — z wilasnej woli lub z musu — po-
trzebowali zastosowania okre§lonego réwnania rézniczkowego do opisu jakiego$
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typu zjawisk interesujacych nauki kognitywne, to zechca skorzystaé z literatury
przedmiotu.

7.7 O analizie funkcjonalnej i rachunku wariacyjnym

Stuchacze z pewnoscia zetkneli si¢ juz wezesniej z réznego rodzaju zasadami wa-
riacyjnymi, ktére glosza, ze okre§lona zalezno$¢ spetnia pewne warunki minimal-
nosci badZz maksymalnosci. Dla przyktadu, czgsto zastanawiamy sig, jak osiagnaé
dany cel (np. zda¢ egzamin) jak najmniejszym wysitkiem (w przypadku egzaminu:
uczac si¢ jak najkrocej, np. jedynie dwa tygodnie przed egzaminem). Szukamy
najkrotszej drogi, majac do wyboru wiele drég. Staramy si¢ maksymalizowac przy-
jemnos$¢é doznan, itd.

Stuchacze wiedza juz, ze rachunek rézniczkowy dostarcza mozliwosci znaj-
dowania ekstreméw funkcji — wystarczy policzy¢ pochodne funkcji i skorzystaé
z twierdzen, ustalajacych kiedy funkcja przyjmuje warto§¢ minimalng lub mak-
symalna. Zasady wariacyjne dotycza jednak nieco innego rodzaju problemodw:
poszukujemy funkcji (a nie jej argumentu), ktéra spetnia okreslone warunki mi-
nimalnos$ci badZ maksymalno$ci. Rozwazamy zatem funkcje, ktérych argumen-
tami sa funkcje — takie funkcje operujace na funkcjach nazywamy funkcjonatami
(to sformutowanie wielce uproszczone — formalnie rzecz biorac, funkcjonaty to
odwzorowania z pewnych przestrzeni wektorowych w stosowne ciata skalarow).
Znajdowanie warto$ci ekstremalnych funkcjonatéw to wtasnie rozwigzywanie pro-
bleméw rachunku wariacyjnego. Stuchacze poznali juz przyklady funkcjonatéw:
catka oznaczona z funkcji ciaglej jest wtasnie funkcjonatem. Takze odwzorowanie
przyporzadkowujace krzywej o réwnaniu f(z) dhugos¢ tuku jej wykresu w prze-
dziale [a, b] jest funkcjonatem (zobacz podany wczesniej wzor).

PRZYKEADY PROBLEMOW RACHUNKU WARIACYINEGO.

1. Brachistochrona. To krzywa najkrétszego spadku, czyli krzywa, po ktérej
punkt materialny stacza si¢, pod wptywem sity cigzkoSci, w najkrétszym
mozliwie czasie. Uwaza sig, ze wyznaczenie tej krzywej byto jednym z
pierwszym zagadniefi rachunku wariacyjnego. Dowodzi si¢, ze krzywa ta
jest fragmentem cykloidy.

2. Zasada Fermata. W oryginalnym sformutowaniu zasada ta glosita, ze: pro-
mien Swietlny, poruszajacy si¢ w danym osrodku, przebywa mozliwie naj-
krétsza droge, czyli droge, ktérej pokonanie zajmuje najmniej czasu. Obec-
nie formutuje si¢ tg zasadg w nieco ogdlniejszy sposob.

3. Zasady najmniejszego dziatania. To zasady (zasada Maupertuis, zasada Ha-
miltona, rownania Eulera-Lagrange’a itp.), ktore glosza, ze dynamike uktadu
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fizycznego opisaé mozna zalezno$ciami, w ktérych pewne funkcjonaly przyj-
muja warto$ci ekstremalne.

4. Najkrotsza droga. Rozwazmy wspomniany przed chwila funkcjonal, ktéry
funkcji y = f(z) przyporzadkowuje dtugos¢ tuku krzywej w przedziale
[a, b]:

b

() = / VIt (F@)dz.

a

Znalezienie najkrétszej drogi polega w tym przypadku na ustaleniu, kiedy
rozwazany funkcjonat (zalezny od z, f oraz f’) przyjmuje warto$¢ mini-
malna.

Podobnie jak w przypadku réwnan rézniczkowych, rozwigzywanie problemow
wariacyjnych jest niezwykle skomplikowane (samo wymaga przeciez rozwiazywa-
nia réwnan rézniczkowych).

7.8 Ciekawostki

Jarostaw HasSek pisat, ze bardzo trudno jest opisywac nieistniejace zwierzeta, ale
jeszcze trudniej jest je pokazywac. Uwazamy, ze cierpliwi stuchacze tego wyktadu
zasluguja na jakas$ nagrode. Proponujemy uznaé za taka nagrode garsé ciekawostek
dotyczacych zbioréw, ktérych wlasnosci miarowe okazuja si¢ by¢ zaskakujace (z
punktu widzenia do§wiadczenia potocznego). W ponizszych przyktadach wyste-
puja pewne terminy matematyczne, ktére nie byty objas$niane na wyktadach. Uwa-
zamy, ze jesli stuchacz zostanie zaciekawiony danym przyktadem, to nie oprze si¢
checi samodzielnego odszukania potrzebnych definicji: sa powszechnie dostgpne
w sieci, czyli dotarcie do nich wiaze si¢ z minimalnym wysitkiem — klik, klik i
gotowe. Informacje te sa oczywiscie takze dostgpne w Ksiggach (to z nich trafity
do sieci), ale Wyprawa do Biblioteki bywa dla wspéiczesnych studentéw Podréza
poza Horyzont (co wnioskujemy na podstawie osobistych do§wiadczef).

1. Spirale. Niech a; > a2 > a3 > ..., gdzie a,, € R, dlan € N. Budujemy
spiralg z odcinkéw o dlugosciach: a1, a1 + a9,a2 + as, ... (powiedzmy,

(o]
prawoskretna, kat skretu — 7). Dhugos¢ tej spirali to: 2 > ay,. Spirala miesci

n=1
sig na ograniczonym obszarze.

(a) Dlaciagua, = ¢" !orazq = % spirala ma dtugos¢ 40.

(b) Dla ciagu a,, = % spirala ma dtugos¢ nieskoriczona (rozbieznos¢ sze-
regu harmonicznego!).
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2. Rozktad przez podziat. Méwiac w uproszczeniu, dwie bryty uwazamy za
réwnowazne przez rozktad, jesli mozemy jedna z nich roztozy¢ na proste
kawalki, z ktérych ztozy¢ mozemy druga. Czworo$cian nie jest rOwnowazny
przez rozktad z szeScianem (np. naroze szeScianu jednostkowego nie jest
réwnowazne przez rozktad z sze$cianem o boku 3%/6)'

3. Zbior Cantora. Przeprowadzamy nastepujaca konstrukcje, wychodzac od
przedziatu [0, 1]:
Oy =10,4 U210, Co=1[0,3U 2,2 U 8, TJUE,1]....

00 oo 3n—1-1
C = ngl Chp, czyli: C = ngl kf_]o ([o, 3’;{ |U [3?,);52, D).

Otrzymany w ten sposéb zbiér C nazywamy zbiorem Cantora.

Zbior C jest: domknigty, nieprzeliczalny, zwarty, doskonaty, nigdzie gesty,
catkowicie niespdjny. Jest zupelna przestrzenia metryczna, ma miar¢ Lebes-
gue’a réwng zero, nie zawiera zadnego niepustego przedziatu. Jest home-
omorficzny z produktem 2V, jest samopodobny, jego wymiar Hausdorffa
réwny jest iﬁ—g Kazda zwarta przestrzein metryczna jest ciagglym obrazem
zbioru C. Kazda nieprzeliczalna osrodkowa i metryzowalna w sposéb zu-
petny przestrzen topologiczna zawiera jako podprzestrzen przestrzen Can-

tora.

4. Zbiory Vitalego. Dla x,y € R definiujemy: = ~ y wtedy i tylko wtedy, gdy
x — y jest liczbg wymierna. Wtedy ~ jest relacjg rownowaznosci. Kazdy
jej selektor nazywamy zbiorem Vitalego. Kazdy zbiér Vitalego jest niemie-
rzalny w sensie Lebesgue’a. Nie istnieje miara na catym R niezmiennicza na
przesunigcia i przyjmujaca skoficzone dodatnie wartosci na przedziatach.

5. Zbiory Bernsteina. Podzbidr B nieprzeliczalnej przestrzeni polskiej X nazy-
wamy zbiorem Bernsteina, gdy zaréwno B jak i dopelnienie B ma niepusty
przekréj z kazdym zbiorem borelowskim w X . Zbiory Bernsteina sa niemie-
rzalne w sensie Lebesgue’a, nie maja wlasnoSci Baire’a. Aksjomat determi-
nacji AD implikuje ich nieistnienie. Aksjomat wyboru AC gwarantuje ich
istnienie.

6. Zbior Kakeyi. Besicovitch udowodnit, ze odcinek jednostkowy moze zostaé
(w sposob ciagly) obrécony o 360° wewnatrz wielokata o dowolnie mate;j
powierzchni. Zachgcamy stuchaczy do samodzielnego odnalezienia infor-
macji na temat tej konstrukcji.
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7.

10.

Sfera Besicovitcha. Besicovitch udowodnit, ze dla dowolnych dodatnich ¢
oraz o istnieje w R? powierzchnia homeomorficzna ze sfera dwuwymiarowa
majaca pole mniejsze od €, ograniczajaca obszar o objetosci wigkszej od .
Sfera Besicovitcha jest obiektem granicznym, w ktérego konstrukcji wyko-
rzystujemy zaréwno poczciwe wieloSciany, jak i zbiér Cantora. Konstrukcja
jest wazna, np. w zwiazku z problemem Plateau: Dla danej krzywej Jordana
C w R3 znalez¢ w R3 powierzchnig S, ograniczona przez C, o najmniejszym
polu.

. Naszyjnik Antoine’a. Naszyjnik Antoine’a stanowi topologiczne wlozenie

zbioru Cantora w R3. Jego dopetnienie nie jest jednospéjne. Pomijajac ma-
tematyczne szczegoty konstrukcji, mozna ja sobie wyobrazi¢ nastgpujaco.
Zaczynamy od torusa i umieszczamy wewnatrz niego torusy ,,zazgbiajace
si¢” jak ogniwa (skoficzonego) taiicucha. W kazdym z tych toruséw umiesz-
czamy torusy ,,zazgbiajace si¢” jak ogniwa (skoficzonego) taficucha, itd. Na-
szyjnik Antoine’a to czg$¢ wspélna tych wszystkich toruséw. Jego spéjne
sktadowe to pojedyncze punkty. Zbidr ten jest domknigty, nigdzie gesty, do-
skonaty, catkowicie niesp6jny i ma moc kontinuum, a zatem jest homeomor-
ficzny ze zbiorem Cantora. Zachgcamy stuchaczy do wykonania rysunku,
reprezentujacego omawiang sytuacje.

. Sad Euklidesa. Funkcja Thomae, okre§lona wzorem:

jesli x = g jest liczba wymierng (utamek nieskracalny),

Ol

ro={

jesli x jest liczba niewymierna,

jest ciagta dla kazdego argumentu niewymiernego, natomiast nieciagta dla
kazdego argumentu wymiernego. Jest catkowalna w sensie Riemanna. Jej
wykres nosi wiele pomystowych nazw (sad Euklidesa, Gwiazdy Babilonu,
funkcja Riemanna, prazona kukurydza, krople deszczu, itd.).

Funkcja Dirichleta. Przypominamy, ze funkcja Dirichleta zdefiniowana jest
wzorem:

1 jesli x jest liczba wymierna,
0 jesli x jest liczba niewymierna,

r)={

Jest ona nieciagta dla kazdego argumentu swojej dziedziny. Nie jest catko-

walna w sensie Riemanna, jest catkowalna w sensie Lebesgue’a. Poniewaz

f(x) = lim lim (cos(k!mx))%, wigc jest to funkcja drugiej klasy Baire’a.
k—o00 j—00
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11.

12.

Uwaga: nie istnieje funkcja, ktéra bytaby ciagta dla wszystkich argumentéw
wymiernych, a nieciagta dla wszystkich argumentéw niewymiernych (po-
niewaz zbiér punktéw nieciaglosci musi by¢ zbiorem Fj, czyli przeliczalng
sumg zbioréw domknigtych).

Figlarne przekqtne kwadratu. Ponizsza konstrukcja pokazuje, ze mozna po-
taczy¢ przeciwlegte wierzchotki kwadratu roztacznymi (!) zbiorami spdj-
nymi Cy i Cy, z ktérych kazdy jest obrazem dwéch tukéw domknigtych i
tuku otwartego:

Cr={(-1+t,-1+Lt): t€ 0,1} U{(t isin(F)+1):te (0,1} U
{13 +5t):tefo1]}

Co={(-1+t,1-Zt):t € [0, 1} U{(t §sin(F) — 1) : t € (0,1} U
{1, -1+ 32t) : t e [0,1]}.

Zachecamy stuchaczy do wykonania rysunku, reprezentujacego omawiang
sytuacje.

Diabelskie schody. Funkcja Cantora-Lebesgue’a jest stala na wszystkich prze-
dzialach, ktére usuwa si¢ ze zbioru tréjkowego Cantora, okreS§lonego na
przedziale [0, 1]. Funkcja ta ma ponadto nastgpujace wtasnosci:

(a) Jest niemalejaca, przyjmuje wszystkie wartosci z przedziatu [0, 1].

(b) Funkcja ta jest wszedzie ciagta; w istocie jest ona jednostajnie ciagla
(ale nie jest bezwzglednie ciagta).

(c) Jej pochodna jest prawie wszedzie réwna zeru: jest rowna zeru we
wszystkich punktach poza zbiorem Cantora.

Funkcj¢ Cantora mozna zdefiniowaé na sposéb arytmetyczny (wykorzystu-
jac rozwinigcia tréjkowe i dwdjkowe), ale okresli¢ ja takze mozna jako gra-
nice nastgpujacego ciagu funkcji:

(@) fo(z) =

(b) fn+1($) 2 fa(32)dla0 < z <
(
(

Wl

©) fonyi(z) = *dlaééxég
@) for1(z) =3+ 3fa(Bz—2)dla2 <z <L
Ciag funkcji f,, jest zbiezny punktowo do funkcji Cantora; jest to ponadto

zbiezno$¢ jednostajna. Zachgcamy stuchaczy do wykonania rysunku, repre-
zentujacego omawiang sytuacje.
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13.

14.

15.

Funkcja rozniczkowalna o nieprzeliczalnym zbiorze punktow krytycznych.

Punktem krytycznym funkcji nazwiemy punkt, w ktérym jej pochodna nie

istnieje lub jest réwna zeru (warto$¢ funkcji dla takiego punktu to jej wartos¢

krytyczna). Przypominamy, ze dopetnienie zbioru tréjkowego Cantora C' jest
oo

suma przedziatéw otwartych: |J (au,, 8y). Zdefiniujmy f(z) = 0dlax € C

n=1
oraz f(x) = (x — a,)(Bn — z) dlaz € (o, By). Niech F(z) = ff(t)dt.

0
Poniewaz ' = f, wiec F’ jest ciagta. Mamy: S =45 {t : F'(t) = 0}
(zbidr punktéw krytycznych F) jest réwny C, a poniewaz f jest dodatnia na
dopetnieniu nigdzie gestego podzbioru przedziatu [0, 1], wigc F' jest Scisle
rosnaca i zbior { F(t) : t € S} jej wartosci krytycznych jest nieprzeliczalny.

Krzywa Volterry. Krzywa Volterry wykorzystuje zbiér SVC Smitha-Volterry-
Cantora. Jest on konstruowany podobnie jak zbiér tréjkowy Cantora. Za-
czynamy od [0, 1] i w n-tym kroku konstrukcji usuwamy przedziat otwarty
o dhugosci 22% z kazdego z 2"~ ! otrzymanych uprzednio przedzialéw do-
mknigtych. Dwa pierwsze kroki daja wiec, odpowiednio: [0, 2] U [2, 1] oraz
[0, 2]U[5, 2JU[2, 22]U[2L, 1]. Zbi6r SVC jest czescia wspélna wszystkich
przedzialéw domknigtych otrzymywanych w kolejnych krokach konstrukc;ji.
Jest to zbiér domknigty o pustym wnetrzu, jego miara Lebesgue’a rowna jest

% (a wigc jego brzeg ma dodatnia miarg Lebesgue’a!).

W konstrukcji funkcji Volterry wykorzystujemy stosowne ,,kopie” funkcji
zdefiniowanej przez f(z) = 2?sin(1) dla z # 0 oraz f(0) = 0, ktdre
odpowiednio ,,sklejamy” na brzegach odcinkéw usunigtych w konstrukcji
SVC. Funkcja Volterry jest granica takiego ciagu ,.kopii”.

Funkcja Volterry jest wszedzie rézniczkowalna, a jej pochodna jest nieciagta
doktadnie w kazdym punkcie SVC. Tak wigc, pochodna funkcji Volterry nie
jest catkowalna w sensie Riemanna.

Polecamy: David Marius Bressoud Wrestling with the Fundamental Theorem
of Calculus: Volterra’s function (dostgpne w sieci).

Paradoks Bertranda. Wybieramy losowo cigciwe okrggu o promieniu dtugo-
Sci 1. Jakie jest prawdopodobienstwo, ze bedzie ona dtuzsza od boku tréjkata
réwnobocznego wpisanego w ten okrag? Zachgcamy stuchaczy do wykona-
nia rysunku, reprezentujacego omawiang sytuacje. W zaleznosci od tego, co
uznamy za przestrzen zdarzen elementarnych, otrzymamy rézne wyniki:

(a) %: wykorzystujemy dtugosc¢ tuku.
1
2

(b)

: wykorzystujemy dtugos$¢ odcinka.

38



(©) %: wykorzystujemy pole.

16. Niezaleznos¢ zdarzeri: zalezy od miary. Podstawowymi obiektami badanymi
w rachunku prawdopodobiefistwa sa uktady (X, S, i1), gdzie:

(a) X jest przestrzenia zdarzen elementarnych;

(b) S jest o-ciatem podzbioréw zbioru X (rodzina zbior6w mierzalnych;
rodzina zdarzen);

() p: S — [0,1] jest miarg w (X, S), przy czym p(X) = 1 (funkcja
prawdopodobienstwa).

Jesli A = {A; : @ € I} jest rodzing zdarzen, to méwimy, ze A jest nie-
zalezna, gdy dla kazdej liczby naturalnej N oraz kazdego {A, : 1 < n <
NA(i#j— A; # Aj)} C Azachodzi:

N N
() An) = T w(4n)
n=1 n=1

Pokazemy na dwdch przyktadach, ze niezalezno$¢ zdarzef nie jest wiasno-
Scia samych zdarzen, ale wtasno$cia zalezna od miary.

(@ Niech X = {a,b,c,d}, § = p(X), u(a) = u(b) = p(c) = p(d) =
1. Wtedy rodzina {{a, b}, {b, ¢}, {a, c}} nie jest niezalezna, natomiast
kazda jej dwuelementowa podrodzina jest niezalezna.

(b) Niech X = {a,b,c,d}, S = p(X), u(a) = 15, u(b) = 15, p(c) = 35
p(d) = 5. Wtedy dwa zdarzenia tworza rodzine niezalezna wtedy i
tylko wtedy, gdy jedno z nich jest réwne () lub X.

Sadzimy, ze podane wyzej przyklady (a jest jeszcze cale mndstwo réwnie cie-
kawych) powinny by¢ interesujace dla studentéw nauk kognitywnych.

8 Czego by¢ moze zabraklo w tych wykladach?

Wyklad zostat przeprowadzony wedle programu zawartego w zatwierdzonym urze-
dowo syllabusie przedmiotu. Mozna oczywiscie zastanawiac sig¢, czy istotnie poda-
liSmy stuchaczom te informacje, ktére najbardziej sa potrzebne studiujacym nauki
kognitywne. W opinii piszacego te stowa, program wyktadu Matematycznych pod-
staw kognitywistyki warto bytoby uzupetni¢ m.in. o nastepujace tresci:
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1. Algebra. Starano si¢ wskazaé, jak wazne sa pojecia izomorfizmu (jako for-
malnej reprezentacji nieodréznialnosci strukturalnej) oraz kongruencji (jako
relacji pozwalajacej na tworzenie struktur ilorazowych). Nie starczylo czasu
na doktadniejsze oméwienie waznych typoéw struktur algebraicznych, np.
krat, algebr Boole’a, algebr Heytinga: sa to struktury wazne m.in. dla opisu
semantyki wielu systemow logicznych, a przeciez refleksja nad wybranymi
systemami logiki ma fundamentalne znaczenie dla nauk kognitywnych. Za
lukg w programie wykladu uwaza¢ mozna pominigcie przedstawienia pod-
stawowych faktéw dotyczacych ciata liczb zespolonych. Brakiem wykladu
bylo tez pominigcie oméwienia wybranych tematéw z algebry liniowej, prze-
de wszystkim macierzy, wyznacznikow, uktadow rownar liniowych.

2. Topologia. Pojgcia topologiczne byty omawiane w wyktadzie wtasciwie wy-
tacznie w przypadku przestrzeni euklidesowych i to w ograniczeniu do za-
gadnien majacych znaczenie dla péZniejszego wprowadzenia w podstawy
analizy rzeczywistej funkcji jednej zmiennej. Uwazamy, ze studenci nauk
kognitywnych powinni oswoic¢ si¢ z rozumieniem podstawowych pojeé to-
pologicznych (otoczenie, bliskos¢, domknigcie, zbior otwarty, metryka, itd.)
takze w przypadku ogélnych przestrzeni topologicznych. W naukach kogni-
tywnych czgsto uzywa si¢ pojecia reprezentacji, ktére — o ile nam wiadomo
— nie doczekalo si¢ jeszcze dobrego formalizmu matematycznego. Pozwa-
lamy sobie przypuszczaé, ze wlasnie ogélne pojecia topologiczne moglyby
by¢ pomocne w tym zakresie. Nalezy oczywiscie zachowaé pewien umiar
w proponowaniu nowych tresci programowych — trzeba dazy¢ do oswojenia
stluchaczy z pojeciami dotyczacymi np. ksztattu, krzywizny, itp. bez epato-
wania ich nadmiernie rozbudowanym wyktadem, powiedzmy, topologii al-
gebraicznej oraz geometrii rézniczkowe;j.

3. Analiza. Podstawowym brakiem bylo ograniczenie si¢ do rozwazania jedy-
nie funkcji rzeczywistych jednej zmiennej. Nalezy rozumiec, ze ogranicze-
nie to powodowane byto wzgledami natury dydaktycznej. Wielkosci badane
w naukach kognitywnych (w naukach fizycznych oczywiscie réwniez) za-
leza w ogblnosci od wielu zmiennych, a do opisu ich zmiennoSci wymagana
jest znajomos¢ pochodnych czqstkowych oraz réznego rodzaju catek (wielo-
krotnych, krzywoliniowych, powierzchniowych). Drugim brakiem wyktadu
jest pominigcie oméwienia réwnari rézniczkowych, choéby tylko w najprost-
szej ich postaci. Wreszcie, studenci nauk kognitywnych mogliby zosta¢ po-
informowani — chociazby w formie opisowej — o rudymentach analizy ze-
spolonej.
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4. Miara i prawdopodobieristwo. Wspomniano o skoriczonych przestrzeniach
probabilistycznych, co byto wlasciwie przypomnieniem wiadomosci z dy-
daktyki szkolnej. Przy omawianiu powazniejszych zastosowan metod pro-
babilistycznych w naukach kognitywnych niezbedne jest jednak rozwazanie
dowolnych takich przestrzeni, co pociaga za soba konieczno$¢ oswojenia
stuchaczy z pojeciem miary. Mozna oczywiscie zaktadaé, ze takie pojecia
jak np. zmienna losowa, jej dystrybuanta oraz inne charakteryzujace ja po-
jecia zostang omowione na wyktadzie ze statystyki, przewidzianym dla stu-
dentéw nauk kognitywnych. Jednak prowadzacy zajecia ze statystyki rownie
dobrze méglby zatozy¢, ze pojecia te wprowadzone zostaly juz na wyktadzie
z matematyKki.

5. Wybrane dziaty matematyki dyskretnej. W drugim wyktadzie méwiono o ra-
chunku relacji, wspominajac o reprezentacji relacji w postaci grafow. Nie
watpimy, ze studentom nauk kognitywnych przydatna moze by¢ wigksza
wiedza o samych grafach oraz ich zastosowaniach w modelowaniu zjawisk.
Pominigto w wyktadzie oméwienie algorytmdow, majac §wiadomosé, ze stu-
denci poznanskiej kognitywistyki maja osobny wyktad na ten temat.

6. Rozwdj rozumienia poje¢ matematycznych. Nauki kognitywne zajmuja si¢
m.in. tworzeniem oraz rozumieniem poje¢é. Dla studentéw tych nauk jest
zatem frapujace, jak pozwalamy sobie sadzi¢, m.in. to, jak zmieniato si¢
rozumienie takich podstawowych poje¢, jak np.: liczba, przestrzen, funkcja,
itp. DeklarowaliSmy na poczatku tych wyktadéw, ze proponujemy rozumieé
matematyke jako:

(a) Nauke o wzorcach.

(b) Nauke o rozwiqzywaniu problemow.

W ramach tego pierwszego tematu staraliSmy sig¢ ukazac r6zne rodzaje struk-
tur: arytmetycznych, algebraicznych, porzadkowych, topologicznych, réz-
niczkowych, mierzalnych. Osobnego komentarza wymagatoby ukazanie, jak
dochodzono do wyrdznienia takich wiasnie struktur, co stawalo si¢ standar-
dem matematycznym (w odréznieniu od wyjqtkéw oraz patologii). Drugi z
tych tematéw wiaze si¢ oczywiscie z dazeniami matematykéw do ustalenia
poprawnych metod postgpowania w ich badaniach, a wigc m.in. z pojeciem
dowodu matematycznego.

Piszacy te stowa proponuje studentom starszych lat poznariskiej kognitywi-
styki osobne wyktady fakultatywne dotyczace dwoch wymienionych wyzej
tematow:
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(a) Poznanie matematyczne. Wyktad poswigcony rozwojowi rozumienia
poje¢ matematycznych oraz stanowisk w naukach kognitywnych do-
tyczacych wiedzy matematycznej. Materialy beda dostgpne na stronie:
http://logic.amu.edu.pl/index.php/Matcog

(b) Zagadki. Wyktad po§wigcony matematycznym metodom rozwiazywa-
nia probleméw. Materiaty dostgpne na stronie:
http://logic.amu.edu.pl/index.php/Zagadki2016

Mozna réwniez zastanawiaé si¢ nad sposobem przekazywania wiedzy matema-
tycznej studentom nauk kognitywnych. Zaktada si¢ — nie catkiem realistycznie —
ze student pierwszego roku kognitywistyki zna i rozumie caly materiat omawiany
w szkolnej dydaktyce matematyki. W praktyce nalezaloby raczej zaktadaé, ze stu-
dent 6w posiada pewne umiejetnosci rachunkowe (arytmetyczne, a po trosze tez
algebraiczne), ktére wdrozyla szkota oraz — ewentualnie — pewna wyobraZni¢ geo-
metryczna, dotyczaca najprostszych reprezentacji przestrzennych. Obserwuje sig,
ze studenci pierwszego roku maja (co zaskakuje) trudnoSci z przeprowadzaniem
rozumowari matematycznych (np. opartych na wykorzystaniu zasady indukcji ma-
tematycznej). TrudnoScia okazuje si¢ tez zaakceptowanie ze zrozumieniem faktu,
ze matematyka na poziomie uniwersyteckim dotyczy gtéwnie teorii, nowych pojeé
1 twierdzen, wraz z ich dowodami, a mniej dotyczy réznego rodzaju konkretnych
rachunkow, traktowanych jedynie jako pogladowe ilustracje.

W opinii piszacego te stowa, ulepszenie sposobu wyktadania matematyki dla
studentéw nauk kognitywnych mogtoby uwzgledni¢ m.in.:

1. Postugiwanie sig trafnymi przyktadami problemoéw wyjsciowych. Dobra dy-
daktyka matematyki powinna przestrzega¢ zasady, aby stuchacze w kazdym
momencie rozumieli, co robimy w trakcie wywodu matematycznego oraz
po co to robimy. Sadzimy, ze jednym ze sposobéw utrzymania tego stanu
rozumiejqcej uwagi stuchaczy jest rozpoczynanie wyktadu okreslonych tre-
$ci matematycznych kazdorazowo przez postawienie jasno okre§lonego pro-
blemu wyjsciowego, ktéry przedstawianym pdzZniej postepowaniem mieliby-
Smy rozwigzaé. Tego typu — nakierowana na cel — dydaktyka matematyki
powinna dostarcza¢ stuchaczom przekonania, ze poSwigcaja z sensem swoj
czas na uczenie si¢ matematyki.

2. Wyzwolenie kreatywnosci stuchaczy. Wielokrotnie w niniejszych wyktadach
postugiwaliSmy si¢ zwrotem: wyobraZmy sobie. Nacisk na owe zdolnosSci
imaginacyjne byt celowy — uwazamy bowiem, ze s3 one gtéwna umiejet-
noscia, ktéra wyksztalci¢ ma dydaktyka matematyki u studentéw kognity-
wistyki. Dopiero dysponowanie trafnymi mentalnymi reprezentacjami roz-
wazanych sytuacji problemowych pozwala na zastosowanie w nich metod
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(procedur, chwytéw, sztuczek, itp.) obliczeniowych. Postugiwanie si¢ wy-
uczonymi na pamig¢é algorytmami obliczen, bez rozumienia, co wlasciwie
reprezentuja te obliczenia jest podobne do sytuacji opisanej w znanej kogni-
tywistom metaforze chiriskiego pokoju Johna Searle’a. Od studentéw pierw-
szego roku kognitywistyki nie wymaga sig, aby od razu tworczo wykorzy-
stywali poznane metody matematyczne (nie wymaga si¢ tego nawet od stu-
dentéw pierwszego roku matematyki). Pozadane jest jednak, aby stosowanie
tych metod przezywali ze §wiadomym rozumieniem, co robia.

3. Ukazanie matematyki jako frapujqcej sfery obiektow badanej przez umyst.
Pozostawmy filozofom rozstrzyganie sporu czy matematyka polega na two-
rzeniu czy na odkrywaniu — dla praktycznej dziatalnosci badawczej mate-
matykow jego rozstrzygnigcie nie ma, jak si¢ zdaje, znaczenia. Fizykom po-
zostawiamy rozstrzyganie, jaka jest natura przestrzeni fizycznej (dyskretna
czy ciagta? skoniczona czy nieskoniczona?). Podobnie, pozostawmy teolo-
gom objasnianie tego, na czym polega¢ miatoby rzekome Zycie wieczne (czyli
nieskoriczone trwanie). Dla nauk kognitywnych interesujace jest jednak, jak
umyst obchodzi si¢ (jak traktuje, bada, prébuje rozumiec) z pojeciami tego
rodzaju, jak np. ciggltos¢ oraz nieskoriczonos¢. Wazne jest, aby stuchacze
trzymali w pamigci, iz konkretne wyniki matematyczne dotyczace np. kre-
sOw zbioréw uporzadkowanych, zbieznosSci ciagéw, szeregéw lub catek, dzia-
tai na zbiorach nieskoriczonych, przej$¢ granicznych, itd. sa wtasnie wyni-
kiem oswajania tych poje¢ przez intelekt.

4. Ustalenie rozumnej proporcji miedzy objetosciq wyktadu a pobudzaniem wy-
obrazni stuchaczy. Zwykle prowadzacy wyklad z matematyki stara si¢ nie
podawacé zadnych faktéw i stwierdzen bez uzasadnienia. To jednak znacz-
nie zwigksza objetos¢ wyktadu. Z reguty jest niezwykle trudno zdecydowac,
jaka ilo$¢ informacji jest juz wystarczajaca, aby dotarcie do pozostatej po-
trzebnej wiedzy mozna bytoby powierzy¢ samodzielnej refleksji stuchaczy.
W rezultacie — z ostrozno$ci — wyktadowca podaje zwykle zbyt wiele infor-
macji. To z kolei moze powodowac, ze stuchacze czuja si¢ przyttoczeni ich
iloScia 1 zagubieni w odnajdywaniu tego, co najistotniejsze.

Tymi uwagami kofczymy zasadnicza czgs¢ tegorocznego wyktadu Matema-
tycznych podstaw kognitywistyki. Dwa nastgpne wyklady beda poswigcone po-
wtérce omawianego materiatu, ktéra ma przygotowac stuchaczy do uzyskania ocze-
kiwanej nagrody, czyli zaliczenia wyktadu.
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