ROZDZIAL IV

Gramatyki kontekstowe

Przypomnijmy,ze gramatykami kontekstowymi (lub rownosréae typu 1) na-
zywamy te wszystkie gramatyki generatywne G =<V, S, F>, ktorych wszystkie
reguly produkcji maj postad Q:AQ, — Q:PQ, gdzie Q, @ O (Vn O V)™, A O Vy,

a PO (Vn O V)" \ {7}, badz tez S - A, ale wéwczas S nie wygiuje po prawej

stronie regut produkcji.

1. Monotonicznaé gramatyk
Gramatyk typu O (tj. struktur frazowych) nazywamy monotonzoa
witw, gdy dla kadej reguty produkcjiP — Q' O F mamy |Pk [Q|, tj. gdy w kadej

Z jej regut produkcji jej nagpnik jest nie krotszy od poprzednika. Zauwnyy, ze (ze

wzgledu na ksztatt regut produkcji) monotonicznymi wprasdefinicji @4 wszystkie

A-wolne gramatyki kontekstowe (oraz jako ich szcZeg6 postacie A-wolne

gramatyki bezkontentekstowe i regularne). O tyme, wyczerpuj one wszystkie

gramatyki kontekstowe méwi nam nagtijace twierdzenie.

Twierdzenie 4.1.

Kazda gramatyka monotoniczna generujeyk kontekstowy.

Dowad.

Zgodnie z | twierdzeniem o postaci normalnej (tw2)1 dowolm gramatyk monoto-

niczm G maemy zamieni na rOGwnowana jej gramatyk G' o postaci normalnej,

w ktorej regutach produkciji:

1) symbole terminalne magwystapi¢ jedynie w regutach produkcji postaci A a
(gdzie AO V\', z& al V'), ktore § monotoniczne,

2) a poza tym mogwystapi¢ w niej jeszcze jedynie reguty produkcji ksztattu-PQ,
gdzie P i Q 8 pewnymi cagami nieterminatéw, a | |Q] (lub rownowanie |Q|z
IP]).

Z regutami postaci 2) pogtujemy w nastpujacy sposob.

Gdy |P| = 1, to zostawiamy je bez zmian,gapwczas (ze wzgtu na |Qk |P| = 1) g to po

prostu reguty kontekstowe z pustymi kontekstamiedt wikc |P|= 2. Wéwczas sto

reguty ksztattu XX,...Xm - Y1Y2...Y,, gdzie 2 m< n, a X, Xz, ..., Xn, Y1, Yo,

...,Yn sa nieterminatami. Kada z nich mana zasipi¢ zbiorem nasfpujacych regut
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kontekstowych (podkg&geniem dodatkowo zaznaczono w nich rizea niepod-
kreslonymi pozostaty jedynie konteksty wyren):

ﬁxz...xm - Z_1X2...Xm
Z, X, X,... X, -~ 212_2X 3. X reguly dajce zamian

poszczegllnych X-6w

Z, . Zo Xy > 2.2, 2, na odpowiadajce im Z-y
Z ... 2.2, - Z, ...2.,,Y...Y, - zamiana ostatniego Z-a na

- ciag pozostatych Y-ow
Z ... 2. Y., . no Ly Lo Y Yo Y, * .

. reguty zamiany

2o Znz Yma e Yo = 2o Zina Yino Yonaee Y pozostatych Z-6w na
............................................. odpowiadaiace im Y-i
Z Y, Y, SN Y, powladay

gdzie wszystkie Zsa nowymi nieterminatami. Tak otrzymana gramatykat jesntek-
stowa, a zatem generujezyk kontekstowy.|

Whniosek. £, 00 £ .

Dowdd.

W przyktadzie 1.5 podalmy, ze gramatyka G = <{a, b, c}, {S, X, Y}, S, F>
0 zbiorze regut produkcji

F={S - abc, S-» aXbc, Xb - bX, Xc - Ybc, bY - Yb, aY - aaX, a¥Y- aa}
generuje ¢zyk L(G) ={a"b"c": n> 1}.

Jezyk ten jest ¢zykiem kontekstowym (z poprzedniego twierdzenia)z arugiej
strony nie jestgzykiem bezkontekstowym (z twierdzenia o pompowaniigk wkc
(chociaby) dzieki temu gzykowi zachodzi wiéciwe zawieranie si klas gzykow z
dowodzonego wniosku.

W tym momencie mamy wc juz wykazaneze £z O Lin O £, O £, O Lo .
Twierdzenie 4.2 (Chomsky’ego).

Dla dowolnej gramatyki kontekstowej G, problem [[PL(G)” jest rozstrzygalny.
Dowdd.

Poniewa G jest gramatyk kontekstow, wigc wszystkie jej reguty produkcjiasmo-
notoniczne (z wytkiem reguty S— A, o ile naley ona do F).

Stosujemy nagpujaca procedug rozstrzygajca:

1. gdy P =\, to PO L(G) witw, gdy'S - AT O F,

2. gdy Pz A, to PO V1" i postpujemy jak ponie;j.

Bierzemy wszystkie mdiwe ciagi stow utworzonych nad sugalfabetow \{ O Vr
takie, ze:

- pierwszym stowem jest w nich S, a ostatnim P,

- stowa ustawioneasw nich w kolejndci zgodnej z ich diugeia.
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Takich cagéw jest skaczona ilg¢ (bo tylko skaiczona mae by ilos¢ stow
o dtugasci co najwyej |P| tworzonych nad skozonym alfabetem ¥ O V). Spraw-
dzamy, czy ktory z nich reprezentuje pewrderywacg stowa P w gramatyce G. dle
tak jest, to PO L(G), a w przeciwnym przypadku B L(G). [

Uwaga.Dla gramatyk typu O problem ten jest nierozstrzygyal |

2. Posta& normalna Kurody

Mowimy, ze gramatyka monotoniczna jest postaci normalnej Ku-

rody, gdy kada z jej regut produkcji ma jedre czterech nagpujacych postaci:

1) A - a, 3) A- BC,

2) A - B, 4) AB - CD,

gdzie alJ Vr, z& A, B, C, DO Vy.

Zachodzi nasfpujace twierdzenie:

Twierdzenie 4.3.

Dla kazdej A-wolnej gramatyki kontekstowej istnieje rownomve jej gramatyka kon-
tekstowa w postaci normalnej Kurody.

Dowdd.

Z | twierdzenia o postaci normalnejidy (a wigc rowniez A-wolna) gramatyk
kontekstoww G mazemy zamieni na réwnowana jej gramatylk G' o postaci
normalnej, w ktérej regutach produkcji F' symboérhinalne mog wystapi¢ jedynie
w regutach produkcji postaci A» a, gdzie A jest nieterminalem, £a jest termina-
tem. § to reguty 1) ksztattu z definicji postaci normajriéurody gramatyki kontek-
stowej.

Poza tym, w G' mog wystapi¢ jeszcze jedynie reguly produkcji ksztattu
P - Q, gdzie P i Q s pewnymi cagami nieterminatow. Oczywcie, |P|< |Q| (bo
G' jakoA-wolna gramatyka kontekstowa jest gramatykonotoniczg).

Rozpatrzmy poszczegolne przypadki:

1) Gdy |P| =11 |Q|] = 1, to reguly te pozostawiamy (& bowiem reguty ksztattu
2) z definicji gramatyki kontekstowej w postaci nalnej Kurody).

2) Gdy |P| = 1, a |G 2, to postpujemy identycznie, jak w dowodzie twierdzenia
0 postaci normalnej Chomsky’ego. W wyniku zastosogjaam procedury, kala
Z regut tej postaci memy zamieni na chg regut postaci A- BC, gdzie A, B, C

sa pewnymi nieterminatami.
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3) Gdy |[P| =21 |Q] = 2, to je pozostawiamy (e bowiem reguty ksztattu 4) z defi-
nicji gramatyki kontekstowej w postaci normalnejrgdy).

4) Pozostat nam jeszcze przypadek, gdy=F] i |Q| > 2. Kada z regut tej postaci
zastpujemy zbiorem regut typu 4 i 3 z definicji gramkitkontekstowej w postaci
normalnej Kurody. Zatem, gdy P =X, ... Xy, @a Q = Y1 Y2 ...Y, (gdzie 2<m<n,
2 < n /w przeciwnym przypadku mamy oméwiony jrzypadek 3)/, a X Xo, ..., Xm, Y1,
Yo, ....Yn O VY), to regué X1 Xo ... Xm - Y1 Y2 ...Yy zastpujemy zbiorem regut
postaci:

a) X1 X2 » Y12,
£X3 - YoZ3
Zn-1Xm - Ym-1Zn
(s to reguty typu 4 z definicji gramatyki kontekstow® postaci normalnej
Kurody; po ich zastosowaniu otrzymamy: . X Xy - Y1 ...Yn-1Zm ) Oraz:
b) Zn - YmZm+1
+v1-> Ym+1Zm+2
Zo-1- Yno1Yp
(;a to reguty typu 3 z definicji gramatyki kontekstopwe postaci normalnej
Kurody; po ich zastosowaniu otrzymamy dalef Y.Yn.1Zm - Y1 ... Yp).
Wystpujace tu symbole Z ..., Z, . 2 Sa nowymi nieterminatami.
Tak otrzymana gramatyka G" czyni zadaezie twierdzeniall
Bezpdarednio z powyszego twierdzenia otrzymujemy n@gtijacy wniosek:

Whniosek.

Kazdy A-wolny jezyk kontekstowy jest generowany przez paeawgramatyk postaci

normalnej Kurody./!

Uwaga.

Jak sé okazuje, kada z regut postaci 4) (tj. ksztaltu AB. CD, gdzie A, B, C, D $

AB - AB'
AB' - A'B'
AB' - AD
AD - CD

pewnymi nieterminatami) maemy zamiend na cztery reguty kontekstowe:

(*)

gdzie A' i B'  nowymi symbolami nieterminalnymil!



