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@ Suszko, R. 1973. Adequate models for the non-Fregean sentential
calculus (SCI). W: R.J. Bogdan, I. Niiniluoto (eds.) Logic, Language,
and Probability, Dordrecht: D. Reidel Publishing Company, 49-54.

o W tej krétkiej notce Suszko przedstawia dowdd twierdzenia
gloszacego, ze kazdy model adekwatny dla SCI jest nieprzeliczalny.

@ SCl-jezyk L zawiera zmienne zdaniowe p; € Var, funktory negacji —,
koniunkcji A oraz identycznosci =.

@ SCl-modelami s3 struktury 9t = (A, D), gdzie A = (A, —,N,0) jest
algebra podobna do algebry SCl-jezyka, a D C A jest zbiorem wartosci
wyréznionych, przy czym dla wszystkich a, b € A:

o —a € D wtedy i tylko wtedy, gdy a ¢ D

e anb e D wtedy i tylko wtedy, gdy a,b € D
e aob e D wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 8d 2021 2/ 16



@ Operacja konsekwencji C w SCl-jezyku zostata okreslona w
poprzednich wyktadach.

o Jesli M = (A, D) jest SCl-modelem, to operacja Gy konsekwencji
matrycowej w L okreslona jest warunkiem: o € Gon(X) wtedy i tylko
wtedy, gdy dla wszystkich homomorfizméw h: L — A, jesli h(X) C D,
to h(a) € D.

@ Suszko podaje (bez dowodu) nastepujace fakty:

o Twierdzenie o petnosci. C = mitnfic GCon, gdzie klasa K to: (1) klasa
[S

wszystkich SCl-modeli, (2) klasa wszystkich przeliczalnych SCI-modeli,
(3) klasa wszystkich modeli ilorazowych L/ ~1, gdzie T jest teoria
zupetng, zas a ~7 [ wtedy i tylko wtedy, gdy (¢ =) € T.

o Twierdzenie o adekwatnosci. Istnieje model 9T mocy kontinuum
taki, ze C = Gyy.

o Lemat pomocniczy. C = (C(a p) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
teorii T istnieje homomorfizm h: L — A taki, ze T = h=1(D).
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Wartosciowania prawdziwosciowe

Niech 2 = ({0,1}, —,N,U, 0, 1) oznacza dwuelementowa algebre Boole'a.
Odwzorowanie t : L — {0, 1} nazywamy wartosciowaniem
prawdziwosciowym (t € TV), gdy dla wszystkich «, 3,v,d € L:

)

t(-a) = —t(«
t(a A f) = t(a) Nt(B)
tla=a)=1

Jedli t(a=B) =1, to t(a) = t(B)
Jeslit(a=p)=1to t(ra=-p)=1
Jeslit(a=p)=t(y=6)=1, to
t(any)=(BA8) =tl(a=y)=(F=0) =1

Zachodza wtedy zaleznosci:

o t(a=p)=t(f=a)
o Jeslit(a=pB)=t(B=v)=1tot(a=y)=1.
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Wartosciowania prawdziwosciowe

@ Definiujemy zbiory formut rzedu n i réwnosci rzedu n:
o Log=Var, Lyyr =L, U{~a,aNB,a=0:a,B8€L,}
o Eg=0,Eppi={a=B:a=pB¢€ L1}
e Odwzorowanie h: L, — {0,1} jest czeSciowym wartosciowaniem
prawdziwosciowym rzedu n (h € PTV,), gdy dla wszystkich
«, 67 Y Ee Ln—l oraz ¢, ¢7 57 ne Ln—2:

e h(—a) = —h(a)
o h(aAB) = h(a)N h(S)
o h(la= a) 1
o h(a=p)=h(B=a)
o Jedli ( =f8)=h(=7v)=1tohla=~)=1
o Jesli h(a ﬂ) =1, to h(a) = h(B)
o Jesli h(p=v¢)=1,to h(—mp=-)=1
o Jesli h(p=v¢)=h(=n)=1, to
h((o A 5) (¥ Am))

h((p=8)=@=n)=1
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Wartosciowania prawdziwosciowe

@ Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy zbiorem TV
warto$ciowanian prawdziwos$ciowych a rodzing wszystkich teorii
zupetnych.

@ Wartosciowania prawdziwosciowe sa funkcjami charakterystycznymi
teorii zupetnych.

@ Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy zbiorem TV
wartosciowanian prawdziwosciowych a rodzing wszystkich
nieskonczonych ciaggéw czesciowych wartosciowan prawdziwosciowych:

o Jeslite TV, tot| L, e PTV,.

o Jesli dla wszystkich n, h, € PTV, oraz h,.1 jest rozszerzeniem h,, to
istnieje jedyne t € TV takie, ze t(a) = hy(a) dla wszystkich n oraz
a €L,

o Na wyktadzie Logika algebraiczna 8c pokazano, w jaki sposéb dowodzi
sie powyzszych stwierdzen.
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Rozszerzenia czesciowych wartosciowan prawdziwosciowych

@ Jesli R jest dwuargumentows relacja na L,, to mozemy reprezentowac
ja przez zbiér wszystkich réwnosci (o = 3) € E,11 takich, ze aRp.

e Dla h € PTV, niech F(h) = {(a = B) € Ept1: h(a) = h(5)}.
o Wtedy F(h) jest (w powyzszym sensie) relacja réwnowaznosci na L,,.
o Moéwimy, ze n € E,41 jest generowana przez h € PTV,, gdy zachodzi
alternatywa:
o 7 jest formuta —a = - i h(a=3)=1LUB
o 7 jest formuta (a Ay) = (B AJ) lub formuta (a =v)=(B=9) i
h(a=pB)=h(y=9)=1.
@ Niech G(h) bedzie zbiorem wszystkich réwnosci z E,;1 generowanych
przez h. Wtedy G(h) takze jest relacja réwnowaznosci na L.
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Rozszerzenia czesciowych wartosciowan prawdziwosciowych

e Dla h € PTV, definiujemy funkcje h°: L, — {0,1} i h*: L, — {0,1}
tak, aby rozszerzaty one funkcje h, czyli hi°(a) = h' () = h(a) dla
a € L, aponadtodla ~a,a AB,a=0 € L1 — Ly

hO(=a) = h*(—a) = —h(a)

POa ) = h*(a A §) = h(a) 1 ()

h%(a = B) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy (a = 3) € G(h)

ht(a = B) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy (o = 8) € F(h).

o Wtedy h®, h™ € PTV, 1. Natomiast jesli g € PTV,;1 i g jest
rozszerzeniem h, to:

o jesli P(a=pB)=1togla=p)=1
o jesligla=pB)=1to hf(a=p)=1
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Specjalne wartosciowania prawdziwosciowe

e Moéwimy, ze formuty a i 3 sa podobne, a réwnosé o = 3 jest
specjalna, gdy albo « i 8 s3 zmiennymi, albo « i 8 maja ten sam
funktor gtéwny (czyli obie sa negacjami, lub obie koniunkcjami, lub
obie réwnosciami).

o Wszystkie rownosci generowane sa specjalne, czyli kazdy zbiér G(h)
skfada sie z réwnosci specjalnych.

e Jesli h € PTV, 11, to odwzorowanie h jest nazywane specjalnym, gdy:

o h(p; = p;) =1 dla wszystkich i, j
o jesli h(a=pB) =1, to i 5 53 podobne
o h(a =) =0 oraz h(a)) = h(B) dla pewnego (o = ) € Ej11.
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Specjalne wartosciowania prawdziwosciowe

e Twierdzenie. Istnieje g specjalne w PTV,.

e Dowdd. Istnieje oczywiscie h € PTV; takie, ze h(p;i = pj) = 1 dla
wszystkich 7, J.

o Niech g = h°.

o Poniewaz g jest rozszerzeniem h, wiec g(p;i = p;) = 1 dla wszystkich
i,J.

o Jesli g(a =p) =1, to (o« =B) € G(h), a zatem « i 5 s3 podobne.

e Ponadto, g(p=(p=p)) =g((-p)=(p=p))=0.

e Mamy jednak réwniez: g(p) = g(p = p) lub g(—p) = g(p = p).

e Pokazalismy zatem, ze g € PTV; jest specjalne. O
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Specjalne wartosciowania prawdziwosciowe

o Twierdzenie. Jesli n > 1i h jest specjalne w PTV,, to h° jest
specjalne w PTV,.1.

@ Dowdd. Niech n > 1i h € PTV, bedzie specjalne.

o Wtedy h(p; = p;) = 1 dla wszystkich /,j, a jesli (e =) =1, to av i
B sa podobne.

o Istnieja rzecz jasna 7,0 € L,_1 takie, ze h(vy) # h(d).

o Wtedy —y,0 A6 € L,, a ponadto:
RO(=7) = h(y) = h(6 A 8) = h°(5 A ).

e Mamy jednak ((—) = (6 Ad)) € Enq1 i oczywiscie =y i d A d nie s3

podobne.
o Wynika stad, ze h°((—=y) = (§ A §)) = 0.
o Pokazalismy zatem, ze h0 jest specjalne w PTV, 1. O
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Specjalne wartosciowania prawdziwosciowe

e Twierdzenie. Jeslin > 0i h e PTV,,1, to h™ nie jest specjalne.
e Dowdd. Zatézmy, ze o € L, 1 — E;—1.
o Wtedy o € L,, oraz —« € L.

@ Ponadto, a = (p = p) € Ept1 oraz ((—a) = (p = p)) € Enta, ale
réwnosci a = (p = p) i (—a) = (p = p) nie s specjalne, poniewaz ani
formuty v i p = p ani formuty —a i p = p nie s3 podobne.

e Poniewaz zachodzi h(a) = 1 lub h(—«) = 1, wiec mamy réwniez:

o hY(a=(p=p))=1LUB
o h((ma)=(p=p)) =1

o W konsekwencji, h™ nie jest specjalne. O
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Specjalne wartosciowania prawdziwosciowe

o Twierdzenie. Jesli n > 1i h jest specjalne w PTV,, to istnieje
specjalne h* w PTV, 1 takie, ze h* jest rozszerzeniem h oraz h® # h*.

@ Dowdd. Jesli h jest specjalne w PTV,, to istnieja ~,0 € E, takie, ze
h(y = 0) = 0 oraz h(y) = h(d).
o Witedy (—\’y = —vy) € Epp1 — G(h)
@ Niech R bedzie najmniejsza relacja réwnowaznosci na Ep 1,
zawierajaca G(h) U {—y = —}.
o Okreslamy h* : L,+1 — {0,1} w nastepujacy sposéb:
Q jeslia e L, to h*(a) = h(«)
Q dla —a,a A B,a = BinL,11 — L, niech h*(=a) = —h(a),
h* (o A B) = h(a) N h(B), natomiast h*(a = ) = 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy (a = 3) € R.
o Wtedy h* jest rozszerzeniem h oraz h* € PTV, ;1.

e Poniewaz R # G(h), wiec h* # h°.
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Specjalne wartosciowania prawdziwosciowe

o Trzeba jeszcze pokazaé, ze h* jest specjalne.

o Poniewaz wszystkie réwnosci w G(h) sa specjalne i réwnos¢ —y = —y
tez jest specjalna, wiec wszystkie réwnosci w R s3 specjalne.

o Tak wiec, jesli h*(a =) =1, to a i B sa podobne.

o Istnieja oczywiscie , 1) € L,_1 takie, ze h(y) # h(v).

e Wtedy —p, 9 A € L, oraz
h*(—¢) = h(=p) = h(¥ AY) = h* (¥ A ).

e Mamy: ((—¢) = (Y AY)) € Epta, ale = i ¢ A1) nie sa, rzecz jasna,
podobne.

e W konsekwencji, h*((—¢) = (» A1) = 0, co konczy dowdd. O
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Specjalne teorie zupetne

o Twierdzenie. Niech TV* = {t € TV : ViVj t(p; = p;) = 1}. Istnieje
wzajemnie jednoznaczne odwzorowanie z {0, 1} w TV*.
e Dowéd. Dla c € {0, 1} okreslimy ciag czesciowych wartosciowan
prawdziwosciowych h,, ktérego suma bedzie wartosciowanie t. € TV*.
o Niech hy € PTV, bedzie specjalne i niech hg = hy | Lo, h1 = ha | L;.
@ Zatézmy, ze h, zostato juz okreslone dla pewnego n > 1.
e Tworzymy wtedy h* tak, jak w dowodzie poprzedniego twierdzenia i
okreslamy:
e hyp1 = hg, gdy ¢,_1 =0
o hpy1 =h}, gdy cp1 = 1.
e Niech t. = |J hy.
neN
o Poniewaz h? # h*, wiec przyporzadkowanie ¢ — t. jest wzajemnie
jednoznaczne. O

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 8d 2021 15 / 16



Specjalne teorie zupetne

o Teorie zupetng nazywamy specjalng, jesli zawiera ona réwnosci p; = p;
dla wszystkich i, ;.

o Jesli M = (A, D) jest SCl-modelem, a h: L — A homomorfizmem, to
h nazywamy specjalnym, gdy h(p;) = h(p;) dla wszystkich i, ;.

o Twierdzenie. Rodzina wszystkich zupetnych teorii specjalnych jest
nieprzeliczalna. O

e Twierdzenie. Jesli C = C(a p), to A jest nieprzeliczalna.

e Dowdd. Przypusémy, ze C = C(a p) oraz A jest przeliczalna.

@ Jesli T jest zupetna teoria specjalna, h: L — A homomorfizmem i
h(T) =D, to (p; = pj) € T, a zatem h(p; = p;) € D, czyli
h(pi) = h(p;j). Tak wiec, h jest specjalny.

@ Znaczy to, ze przeliczalna jest rodzina wszystkich zbioréw h=1(D),
gdzie h: L — A jest specjalnym homomorfizmem.

e Wynika stad, na mocy Lematu pomocniczego, ze rodzina wszystkich
zupetnych teorii specjalnych jest przeliczalna, a to daje sprzecznos¢. [
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