ROZDZIAL VII

Automaty ze stosem

1. Podstawowe definicje

Rozwaane w poprzednim rozdziale automaty Rabina-Scottgly b
urzadzeniami o bardzo ograniczonej zdodob przechowywania informacji.
Rzeczywista pojemridé ich pamgci byta wyrazona liczly standéw wewntrznych,
bowiem jedynym sposobem zapamania czegokolwiek bylo przygie
odpowiedniego stanu. &t tez struktura stow akceptowalnych przez te automathya by
scisle okreslona (akceptowaly one mianowicie jedyniezyki regularne). Celem
zagwarantowania akceptacji dowolnego stowa rpyka {d b' : i O N} musimy sk
postwzy¢ bardziej rozbudowanym automatem o nieskzonej pangci (nie wiemy
bowiem, jak diugie bdzie takie stowo). W tym celu, obok wewnznej pameci
stanowej z automatow Rabina-Scottadbiemy stosowa jeszcze dodatkoav (tym
razem ju zewrgtrzna) pameé - tzw. pame¢é stosow. W ten sposob otrzymamy
wiasnie automat ze stosem.

Na pocatku zastandwmy gi czym wid&ciwie jest Ow stos. Najbardziej obra-
zowo maemy go sobie wyobrazijako plik kartek utaonych jedna na drug Na
kazdej kartce zapisana jest pewna informacja. Ze stoglko z wierzchu!) mana
zdejmowa kartki (po jednej) lub naktadaje na niego (dowoln ilos¢). Wzigciu
kartki odpowiada odczytanie informacji (wraz z bempotnym zniszczeniem jej), a
natozeniu pliku kartek - jej zapisanie. Cdx wigc dotrz& do informacji zapisanej
wewmtrz stosu (hdz na jego spodzie) - trzeba bezpowrotnie zniszcegzystkie
kartki (wraz z informacjami na nich umieszczonynlgzacymi ponad mi. Tak wigc
stos dziata wedtug zasady ,FILO”, tj. ,first in as$t out” (pierwszy wchodzy -
ostatni wychodzi), gdy kartka, ktéra zostalta w danym miejscu padna na stos,
zostanie z niego uswia jako ostatnia w stosunku do kartek, ktore zgspattozone
na stos nie wczmiej niz ona. T samy metod: pracy stosu opisuje rOwnowaa jej
zasada ,LIFO” (,last in - first out”, tj. ,ostatnwchodzcy - pierwszy wychodzi”).
Oczywiscie, tak okreélona pam¢é¢ stosowa jest nieograniczona (gdynozemy
uktada dowolnie wysoki stos kartek). Informacja zgromadaona stosie mae by
jednak wyczerpana ze stosu po przeczytaniu nap®j (najwczeéniej umieszczonej

na stosie) kartki.
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W automacie ze stosem, za model stosu obieradmetaakaiczom z lewej
strony. Wysgpuje ona obok (znanej junam z poprzedniego rozdziatu)stay wej-
sciowej zawierajcej czytane stowo. W konfiguracji pogtkowej (patrz lewa strona
rys. 7.1) gtowica @ jest ustawiona na klatce zstay wejsciowej, w ktorej znajduje
Si¢ pierwsza litera czytanego stowa, a gtowica-(ha pierwszej klatce w stosie (jest
on caty pusty, za wyikiem tej wianie klatki, w ktérej to znajduje sisymbol
pocztkowy stosu). TAma wegciowa mae Sk przesuwa w jedna stroa (podobnie,
jak w automatach skmzonych), a dodatkowy (w stosunku do automatéwnsko-
nych) stos - w dwie. ROwnowaie mazemy oczywicie mowi, ze wyzej wymienione
tasmy wcale s¢ nie przesuwaj, lecz ze przesuwa si¢ po nich gtowice tego
automatu. Glowica @wskazuje zawsze na wierzch stosu, a w przypadky, sjos

jest pusty - na miejsce bezyggednio przed nim.

[Td blalblblal 2™ “TT&blalblod
1 G wejsciowa G

VG, VG,
REREEEN sto L veVv izl [ []]

konfiguracja pocatkowe konfiguracja pod koniec
analizy stowa abab  Rys. 7.1.

Formalnie, automatem ze stosem nazywamy uukawar siédemlk
A=<Z, K, T, M, %, b, H>, w ktorej:

- Z jest alfabetem stosu,

- K jest zbiorem stanéw automatu,

- T jest alfabetem tany wejciowej,

— M jest relacy przefcia: MO (Z x K x (T O {A})) x (Z" x K); poniewa (ogdlnie
rzecz biogc) jest to relacja (a nie funkcja), ¥d opisany ni konkretny automat
moze by tak deterministyczny, jak i niedeterministyczny,

- Zzp O Z jest symbolem poazkowym stosu,

- Qo U K jest stanem poatkowym automatu,

- H O K jest zbiorem stan6w akceptowalnych przez autofnakzywany go te zbio-
rem stanéw kacowych).

Tak wigc, w stosunku do definicji automatu siazonego, doszty tu Z ioz

- alfabet i symbol poc#tkowy stosu, tj. elementy charakteryzog stos.
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Na nasz szczegola uwag zastuguje relacja M, gayto ona widnie opisuje
poszczegllne cykle pracy automatu. Wagtd to nastpujaco:

- automat (za pomac gtowicy ;) odczytupc symbol z wierzchu stosu
Z (wymazupc go zarazem), samegllac w stanie wewetrznym ze zbioru K i (za
pomoa gtowicy G;) czytapc z tamy wejsciowej symbol alfabetu T (jest to
kolejna litera analizowanego stowa)

— zapisuje na stosie element z Zprzechodzi w stan wewtrzny K.

Na stos zapisuje on w chaby po kilka elementow, a czyta i zrzuca z niego po

jednym elemencie. Gtowica faustawiona jest zawsze na ostatnim elemencie stosu,

a glowica G na kolejnym elemencie analizowanego stowa. Takcwpowyzsza

formalna definicja automatu ze stosem opisuje (poprzez relag przegcia)

w identyczny sposéb dziatanie stosu, jak to sanziyadismy poprzednio.

Tak np., automat analizi, czy stowo aaabbb naledo kzyka L = {d b : i O N},
najpierw czytajc a - odktada je na stosie, a ngstie czytajc b zdejmuje ze stosu po
jednym a. Gdy moment wyzerowania stosu do jegosfamczatkowego zbiegnie si
Z momentem przeczytania catego stowa eddie to oznaczg ze automat ten

akceptuje to stowo.

Konfiguracija w automacie ze stosem nazywamy wygaie WqO Z*K,
gdzie WO Z*, a q0 K. Sa to wiec jedynie jego dane wewtrzne: cihg symboli na
stosie wraz z aktualnym stanem automatu.

Stowem w automacie ze stosem nazywam§ wgrazenie WqV O Z"KT”,

gdzie WO Z*, g0 K, a VO T". Jest to wic konfiguracja automatu (jegmodowisko
(*)

— _
ZaZphZcZg 2 A @adp & &g stos = pasati zewretrzna
N VA stan = pahivewretrzna
stos stan analizowane
N — o stowo
KONFIGURACJA srodowisko wewntrzne
|\ ~ J
SLOWO frodowisko zewntrzne Diagram 7.1.

wewrgtrzne) wraz z nieprzeczytanym jeszcze fragmentealiaowanego stowa (jego
srodowisko zewntrzne). Tak wgc mamy sytuagj jak na diagramie 7.1.

Niech:
- Z 0znacza ostatni symbol na stosie, owa trojke zaznaczy-

- q 0znacza stan wewtrzny automatu, $hy na powyszym
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- a - odczytywany wignie symbol z tamy diagramie przez ,(*)”

(owa tréjke oznaczylsmy na powyszym diagramie przez %§”).

Wtedy M(z,q,a) = {(2,q), ..., (Zn,0m)}, gdzie z O Z*, g O K, za m jest dowoln
liczba naturalm (zauwamy, ze mamy tu zbidr rozwizan, a nie tylko jedno rozwi
zanie, bo zgodnie z definicjM jest relacy, a nie koniecznie funkg). Czytapc wigc
trojke (z,q,a) - automat 6w zamienia fragment stowa wnjed par (z, q), gdzie
1<i< m. Dodajmy tu jeszczeze dla oznaczeniaze (z, g) O M(z,q,a) stosujemy
zapis zgqa- zq;.

Widzimy wigc, ze za spraw relacji M konfiguracja Wq = Wzqg (tj. taka,

w ktorej z jest ostatnim symbolem w W) przechodzkenfiguracg W; z; q;

——V
gdzie W, W, z 0 Z*,z02Z, z& q, q O K. stos stan

Jezeli przy powyszych oznaczeniach w ,zga zq":

— zi =\, to oznacza toze po zdgciu z ze stosu, nic nie weszto z powrotem na jego
miejsce, w wyniku czego dtugé stosu zmniejszyta sio 1,

- z; = 2' (gdzie z0J Z), to oznacza toze w stosie na miejscu elementu z znalagt si
element z' (czyli dlug& stosu nie zmienita g); jezeli przy tym z' = z, to stos
w ogolle s¢ nie zmienit,

— z; = z'w (gdzie zO Z, za& w O Z*), to oznacza toze dluga¢ stosu zwikszyta sé
o |w| (dtugad¢ stowa w); jeeli przy tym z' = z, to woéwczas w stosunku do stanu
poczatkowego na stos dodatkowo zostaty podoe elementy w.

Uwaga.

Mozemy spotka si¢ takze z instrukcy postaci zq— zqi, gdzie zO Z, z O Z*, z&

g, g O K (jest to oczywdcie instrukcja zga» ziqi z a =A). Powoduje ona po wyma-

zaniu ze stosu z zapisanie na nim gozostawiac wejgcie bez zmian (tana wej-

sciowa nie zmienia gii stoi w miejscu). Instrukej t¢ wykonujemy bez wzgldu na

to, co stoi na wdgiu (A, czy te stowo niepuste).

Instrukckg t¢ wykorzystamy w dowodzie twierdzenia 7.1, gdzie wavstawimy z'z

(gdzie z, z'0 Z). Bedzie wicc ona oznaczata wpisanie na stos dodatkowego elemen

bez ,ruszania” analizowanego stowa. Ze wziyl na to,ze ledzie ona tam wy-

konywana tylko na poatku dzialania automatu -cdzie oznaczata wpisanie dodat-

kowego elementu z' na samo dno stosu.

Podobnie, instrukcja ta jest stosowana, gdy autom@tma ju co czyt&, gdyz cate

stowo zostato ja przeczytane (wtedy oczywdie obligatoryjnie a :A), lecz jego ana-
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liza przez automat nadal jest kontynuowana. W gyjiudej tasma wepciowa
oczywiscie stoi, co (przy niewkxiwym doborze instrukcji) moe spowodowé
zap:tlenie sk pracy automatul’

TaSma mae st& rowniez wéwczas, gdy stan pragja automatuq w danej sy-

tuacji nie jest wyznaczony przez reladM (nie musi by bowiem ona catkowita).
Ze stanami nieok&onymi dla danej trojki (z,q,a) mamy do czynieni@wczas, gdy
zalezy nam, aby automat nie akceptowat stéw, w ktoryehaz miatoby wysipic¢ a.

Automat ze stosem nie musi bywigc zupeiny. Oznacza to z koleke w tym

przypadku w czasie analizy (ztego) stowazamn stané.

Wspomnijmy jeszcze w tym miejscie stosu oczywécie nigdy nie da si za-
trzyma w trakcie pracy automatu (zawsze bowiegdhne on aktywny - najpierw au-
tomat zrzuci z niego pierwszy symbol z wierzchwastpnie zapisze na nim pewn
liczbe symboli).

Podajmy jeszcze pozostate, potrzebne nam, deénicj

Mowimy, ze automat ze stosel redukuje w jednym kroku stowo

X 0 Z*KT* do stowa YO Z"KT” (co oznaczamy: X - V) witw, gdy:
a

biorac pod uwag, ze X i Y s3 odpowiednio naspujacej postaci

X=W z g a P (gdzie q,[pK,
Y=W u p P w,aZz", z0z,
'y POT", ad TO {A})

stos stan staa
mamy,ze: (u,p)dJ M(z,q,a).
Widzimy, ze automat w pojedyczym kroku czytac - zdejmuje z tamy po jednym
symbolu (a), a zdejmag¢ ze stosu po jednym symbolu (z) - zapisuje na dowolm
liczbe symboli alfabetu stosu (u). W wyniku tej operagutomat przechodzi z
jednego stanu (q) w drugi (p), bynoze nawet ten sam (p = Q).

Mowimy, ze Xredukuje s¢ do Y (lub: automatq redukuje X do Y) witw,

gdy istnieje cig X = Xy, ..., % =Y wyrazen nad ZKT" taki, ze X; - X;. 1 dla
a

kazdegoi=1, ...,n-1.
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Przez L@) oznaczamy ¢zyk akceptowany przez automat ze

stosemA, zdefiniowany w nagpujacy sposob:

L(A)={POT :20qP H Wp, WO Z*, pOH (O K)},

a

czyli jest to zbiér tych wszystkich stéw nad alfaeem T, dla ktérych
(poprzedzonych konfiguragj pocatkowa zpQp) istnieje taki przebieg (czyli &g
kolejnych redukcji),ze w momencie, gdy automat przejdzieactdsme - musi s¢ on
znajdowd& w stanie akceptowalnym, lecz jego stos nie kom@éemusi by pusty.
Przyktad 7.1.
Napis& automat ze stosem akcepicy jezyk L = {a"b" : n > 0}.
Niech 4 = <{zo, a}, {go, 1, G}, {a, b}, M, zo, 0o, {q2}>, gdzie relacja M (hdaca tu

funkcja) zdefiniowana jest w nagbujacy sposob:

M: a b A ~ czyta z tamy (O T O {A})
(Zo, OD) (ZO a, Cb)l U U
(a, @) (aa q)z O\, q )3 0 O - to stan nieokrdony

! L] ) 1

5

(2o, @) O O (A, @) Stany okrélone, w kire moe przej
(@, a) O (A, Cll)4 O automat dodatkowo ponumerowano
(zo, ) 0 0 [ indeksami. § to zarazem numery operacji.

0,
(a,_®) O 0 0 o

ma na jest
stosie w stanie

(0z) @K Tab. 7.1.

Tak wigc np., j&li automat ten ma na stosi@ zjest w stanie ¢ a z tamy czyta a -
to odtazy on na stosga | przejdzie z powrotem w stag (gtan nr 1).

Zobaczmy dla przyktadu, jak ten automat akceptigeve & b°.

Na pocatku mamy wyraenie zgoaaabbb, tj. &P, gdzie P = aaabbb 2 B°.

*
Pokazemy,ze 2 go P — Wp, gdzie WO Z*, a pO H.
A

Dokonujac poszczegdlnych redukcji - z bazowego stowazaaabbb, po kolei otrzy-

mujemy:
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% (o aaabbb 1

»a paabbb 2

Zaa g abbb 2

Zpaaa g bbb 3

Zpaah g bb = aaqbb 4

Zah o1 b = 2aqb 4

2\ O = 201 A 5

@
—— Y~ Y ——

stos stan tana stos stan sima numer operacji Diagram 7.2.

Otrzymalémy W =A 0 Z" i p = @ O H = {q,}. Zatem badane stowo P 2t jest ak-

ceptowane przez ten automat.
Zadanie 7.1.Niech T = {a,b}. Zbuduj automat ze stosem akcegtyjtylko i wylacz-

nie wszystkie stowa:

a) o krotnaci ,a” rownej krotnagci ,b” (musi wiec on take
akceptowa stowo puster),

b) o krotnasci ,,a” wigkszej od krotnéci ,b”,

c) o postaci utt, gdzie ud T \ {A}. [

2. Automaty z pustym stosem

Przez N@) oznaczamy ¢zyk akceptowany przez automat

A z pustym stosem @aoz rbwnowanie: przez automat zergy stos), zdefi-

niowany w nastpujacy sposob:
NA)={POT:2qP - p, pdK}.
a
Zauwamy, ze:
— automat zerujcy stos akceptuje wszystkie stowa, ktérych analibprowadza do

wyzerowania stosu (bo p po prawej stronie wyproveada, to inaczepp, gdzie

A=w0OZh),
nie jest tu istotne, by pl H (zbiér standéw akceptowalnych); wystarczg p 0 K

(czyli ze jest jakimkolwiek stanem tego automatu).
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Zachodz nastpujace dwa, ,dziatajce w przeciwne strony”, twierdzenia
odnosace skt do automatéw ze stosem.

Twierdzenie 7.1.

Dla kazdego automatu ze stosefi mozna skonstruow@aautomat ze stoserfd' taki,
ze: L(A) = N(4).

Twierdzenie 7.2.

Dla kazdego automatu ze stoseffy mozna skonstruowaautomat ze stoserf' taki,
ze: N(A) = L(A4).

Twierdzenia te, dcznie wzkte, dap nam rownowanos¢ automatoéw ze stosem z au-
tomatami zeryjcymi stos (tj. innymi stowyze sita akceptacyjna tych automatow jest
taka sama). Ponej przedstawiamy dowody tych twierdze

Dowdd tw. 7.1.

Jest to twierdzenie konstrukcyjne,awii jego dowod bdzie konstrukcyjny.
NiechA4 =<Z, K, T, M, %, Qo, H>.
Skonstruujemy automatl', ktory robi to samo, co automat, ale dodatkowo jeszcze
na koniec (tj., gdy &dzie juz miat push tasme), gdy kedzie w stanie akceptowalnym
automatu4, to wowczas zrzuci jeszcze wszystko ze stosu (bdtizie jeszcze cona
nim miat). Zeby jednak automat ten nie akceptowat stéw, podcmaalizy ktorych
automatA4 zerowalt stos, nie przechagizjednak do jednego ze stanéw H - w automa-
cie 4'wprowadzamy dodatkowo jeden symbol na samo dnsusto
Niech mianowicieq'= <Z', K', T, M', ', o', 0>, gdzie:
- K'=K0O{q', q'} przy czym q', @ U K,
- Z'=27Z0{zo}, przy czym z' 0 Z,
- M=MOADOBOCUOD, gdzie:

= A={(zo'do'A, 20'000)},

- B ={(zgA, Aqn): zO Z, q O H},

- C={(zan'A, Agn'): z O Z},

= D ={(zo'an'A, Aan)}-
Zbior stanéw akceptowalnych, jako nieistotny w an&dach zerujcych stos,

przyjmujemy za rownyl.
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| czesc START

wykonaj instrukcje A

wykonaj czy mozna stosowag N
instrukcje M instrukcje M?
T T WYJSCIE:
J na tasmie:
< N na stosie
Czy stan automatu H nie akceptujg
T A, jakiA)
Il czesc
<czy ostatni symw
na stosiel] Z 7
T
wykonaj

instrukcje B

~ wykonaj 5 <czy ostatni symb@i’\\l wykona;
instrukcje C na stosiel] Z 7 instrukcje D
T

/ WYJSCIE: na tasmie i na stoshe:akceptuje A, jak i A) /

v
Rys. 7.2.

Sposéb dziatania tak zdefiniowanego automatujest przedstawiony na schemacie
blokowym (rys. 7.2). Schemat ten jest zarazem dewvobwnowanosci automatow4 i 4,
gdyz odczytujemy z niegoze zbior stow akceptowalnych przez autonfapokrywa
si¢ ze zbiorem stow akceptowalnych przez autorfiat
Widzimy, ze automat4"
1) w pierwszej czsci swego dziatania najpierw przy pomocy instruk&jumozliwia
przegcie do takiego sposobu czytania danego stowa, galcaynit automatA,
a nasgpnie wykonuje ja instrukcje w identyczny sposob, jak to robit auttm

A (w tym momencie konfiguracja automafii rézni sie od kaaicowej konfiguracji
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automatu4 jedynie tym,ze na pocgtku stosu znajduje situ dodatkowo nowy

element 3');

2) nastpnie, jeeli stan automatu jest stanemnkowym automatud (tj., gdy jest to
stowo akceptowalne przez automay, to w drugiej czsci swego dziatania:

- wszystkie symbole, ktére automat zostawiat na stosie - automat zdejmuje
ze stosu (pierwszy za pommanstrukcji B, a pozostate poprzez wielokrotne
wykonywanie instrukcji C),

— za pomog instrukcji D, automatq' zdejmuje ostatni element ze stosu (jest nim
oczywiscie z'). [

Dowdd tw. 7.2.
Réwniez i to twierdzenie jest konstrukcyjne, ¢ai i jego dowdd bdzie konstrukcyjny.
Niech4 =<z, K, T, M, %, qo, O0>.
Potézmy: K' = K OO {k'}, gdzie k' OO K,

H" = {k'},

M'= MO {(Aki A, AK) : k'O K}.
Otrzymujemy automa#l' = <Z, K', T, M, #, (o, H'>.
Pracuje on identycznie, jak autom#& az do momentu oggniecia konfiguracji
AkiA (gdzie k O K), tj. do momentu wyzerowania stosu (bez wzgl na stan, w
jakim sie znajduje). Wowczas ne prze§¢ tylko do jedynego swego stanu
koncowego k' (tj., gdy dla pewnego stowd,stosu nie zeruje, tdl' go nie akceptuje,
przy czym dziata to rowniew drug strorg). [

Zadanie 7.2.0 ile skonstruowane przez ciebie automaty z zaahll nie zeruwj

stosu - znajd rowniez odpowiadajce im automaty zerage stos. ]

3. Automaty ze stosem, a gramatyki bezkontekstowe
Zachodz nastpujace dwa twierdzenia:
Twierdzenie 7.3.

Dla kazdej gramatyki bezkontekstowej G, vma skonstruow& automat ze stosem
A, taki ze: L(A4) = L(G). [I
Twierdzenie 7.4.

Dla kazdego automatu ze stoseffy mozna skonstruowagramatyk bezkontekstow

G, talkg ze: L(A4) = L(G). [
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Twierdzenia te dajnam rowndé¢ klasy gzykOw generowanych przez grama-
tyki bezkontekstowe z klagezykdw rozpoznawalnych przez automaty ze stosem.
Tak wiec:

1) kazdy jezyk bezkontekstowy jest akceptowalny przez pewietomat ze stosem, a
kazdy automat ze stosem rozpoznaje jedynie pewiepk bezkontekstowy;

2) skoro zachodzi teréwnas¢ miedzy klas jezykdw rozpoznawalnych przez auto-
maty ze stosem, a klagezykdéw rozpoznawalnych przez automaty zecej stos,
zatem z przechodndai otrzymujemy réwné¢ klasy gzykOw rozpoznawalnych
przez automaty zerage stos z klasjezykow bezkontekstowych, co w sumie daje
nam,ze

3) nastpujace klasy ¢zykOw pokrywaj sie:

- klasa ¢zykéw bazkontekstowych,
- klasa ¢zykow rozpoznawalnych przez automaty ze stosem,
- klasa ¢zykéw rozpoznawalnych przez automaty zecej stos.

Sytuacja ta zostata przedstawiona na psnym diagramie.

ztw. 7.z ztw. 7.4
klasa jezykow 0 klasa jezykow 0
rozpoznawalnych _ | rozpoznawalnych _ klasa jezykow
przez automaty 0 B przez automaty D_ bezkontekstowych
ze stosem / zerujace stos N
ztw. 7.1 zZtw. 7.2

Diagram 7.3.



