
Zagadki Matematyczne

Jerzy Pogonowski

Zakªad Logiki Stosowanej UAM

www.logic.amu.edu.pl

pogon@amu.edu.pl

KHL LIX, 2013

Jerzy Pogonowski (MEG) Zagadki Matematyczne KHL LIX, 2013 1 / 29



Wst¦p Cel projektu

Plan na dzi±:

Tre±¢ odczytu wi¡»e si¦ z prowadzon¡ przez prelegenta w UAM
dydaktyk¡:
www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

Po±rednio wi¡»e si¦ te» z jego dziaªaniami, maj¡cymi znamiona
czynno±ci badawczych.

Omówimy kilkana±cie zagadek matematycznych, zrozumiaªych dla
uczniów szkoªy ±redniej.

Zagadki b¦d¡ dotyczyªy: niesko«czono±ci, ruchu, ksztaªtu,
uporz¡dkowania, prawdopodobie«stwa.

Rozwi¡zania niektórych zagadek stanowi¡ wyzwanie dla intuicji
utrwalanych poprzez do±wiadczenie potoczne.

Wykorzystujemy ilustracje dost¦pne w sieci.
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Wst¦p Historia

Znani mistrzowie zagadek matematycznych:

Archimedes (piasek, stado, ostomachion)

Sissa (szachownica)

Euler (mosty w Królewcu, 36 o�cerów)

Lucas (wie»e Hanoi)

Chapman (15 puzzle)

Dudeney (536 Puzzles and Curious Problems)

Carroll (zagadki logiczne)

Conway (game of life, Conway's army)

Steinhaus (Kalejdoskop matematyczny)

Smullyan (zagadki logiczne)
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Oswajanie Niesko«czonego Drzewa i spirale

Zobaczy¢ Niesko«czone

Paradoksy równoliczno±ci (ªapówki, Hotel Hilberta).

Peªne drzewo dwójkowe i metoda przek¡tniowa.

Supertasks (mucha, lampa Thomsona).

Spirale: Archimedesa r = aϕ, logarytmiczna r = aebϕ, ±limak
Teodorosa tan(ϕn) =

1√
n
.

Niech a1 > a2 > a3 > . . ., gdzie an ∈ R+ dla n ∈ N. Budujemy spiral¦
z odcinków o dªugo±ciach: a1, a1 + a2, a2 + a3, . . . (powiedzmy,

prawoskr¦tn¡, k¡t skr¦tu −π
2
). Dªugo±¢ tej spirali to: 2

∞∑
n=1

an. Dla

ci¡gu an = 1
n
spirala ma dªugo±¢ niesko«czon¡ (rozbie»no±¢ szeregu

harmonicznego!), ale mie±ci si¦ na ograniczonym obszarze. Dla ci¡gu
an = qn−1 oraz q = 95

100
spirala ma dªugo±¢ 40.
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Szereg harmoniczny Mrówka na linie

Gªosujemy: dojdzie czy nie?

Po doskonale elastycznej linie o pocz¡tkowej dªugo±ci 1 km drepcze
mrówka z pr¦dko±ci¡ 1 cm/sek (wzgl¦dem liny). Lina rozci¡ga si¦ z
pr¦dko±ci¡ 1 km/sek. Mrówka startuje z lewego, nieruchomego ko«ca liny.
Czy dojdzie w sko«czonym czasie do prawego jej ko«ca?
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Szereg harmoniczny Mrówka na linie

Demony bywaj¡ pomocne

Rozwi¡zanie ci¡gªe wymaga caªkowania równania ró»niczkowego, czyli
rzeczy w polskiej szkole zabronionej. Zaªó»my wi¦c, »e wraz z wybiciem
ka»dej sekundy lin¦ rozci¡ga Demon (o Demonach wolno mówi¢ � zapytaj
Pani¡ Katechetk¦): po pierwszej sekundzie z 1 do 2 km, po 2 sekundzie z 2
do 3 km, itd. A mrówka caªy czas drepcze. . .

Jak¡ cz¦±¢ dªugo±ci caªej liny przebywa mrówka w ka»dej kolejnej

sekundzie?

W ci¡gu sekundy mrówka pokonuje cz¦±¢ caªej dªugo±ci

pierwszej 1cm z 1km 1
100000

drugiej 1cm z 2km 1
200000

trzeciej 1cm z 3km 1
300000

n-tej 1cm z nkm 1
n·100000
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Szereg harmoniczny Mrówka na linie

Brawo, mrówa! Da¢ jej piwa!

Czy istnieje liczba n taka, »e suma: 1
100000

+ 1
200000

+ 1
300000

+ . . .+ 1
n·100000

b¦dzie równa 1, czyli caªej dªugo±ci liny?
Szukamy n takiej, dla której: 1+ 1

2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
= 100000.

Liczby harmoniczne: Hn =
n∑

k=1

1
k

Szereg
∞∑
n=1

1
n
jest rozbie»ny. Porównajmy bowiem:

1+ 1
2
+ 1

3
+ 1

4
+ 1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8
+ 1

9
+ 1

10
+ . . . >

1+ 1
2
+ (1

4
+ 1

4
) + (1

8
+ 1

8
+ 1

8
+ 1

8
) + ( 1

16
+ . . .+ 1

16
) + . . . =

1+ 1
2
+ 1

2
+ 1

2
+ 1

2
+ . . . =∞

Istnieje zatem n taka, »e 1+ 1
2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
> 100000. Mrówka dojdzie

do prawego ko«ca liny w sko«czonym czasie!
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Szereg harmoniczny Szereg harmoniczny: inne zagadki

Ciuªanie uªamków

Pragnienie arcybiskupa (róg Gabriela).

Zboczenica/pedo�lka (lion and man problem).

Czy istnieje szereg najwolniej rozbie»ny? Niech (an)n∈N b¦dzie ci¡giem

malej¡cym o wyrazach dodatnich. Je±li szereg
∞∑
n=1

an jest rozbie»ny, to

rozbie»ny jest tak»e szereg
∞∑
n=1

an
sn
, gdzie sn =

n∑
k=1

ak .

Jeep problem

Wytrzymaªo±¢ materiaªów

Wybór najlepszej kandydatki

Niesko«czony nawis
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Ksztaªty i przestrzenie Przekroje bryª

3D cie« Jezusa

Jak¡ bryª¦ tworzy cz¦±¢ wspólna trzech ortogonalnych walców?

Mark Haddon: Dziwny przypadek psa nocn¡ por¡.

Józef Kajfosz: Biblia w ±wietle geometrii czterowymiarowej.
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Ksztaªty i przestrzenie Wypeªnianie przestrzeni

Wyobra¹nia geometryczna

Jakimi obiektami mo»na caªkowicie (i bez nakªadania si¦ na siebie)
wypeªni¢ przestrze« trójwymiarow¡?

Czy R3 mo»na caªkowicie wypeªni¢ okr¦gami i jedn¡ prost¡?

Czy R3 mo»na caªkowicie wypeªni¢ okr¦gami i jedn¡ prost¡ w taki
sposób, aby prosta ta przechodziªa wewn¡trz ka»dego z tych okr¦gów,
a ponadto ka»de dwa z tych okr¦gów byªy wzgl¦dem siebie usytuowane
jak ogniwa ªa«cucha?

Czy R3 mo»na caªkowicie wypeªni¢ prostopadªo±cianami z wyci¦t¡

wewn¡trz prostopadªo±cienn¡ dziur¡?

Inne zagadki: upakowania, pokrycia, symetrie, wielokomórki.
Matematyka i �zyka w ró»nych wymiarach.
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Ksztaªty i przestrzenie Oswajanie potworów

Uroda patologii

Zbiory Smitha-Cantora-Volterry: nigdzieg¦ste, miara dodatnia.

Krzywa Weierstrassa: wsz¦dzie ci¡gªa, nigdzie nie ró»niczkowalna.

Funkcje: Dirichleta i Thomae, sad Euklidesa.

Krzywe Peany i Hilberta: ci¡gªe, wypeªniaj¡ce kwadrat.

Sfera rogata Alexandera: �grzeczne� wn¦trze, �dzikie� dopeªnienie.

Twierdzenie Smale'a (o przenicowaniu sfery S2 w przestrzeni R3).

Jeziora Wady: wspólne granice trzech obszarów.

Krzywa Knastera: kontinuum dziedzicznie nierozkªadalne.

Konstrukcja Pontriagina: trójwymiarowy produkt przestrzeni
dwuwymiarowych.
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Uporz¡dkowania Funkcja pary Cantora

Jak grzecznie uporz¡dkowa¢ wszystkie uªamki > 0?

Bijekcja c : N× N→ N

c(x , y) = y +
x+y∑
i=0

i = y + 1
2
(x + y)(x + y + 1)

Co to znaczy, »e uporz¡dkowanie (struktury algebraicznej) jest naturalne?
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Uporz¡dkowania Drzewo Calkina-Wilfa

Drzewo Calkina-Wilfa

Wszystkie te uªamki s¡ w postaci nieskracalnej. Ka»da dodatnia liczba
wymierna wyst¦puje w tym drzewie dokªadnie raz.

q(1) = 1 oraz q(n + 1) = 1
bq(n)c−(q(n)−bq(n)c)+1

dla n > 1,

gdzie bxc to najwi¦ksza liczba naturalna 6 x .
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Uporz¡dkowania Drzewo Calkina-Wilfa

Spirala uªamków

Ka»da dodatnia liczba wymierna jest postaci b(n)
b(n+1) (n > 0), gdzie

b(0) = b(1) = 1 oraz:
b(2n + 1) = b(n), b(2n + 2) = b(n) + b(n + 1).
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Uporz¡dkowania Drzewo Sterna-Brocota

Zmowa matematyka z zegarmistrzem

Czy dodawanie a
b
⊕ c

d
= a+c

b+d
jest gªupie?

Wszystkie te uªamki s¡ w postaci nieskracalnej. Ka»da dodatnia liczba
wymierna wyst¦puje w tym drzewie dokªadnie raz.
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Uporz¡dkowania Drzewo Sterna-Brocota

Jak tra�¢ do wybranego uªamka?

a
b
< a+c

b+d
< c

d

Do ka»dego uªamka prowadzi (dokªadnie jeden!) ci¡g skr¦tów (od
korzenia 1

1
) w lewo L oraz w prawo P . Dla przykªadu: 4

7
to LPLL.

Przy interpretacji L =

[
1 1
0 1

]
, P =

[
1 0
1 1

]
oraz I =

[
1 0
0 1

]
ka»dy uªamek a+c

b+d
reprezentowany jest macierz¡

[
b d

a c

]
. Np.:

LPPL =

[
1 1
0 1

] [
1 0
1 1

] [
1 0
1 1

] [
1 1
0 1

]
=

[
3 4
2 3

]
7→ 5

7

Mno»enie macierzy:[
a11 a12
a21 a22

] [
b11 b12
b21 b22

]
=

[
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]
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Uporz¡dkowania Uªamki ªa«cuchowe

Zrób ªa«cuszek z uªamka

Ci¡g przybli»e« liczby e w drzewie Sterna-Brocota to niesko«czona
gaª¡¹:
e 7→ PL0PLP2LPL4PLP6LPL8PLP10LPL12 . . .

Drzewo Sterna-Brocota ma zwi¡zek np. z:

przedstawieniem liczb wymiernych w postaci uªamków ªa«cuchowych,

algorytmem Euklidesa,

liczbami Fibonacciego F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2,

ci¡gami Fareya oraz okr¦gami Forda.

Przypomnijmy: 153
53

= 2+ 47
53

= 2+ 1
53
47

= 2+ 1

1+ 6
47

= 2+ 1

1+ 1
47
6

=

2+ 1

1+ 1

7+ 5
6

= 2+ 1

1+ 1

7+ 1
1
6
5

= 2+ 1

1+ 1

7+ 1

1+ 1
5

= [2; 1, 7, 1, 5]
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Uporz¡dkowania Uªamki ªa«cuchowe

Regularno±ci w rozwini¦ciu π?

Liczba rozwini¦cie ªa«cuchowe

wymierna sko«czone
niewymierny pierwiastek kwadratowy okresowe
niewymierna niesko«czone

Dla przykªadu:
√
2 = [1; 2, 2, 2, . . .],

√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .] = [1; 1, 2].

π = 4

1+ 12

2+ 32

2+ 52

2+ 72

2+
...

= 4

1+ 12

3+ 22

5+ 32

7+ 42

9+
...

= 3+ 12

6+ 32

6+ 52

6+ 72

6+
...

1+
√
5

2
= [1; 1, 1, 1, 1, 1, . . .], e = 2+ 2

2+ 3

3+ 4

4+ 5

5+
...
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Uporz¡dkowania Nieprzechodnie preferencje

Kogo lubi¡ dziewczyny?

Przypu±¢my, »e dziewcz¦ta X , Y , Z chc¡ ustali¢, który z facetów A, B , C
jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczególnych dziewcz¡t
wygl¡daj¡ nast¦puj¡co (piszemy P > Q w znaczeniu: wybór P jest
preferowany wzgl¦dem wyboru Q; preferencje ka»dego dziewcz¦cia s¡
przechodnie):

X : A > B > C

Y : B > C > A

Z : C > A > B .

Czy mo»liwe jest liniowe uporz¡dkowanie kandydatów zgodne z
preferencjami wi¦kszo±ci dziewcz¡t? NIE, poniewa»:

1 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e A jest bardziej przystojny od B .

2 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e B jest bardziej przystojny od C .

3 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e C jest bardziej przystojny od A.
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Prawdopodobie«stwo Problem miary

K. Ciesielski, Z. Pogoda: Królowa bez nobla

Wybieramy losowo ci¦ciw¦ okr¦gu o promieniu dªugo±ci 1. Jakie jest
prawdopodobie«stwo, »e b¦dzie ona dªu»sza od boku trójk¡ta
równobocznego wpisanego w ten okr¡g?

1 1
3
: wykorzystujemy dªugo±¢ ªuku.

2 1
2
: wykorzystujemy dªugo±¢ odcinka.

3 1
4
: wykorzystujemy pole.
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Prawdopodobie«stwo Czysta losowo±¢

Los nie jest caªkiem ±lepy

Rozwa»amy rzuty monet¡ doskonaª¡.

Ci¡g niesko«czenie dystrybutywny: dla ka»dego z 2n mo»liwych
wyników dla ci¡gu kolejnych n rzutów: ukªad taki pojawia si¦ z
prawdopodobie«stwem 1

2n
.

Ci¡g von Misesa: ka»dy niesko«czony ci¡g (wyników rzutów monet¡
doskonaª¡), którego dowolny podci¡g niesko«czony (a wi¦c jakkolwiek
wybrany) jest niesko«czenie dystrybutywny.

Wydaje si¦, »e ci¡gi von Misesa dobrze charakteryzuj¡ poj¦cie
caªkowitej losowo±ci. Jednak:

Ci¡gi von Misesa nie istniej¡.

Inne zadania: aproksymacja liczb rzeczywistych. Twierdzenia Dirichleta i
Rotha.
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Logika Szcz¦±ciarze epistemiczni

Zagadki logiczne Raymonda Smullyana

W trakcie wykªadu w 2013 roku korzystali±my z zagadek Smullyana:

Na Zawsze Nierozstrzygni¦te. Zagadkowy Przewodnik Po

Twierdzeniach Gödla.

Omawiali±my te» wybrane paradoksy i so�zmaty.

W przygotowaniu znajduj¡ si¦ tªumaczenia:

Alicja w Krainie Zagadek

Labirynty Logiczne

Magiczny Ogród George'a B.

Oczekujemy na: Raymond Smullyan The Gödelian Puzzle Book: Puzzles,

Paradoxes and Proofs. Dover Publications (August 21, 2013).
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Koniec

Osi¡gni¦te cele dydaktyczne:

Obserwowana aktywno±¢ intelektualna sªuchaczy na tych zaj¦ciach zdaje si¦
potwierdza¢ przypuszczenie, »e dzisiejszym studentom ªatwiej przychodzi
przyswajanie wiedzy rozproszonej (krótko sformuªowane problemy i
rozwi¡zania) ni» spójnych bloków systematycznie wykªadanych teorii.
Rozwi¡zywanie kolejnych zagadek nie ukªada si¦ w »adn¡ jednorodn¡ caªo±¢
(nie ma zast¦powa¢ wykªadu, powiedzmy, logiki), ale mo»e stanowi¢ dobry
trening umysªowy owocuj¡cy pó¹niej umiej¦tno±ci¡ radzenia sobie z nowymi
problemami.

Zagadki dobierane s¡ tak, aby ich rozwi¡zywanie pozwalaªo na
skorygowanie niektórych pochopnych pogl¡dów, »ywionych na podstawie
mniej lub bardziej precyzyjnie okre±lonych intuicji do±wiadczenia

potocznego. Istotne jest to, w jaki sposób my±l pocz¦ta postawieniem
zagadki prowadzi do rozwi¡zania � jakie pomysªy, prawa, metody, techniki
s¡ przy tym wykorzystywane.
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Dodatek 1: armia Conwaya

Jak wysoko mo»na zaj±¢?

Ruchy: pionowo lub poziomo, usuwaj¡c przeskakiwany pionek.

P1 : x5 + x6 P2 : x5 + 2x6 + x7 P3 : x5 + 3x6 + 3x7 + x8

Metryka Manhattan: d((x1, x2), (y1, y2)) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|.
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Dodatek 1: armia Conwaya

Reguªy w bitwie o poziom pi¡ty

1 xn+2 + xn+1 zostaje zast¡pione przez xn

2 xn + xn−1 zostaje zast¡pione przez xn

3 xn + xn+1 zostaje zast¡pione przez xn+2.

Warto±¢ x > 0 dobieramy tak, aby warto±¢ otrzymanego wielomianu
zmniejszaªa si¦ w drugim i trzecim z powy»szych przypadków, a
pozostawaªa niezmieniona w pierwszym z nich. Skoro x > 0, to
xn + xn−1 > xn. Je±li ma by¢ xn + xn+1 > xn+2, to 1+ x > x2, co daje
nierówno±¢ 0 < x < 1

2
(
√
5+ 1). Wreszcie, dla pierwszego warunku nasz

wielomian ma nie zmienia¢ warto±ci, czyli ma zachodzi¢ xn+2 + xn+1 = xn.
To oznacza, »e x + x2 = 1, a wi¦c je±li przyjmiemy x = 1

2
(
√
5− 1), to

wszystkie wymagane warunki s¡ speªnione oraz zachodzi x + x2 = 1.
Celowi T nadajemy warto±¢ 1.

Jerzy Pogonowski (MEG) Zagadki Matematyczne KHL LIX, 2013 25 / 29



Dodatek 1: armia Conwaya

Warto±¢ niesko«czonej armii

Ka»da z kon�guracji pionków opisana jest sko«czonym wielomianem.
Jego warto±¢ b¦dzie zatem mniejsza od sumy szeregu niesko«czonego
(który interpretowa¢ mo»emy jako warto±¢ niesko«czonej armii):
P = x5 + 3x6 + 5x7 + 7x8 + . . . = x5(1+ 3x + 5x2 + 7x3 + . . .).

S = 1+ 3x + 5x2 + 7x3 + . . .

xS = x + 3x2 + 5x3 + 7x4 + . . .

S − xS = S(1− x) = 1+ 2x + 2x2 + 2x3 + . . .

S(1− x) = 1+ 2(x + x2 + x3 + . . .)

S(1− x) = 1+ 2x
1−x = 1+x

1−x

S = 1+x
(1−x)2

Poniewa» P = x5S , wi¦c P = x5(1+x)
(1−x)2 .
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Dodatek 1: armia Conwaya

Nieosi¡galny poziom pi¡ty

Przypomnijmy, »e nasz wybór warto±ci dla x speªnia warunek
x + x2 = x(1+ x) = 1, a wi¦c 1+ x = 1

x
oraz 1− x = x2.

Tak wi¦c: P = x5(1+x)
(1−x)2 =

x5( 1
x
)

(x2)2
= x4

x4
= 1.

Oznacza to, »e warto±¢ przypisana ka»dej pocz¡tkowej (sko«czonej!)
kon�guracji pionków poni»ej bariery musi by¢ mniejsza od 1, a
poniewa» ka»dy ruch albo zmniejsza warto±¢ kon�guracji, albo
pozostawia j¡ bez zmian, wi¦c warto±¢ »adnego z pionków nie osi¡gnie
nigdy 1.

A to znaczy, »e »aden pionek ze sko«czonej armii pod barier¡,
niezale»nie od tego jak licznej i jak sprytnie rozstawionej, nigdy nie
osi¡gnie poziomu pi¡tego.
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Dodatek 2: Kule Smullyana i Lemat Königa

Opró»nianie pudeªka

Przypu±¢my, »e masz niesko«czenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi
liczbami caªkowitymi, przy czym ka»da taka liczba jest umieszczona na
niesko«czenie wielu kulach (masz wi¦c niesko«czenie wiele kul z jedynk¡,
niesko«czenie wiele z dwójk¡, niesko«czenie wiele z trójk¡, itd.). Masz te»
pudeªko, które zawiera sko«czenie wiele ponumerowanych kul. Celem
zabawy jest opró»nienie pudeªka, wedle nast¦puj¡cej reguªy. W ka»dym
kroku wyjmujesz pewn¡ kul¦, a na jej miejsce wkªadasz caªkiem dowoln¡
liczb¦ kul o mniejszych numerach. Poniewa» nie ma mniejszych od jedynki
dodatnich liczb caªkowitych, wi¦c kuli z jedynk¡ niczym nie zast¦pujesz.
Rozwi¡zanie wygl¡da prosto: wystarczy, »e zast¡pisz ka»d¡ kul¦ w pudeªku
kul¡ z jedynk¡, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynk¡ po kolei.
Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, »e nie mo»na z góry ograniczy¢ liczby
kroków potrzebnych to opró»nienia pudeªka � pami¦tajmy, »e mo»na
�utrudnia¢� poprzez dokªadanie dowolnej sko«czonej liczby kul, byle o
numerze mniejszym ni» numer kuli zast¦powanej.
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Dodatek 2: Kule Smullyana i Lemat Königa

Lemat Königa w dziaªaniu

Zabaw¦ t¦ przedstawi¢ mo»na w postaci drzewa o ponumerowanych
wierzchoªkach. Pocz¡tkow¡ zawarto±¢ pudeªka reprezentuj¡ wierzchoªki
wychodz¡ce bezpo±rednio z korzenia drzewa. Zast¦powanie jakiej± kuli
(li±cia drzewa) zbiorem innych polega na doª¡czeniu, w miejsce usuwanego
li±cia, caªego zbioru nowych li±ci, reprezentuj¡cych kule, zast¦puj¡ce
usuwan¡ kul¦. Drzewo �ro±nie w gór¦� w miar¦ jak zast¦pujemy usuwane
kule nowymi. Zauwa»my, »e na ka»dej gaª¦zi drzewa wyst¦puj¡ kule o coraz
mniejszych numerach. Ponadto, ka»dy wierzchoªek drzewa ma tylko
sko«czenie wielu bezpo±rednich potomków. Gdyby drzewo miaªo
niesko«czon¡ liczb¦ wierzchoªków, to (na mocy Lematu Königa) musiaªoby
mie¢ gaª¡¹ niesko«czon¡. To jednak jest niemo»liwe, ze wzgl¦du na
wspomniany ju» fakt, »e numery na ka»dej gaª¦zi malej¡, w miar¦
oddalania si¦ od korzenia drzewa. Tak wi¦c, zabawa w opró»nianie pudeªka
musi zako«czy¢ si¦ w sko«czonej liczbie kroków.
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