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) el
Plan na dzis:

o Tres¢ odczytu wiaze sie z prowadzong przez prelegenta w UAM
dydaktyka:
www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

o Posrednio wiaze sie tez z jego dziataniami, majacymi znamiona
czynnos$ci badawczych.

o Omowimy kilkanascie zagadek matematycznych, zrozumiatych dla
uczniéw szkoty sredniej.

o Zagadki beda dotyczyty: nieskoriczonosci, ruchu, ksztattu,
uporzadkowania, prawdopodobienstwa.

@ Rozwiazania niektérych zagadek stanowig wyzwanie dla intuicji
utrwalanych poprzez doswiadczenie potoczne.

o Wykorzystujemy ilustracje dostepne w sieci.
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Wstep Historia

Znani mistrzowie zagadek matematycznych:

@ Archimedes (piasek, stado, ostomachion)

Sissa (szachownica)

Euler (mosty w Krélewcu, 36 oficeréw)

Lucas (wieze Hanoi)

Chapman (15 puzzle)

Dudeney (536 Puzzles and Curious Problems)
Carroll (zagadki logiczne)

e 6 6 o o

Conway (game of life, Conway’s army)
o Steinhaus (Kalejdoskop matematyczny)

e Smullyan (zagadki logiczne)
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Bz f i
Zobaczy¢ Nieskonczone

e Paradoksy réwnolicznosci (tapéwki, Hotel Hilberta).
@ Petne drzewo dwéjkowe i metoda przekatniowa.

@ Supertasks (mucha, lampa Thomsona).

@ Spirale: Archimedesa r = ay, logarytmiczna r = ae®?, slimak
Teodorosa tan(y¢,) = \%

@ Niech a; > a» > a3 > ..., gdzie a, € R, dla n € N. Budujemy spirale
z odcinkéw o dtugosciach: a1, a; + a2, a» + a3, ... (powiedzmy,
o0
prawoskretng, kat skretu —7). Dtugos¢ tej spirali to: 2 ) a,. Dla
n=1
ciagu a, = % spirala ma dtugos¢ nieskoriczona (rozbieznos¢ szeregu
harmonicznego!), ale miesci sie na ograniczonym obszarze. Dla ciggu

a,=q" oraz g = % spirala ma dtugos¢ 40.
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Szereg harmoniczny Mréwka na linie

Gtosujemy: dojdzie czy nie?

Po doskonale elastycznej linie o poczatkowej dtugosci 1 km drepcze
mréwka z predkoscia 1 cm/sek (wzgledem liny). Lina rozciagga sie z
predkoscig 1 km/sek. Mréwka startuje z lewego, nieruchomego korica liny.
Czy dojdzie w skoficzonym czasie do prawego jej konca?

v
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Szereg harmoniczny

Demony bywaja pomocne

Rozwigzanie ciggfe wymaga catkowania réwnania rézniczkowego, czyli
rzeczy w polskiej szkole zabronione]. Zatézmy wiec, ze wraz z wybiciem
kazdej sekundy line rozcigga Demon (o Demonach wolno méwi¢ — zapytaj
Pania Katechetke): po pierwszej sekundzie z 1 do 2 km, po 2 sekundzie z 2

do 3 km, itd. A mréwka caty czas drepcze. ..

Mréwka na linie

Jaka czes¢ dtugosci catej liny przebywa mréowka w kazdej kolejnej

sekundzie?
W ciggu sekundy | mréwka pokonuje | czes¢ catej dtugosci
pierwszej lem z 1km 1001000
drugiej lcm z 2km 2001000
trzeciej lecm z 3km 3001000
n-tej lcm z nkm m
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Szereg harmoniczny Mréwka na linie

Brawo, mréwa! Dac jej piwa!

Czy istnieje liczba n taka, ze suma: 155005 + 200000 + 300000 T+ - -

bedzie réwna 1, czyli catej dtugosci liny?
Szukamy n takiej, dla ktérej: 1+ 3 + 3 + ...+ L =100000.

1
-+ n-100000

n=1
1+§+%+%+%+%+%+%+%+$+ >
1+?+(1%+1%)+1-(§+%+é+§)+(16+ + &)+
1+§+§+§+§+ =

Istnieje zatem n taka, ze 1 + % + % +...4+ % > 100000. Mréwka dojdzie

do prawego korica liny w skoficzonym czasie!
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STV ETI LISl Szereg harmoniczny: inne zagadki

Ciutanie utamkéw

@ Pragnienie arcybiskupa (rég Gabriela).
@ Zboczenica/pedofilka (/ion and man problem).

@ Czy istnieje szereg najwolniej rozbiezny? Niech (a,)pen bedzie ciagiem
o0
malejacym o wyrazach dodatnich. Jesli szereg > a, jest rozbiezny, to
n=1
n

[e.e]
rozbiezny jest takze szereg ) 2, gdzie s, = ) a.
n=1" k=1

Jeep problem
Wytrzymatos¢ materiatéw

Wyb6r najlepszej kandydatki

Nieskoficzony nawis
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Pl el (i
3D cien Jezusa

Jaka bryte tworzy czes¢ wspélna trzech ortogonalnych walcéw? ]

o Mark Haddon: Dziwny przypadek psa nocna pora.

o Jozef Kajfosz: Biblia w Swietle geometrii czterowymiarowe.
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Wik ppciatizals preceizent
Wyobraznia geometryczna

Jakimi obiektami mozna catkowicie (i bez naktadania sie na siebie)
wypetni¢ przestrzen tréjwymiarowa?

o Czy R? mozna catkowicie wypetni¢ okregami i jedng prosta?

o Czy R3 mozna catkowicie wypetni¢ okregami i jedna prosta w taki
sposéb, aby prosta ta przechodzita wewngtrz kazdego z tych okregéw,
a ponadto kazde dwa z tych okregdw byty wzgledem siebie usytuowane
jak ogniwa fancucha?

o Czy R? mozna catkowicie wypetni¢ prostopadfoscianami z wycieta
wewnatrz prostopadfoscienna dziura?

Inne zagadki: upakowania, pokrycia, symetrie, wielokomorki.
Matematyka i fizyka w réznych wymiarach.
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ety peters
Uroda patologii

Zbiory Smitha-Cantora-Volterry: nigdziegeste, miara dodatnia.
Krzywa Weierstrassa: wszedzie ciagta, nigdzie nie rézniczkowalna.
Funkcje: Dirichleta i Thomae, sad Euklidesa.

e 6 o6 o

Krzywe Peany i Hilberta: ciagte, wypetniajace kwadrat.

Sfera rogata Alexandera: ,grzeczne” wnetrze, ,dzikie” dopetnienie.
Twierdzenie Smale’a (o przenicowaniu sfery S w przestrzeni R3).
Jeziora Wady: wspdlne granice trzech obszaréw.

Krzywa Knastera: kontinuum dziedzicznie nierozktadalne.

e 6 6 o o

Konstrukcja Pontriagina: tréjwymiarowy produkt przestrzeni
dwuwymiarowych.
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Uporzadkowania Funkcja pary Cantora

Jak grzecznie uporzadkowa¢ wszystkie utamki > 07

@ Bijekcja c: Nx N —= N
Xty

odmm:y+zy:y+%v+mu+y+n
1=

o e A
BN NN
HAVANANANNANN
EATANRNVANANNN
FANNNANANANA
BANSNANANAN)

Co to znaczy, ze uporzadkowanie (struktury algebraicznej) jest naturalne?

Jerzy Pogonowski (MEQG)
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Uporzadkowania Drzewo Calkina-Wilfa

Drzewo Calkina-Wilfa

i

1/%\2
. e
oy A b R

Wszystkie te utamki s3 w postaci nieskracalnej. Kazda dodatnia liczba
wymierna wystepuje w tym drzewie dokfadnie raz.

_ _ 1
q(l? =1 oraz q(n +1) O CO=TOEs! dlan>1,
gdzie | x| to najwieksza liczba naturalna < x.
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N ). LI CLLILR  Drzewo Calkina-Wilfa
Spirala utamkéw

Kazda dodatnia liczba wymierna jest postaci b(brffr)l) (n > 0), gdzie
b(0) = b(1) =1 oraz:

b(2n+1) = b(n), b(2n+2) = b(n) + b(n+1).
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Uporzadkowania Drzewo Sterna-Brocota

Zmowa matematyka z zegarmistrzem

Czy dodawanie § © § = gifj jest gtupie?

—|o
o~

lo

N\
/ \
< /

Wszystkie te utamki s3 w postaci nieskracalnej. Kazda dodatnia liczba
wymierna wystepuje w tym drzewie doktadnie raz.
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Uporzadkowania Drzewo Sterna-Brocota

Jak trafi¢ do wybranego utamka?

0 2 « atc < £
b b+d d
@ Do kazdego utamka prowadzi (doktadnie jeden!) ciag skretéw (od

korzenia %) w lewo L oraz w prawo P. Dla przyktadu: % to LPLL.
o 1]
oraz | =

01

. . 11 (1 0
e Przy mterpretaqlL—[O 1}:[’— 11

b+-d

11 10 1 011 1] 3 4
LPPL_[O 1H1 1“1 1]_0 1_‘{2 3}H

kazdy utamek 2t reprezentowany jest macierza { I ] Np.:

~|c

Mnozenie macierzy:
[ ain an } [ bii b2 ] _ [ aiibir + aiobp1  ar1bio + azboo ]

a1 a» by1 b ar b1 + axbp1  ax1bio + axboo
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Uporzadkowania Utamki tafcuchowe

Zréb tancuszek z utamka

o Ciag przyblizen liczby e w drzewie Sterna-Brocota to nieskonczona

gataz:
e PLOPLP?LPLAPLPOLPIEPLPYOLPL? . .

@ Drzewo Sterna-Brocota ma zwiazek np. z:

e przedstawieniem liczb wymiernych w postaci utamkéw tancuchowych,
e algorytmem Euklidesa,

o liczbami Fibonacciego Fo =0, F, =1, F,=F,_1+ F,_2,

e ciggami Fareya oraz okregami Forda.

1+2 %7

a7
:2++_[21715]

Przypomnijmy: @—2%—%:2—#51—3:24-

7+3 7+

2+1
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Uporzadkowania

Regularnosci w rozwinieciu 77

Utamki taficuchowe

niewymierna

Liczba rozwiniecie fancuchowe
wymierna skoficzone
niewymierny pierwiastek kwadratowy | okresowe

nieskonczone

Dla przyktadu: v2 =[1;2,2,2,..], vV3=1[1;1,2,1,2,1,2,...] = [1;1,2].
4 4 12
L T 6+ 20
2+ 2 3+ Y 6+ 72
2+2+ = 5+7+ 22 6+ .
. . 6+
2+ 7 9+ -
Ly/5 [111111 Ll e=2+ 2,
2+ 7
3+ 5
4+
5+.
Zagadki Matematyczne KHL LIX, 2013 18 / 29



Whepricei prefrema:
Kogo lubig dziewczyny?

Przypusémy, ze dziewczeta X, Y, Z chcg ustali¢, ktéry z facetéw A, B, C
jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczegélnych dziewczat
wygladaja nastepujaco (piszemy P > Q w znaczeniu: wybdr P jest
preferowany wzgledem wyboru Q; preferencje kazdego dziewczecia s3
przechodnie):

e X: A>B>C
e Y: B>C>A
e /Z: C>A>B.

Czy mozliwe jest liniowe uporzadkowanie kandydatéw zgodne z
preferencjami wiekszosci dziewczat? NIE, poniewaz:

(1] % dziewczat uwaza, ze A jest bardziej przystojny od B.
(2] % dziewczat uwaza, ze B jest bardziej przystojny od C.
(3] % dziewczat uwaza, ze C jest bardziej przystojny od A.

Jerzy Pogonowski (MEG) Zagadki Matematyczne KHL LIX, 2013 19 / 29



Prelorm mftry
K. Ciesielski, Z. Pogoda: Krolowa bez nobla

Woybieramy losowo cigciwe okregu o promieniu dtugosci 1. Jakie jest
prawdopodobiefistwo, ze bedzie ona dtuzsza od boku tréjkata
réwnobocznego wpisanego w ten okrag?

o
2]
o

. wykorzystujemy dtugos¢ tuku.

. wykorzystujemy dtugos¢ odcinka.

B NI W=

: wykorzystujemy pole.

v
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Prawdopodobienstwo Czysta losowo$§é

Los

nie jest catkiem Slepy

Rozwazamy rzuty moneta doskonata.

Ciag nieskoriczenie dystrybutywny: dla kazdego z 2" mozliwych
wynikéw dla ciggu kolejnych n rzutéw: uktad taki pojawia sie z
prawdopodobiehastwem 2%,

Ciagg von Misesa: kazdy nieskonczony cigg (wynikéw rzutéw moneta
doskonata), ktérego dowolny podciag nieskonczony (a wiec jakkolwiek

wybrany) jest nieskonczenie dystrybutywny.

Wydaje sig, ze ciagi von Misesa dobrze charakteryzuja pojecie
catkowitej losowosci. Jednak:

Ciagi von Misesa nie istniej3.

Inne zadania: aproksymacja liczb rzeczywistych. Twierdzenia Dirichleta i
Rotha.
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Zagadki logiczne Raymonda Smullyana

W trakcie wyktadu w 2013 roku korzystalismy z zagadek Smullyana:

o Na Zawsze Nierozstrzygniete. Zagadkowy Przewodnik Po
Twierdzeniach Gédla.

Omawialismy tez wybrane paradoksy i sofizmaty.

W przygotowaniu znajduja sie ttumaczenia:

o Alicja w Krainie Zagadek
e Labirynty Logiczne

o Magiczny Ogréd George'a B.

Oczekujemy na: Raymond Smullyan The Gédelian Puzzle Book: Puzzles,
Paradoxes and Proofs. Dover Publications (August 21, 2013).
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Osiggniete cele dydaktyczne:

Obserwowana aktywnos¢ intelektualna stuchaczy na tych zajeciach zdaje sie
potwierdza¢ przypuszczenie, ze dzisiejszym studentom fatwiej przychodzi
przyswajanie wiedzy rozproszonej (krétko sformutowane problemy i
rozwigzania) niz spéjnych blokéw systematycznie wyktadanych teorii.
Rozwigzywanie kolejnych zagadek nie uktada sie w zadna jednorodna catos¢
(nie ma zastepowac wyktadu, powiedzmy, logiki), ale moze stanowi¢ dobry
trening umystowy owocujacy pézniej umiejetnoscia radzenia sobie z nowymi
problemami.

Zagadki dobierane s3 tak, aby ich rozwiazywanie pozwalato na
skorygowanie niektérych pochopnych pogladéw, zywionych na podstawie
mniej lub bardziej precyzyjnie okreslonych intuicji doswiadczenia
potocznego. Istotne jest to, w jaki sposéb mysl poczeta postawieniem
zagadki prowadzi do rozwigzania — jakie pomysty, prawa, metody, techniki
sa przy tym wykorzystywane.
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Dodatek 1: armia Conwaya

Jak wysoko mozna zaj$¢?

Ruchy: pionowo lub poziomo, usuwajgc przeskakiwany pionek.

RUEaoe
X3 x2|x!|x2 | x3

X610 | x| x| a2 |3 [ x4 | x5 | x0

X5|x4|x3| x| x5 | x6
XB{ X5 x4 x5 | x8|x7

x10] %9 x8[ 7| x6| x5 | %6 |7 | ¥8| x| x10
X1[x10) x0 [ %7 [ X6 | X9 [x10]x 11
X12[x111x10] x9 [ %8 X7 X x0 [xtofx11|x12
X3t x10] X0 %] a0 [x20[x 1 1[x12x 13

Pi:x®+x% Py x®4+2x8+x7 P3: x®4+3x8+3x" +x8
Metryka Manhattan: d((x1,x2), (y1,y2)) = |x1 — ya| + [x2 — y2|.
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Reguty w bitwie o poziom piaty

@ x"T2 + x"*! zostaje zastapione przez x”
@ x" + x"1 zostaje zastapione przez x”

Q x" + x"t1 zostaje zastgpione przez x"2.

Warto$¢ x > 0 dobieramy tak, aby warto$¢ otrzymanego wielomianu
zmniejszata sie w drugim i trzecim z powyzszych przypadkéw, a
pozostawata niezmieniona w pierwszym z nich. Skoro x > 0, to

X" 4+ x"1 > x" Jesli ma by¢ x™ + x" > x™2 to 1 + x > x?, co daje
nieréwno$é 0 < x < %(\@—i— 1). Wreszcie, dla pierwszego warunku nasz
wielomian ma nie zmienia¢ wartosci, czyli ma zachodzi¢ x"+2 4 x™1 = x”.
To oznacza, ze x + x? = 1, a wiec jesli przyjmiemy x = %(\/g— 1), to
wszystkie wymagane warunki s3 spetnione oraz zachodzi x + x? = 1.
Celowi T nadajemy wartos¢ 1.
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Dodatek 1: armia Conwaya

Wartos¢ nieskonczonej armii

e Kazda z konfiguracji pionkéw opisana jest skoficzonym wielomianem.
Jego wartos$¢ bedzie zatem mniejsza od sumy szeregu nieskofnczonego
(ktdry interpretowaé mozemy jako warto$¢ nieskofczonej armii):
P=x®4+3x04+5x" +7x®+ ... =x5(1+3x+5x2+7x3 +...).
S=1+4+3x+5x>+7x3+...

xS =x+3x2+5x3 +7x* + ...
S—xS=S(1—-x)=1+2x+2x*>+2x3+...
SA—x)=14+2(x+x>2+x3+..)

S(1—x)=1+ 2 =1

1—x

S= a5y

x3(14x)

e Poniewaz P = x°S, wiec P = A=) -
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Nieosiggalny poziom piaty

@ Przypomnijmy, ze nasz wybér wartosci dla x spetnia warunek

x+x2=x(1+x)=1awiecl+x=1orazl—x=x

A(lx) _ () Xt
XT —_— .

o Tak wiec: P = ax? — 027 =

e Oznacza to, ze wartos¢ przypisana kazdej poczatkowej (skoficzonej!)
konfiguracji pionkéw ponizej bariery musi by¢ mniejsza od 1, a
poniewaz kazdy ruch albo zmniejsza wartos¢ konfiguracji, albo
pozostawia jg bez zmian, wiec wartos¢ zadnego z pionkdéw nie osiagnie
nigdy 1.

@ A to znaczy, ze zaden pionek ze skonczonej armii pod barierg,
niezaleznie od tego jak licznej i jak sprytnie rozstawionej, nigdy nie
osiggnie poziomu piatego.
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Opréznianie pudetka

Przypusémy, ze masz nieskonczenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi
liczbami catkowitymi, przy czym kazda taka liczba jest umieszczona na
nieskofczenie wielu kulach (masz wiec nieskoriczenie wiele kul z jedynka,
nieskofczenie wiele z dwdjka, nieskonczenie wiele z tréjka, itd.). Masz tez
pudetko, ktére zawiera skonczenie wiele ponumerowanych kul. Celem
zabawy jest opréznienie pudetka, wedle nastepujacej reguty. W kazdym
kroku wyjmujesz pewna kule, a na jej miejsce wktadasz catkiem dowolng
liczbe kul o mniejszych numerach. Poniewaz nie ma mniejszych od jedynki
dodatnich liczb catkowitych, wiec kuli z jedynka niczym nie zastepujesz.
Rozwiazanie wyglada prosto: wystarczy, ze zastapisz kazda kule w pudetku
kulg z jedynka, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynka po kolei.
Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, ze nie mozna z géry ograniczy¢ liczby
krokéw potrzebnych to opréznienia pudetka — pamietajmy, ze mozna
Jutrudniaé” poprzez doktadanie dowolnej skonczonej liczby kul, byle o
numerze mniejszym niz numer kuli zastepowane;.

v
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Lemat Kdniga w dziataniu

Zabawe te przedstawi¢ mozna w postaci drzewa o ponumerowanych
wierzchotkach. Poczatkowa zawartos¢ pudetka reprezentujg wierzchotki
wychodzace bezposrednio z korzenia drzewa. Zastepowanie jakiej$ kuli
(liscia drzewa) zbiorem innych polega na dotaczeniu, w miejsce usuwanego
liscia, catego zbioru nowych lisci, reprezentujacych kule, zastepujace
usuwang kule. Drzewo ,rosnie w gére” w miare jak zastepujemy usuwane
kule nowymi. Zauwazmy, ze na kazde] gatezi drzewa wystepuja kule o coraz
mniejszych numerach. Ponadto, kazdy wierzchotek drzewa ma tylko
skonczenie wielu bezposrednich potomkéw. Gdyby drzewo miato
nieskonczona liczbe wierzchotkéw, to (na mocy Lematu Kéniga) musiatoby
mie¢ gataz nieskonczona. To jednak jest niemozliwe, ze wzgledu na
wspomniany juz fakt, ze numery na kazdej gatezi maleja, w miare
oddalania sie od korzenia drzewa. Tak wiec, zabawa w opréznianie pudetka
musi zakonczy¢ sie w skoiczonej liczbie krokéw.
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