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Wprowadzenie

Wprowadzenie

W niniejszej, drugiej prezentacji dotycz¡cej metody TA w KRP omawiamy:

pre�ksowe postacie normalne formuª i skolemizacj¦

niektóre twierdzenia metalogiczne dotycz¡ce KRP

metod¦ TA w KRP z identyczno±ci¡

metod¦ TA w KRP z symbolami funkcyjnymi.

Do metody TA w KRP powrócimy jeszcze pó¹niej, po omówieniu
konsekwencji rezolucyjnej w KRP oraz poj¦cia uni�kacji.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP

TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP

Wykorzystamy metod¦ TA w dowodach kilku twierdze« metalogicznych
dotycz¡cych KRP.

Najpierw poka»emy, »e formuªy j¦zyka KRP mo»na przeksztaªca¢ na
równowa»ne im (w ±ci±le okre±lonym sensie) formuªy w tzw. pre�ksowych
postaciach normalnych.

Przedstawimy te» kilka wa»nych twierdze« metalogicznych dotycz¡cych
KRP, których dowody otrzyma¢ mo»na przy u»yciu metody tablic
analitycznych.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

W KRZ ka»da formuªa jest inferencyjnie równowa»na pewnej formule w
koniunkcyjnej postaci normalnej (KPN), a tak»e pewnej formule w
alternatywnej postaci normalnej (APN). Fakt ten mo»e by¢ wykorzystany w
dowodzie twierdzenia o peªno±ci KRZ, ma tak»e inne zastosowania.

W KRP równie» dysponujemy metod¡ sprowadzania dowolnej formuªy
j¦zyka tego rachunku do pewnej standardowej postaci normalnej.
Poka»emy mianowicie, »e dowolna formuªa j¦zyka KRP jest równowa»na
(tablicowo) formule, która rozpoczyna si¦ ci¡giem kwanty�katorów, po
którym nast¦puje formuªa bez kwanty�katorów. Podobne twierdzenie o
równowa»no±ci inferencyjnej zachodzi dla aksjomatycznego uj¦cia KRP
(zob. wykªady 20�21). Nadto, poka»emy, »e poprzez wprowadzenie nowych
symboli funkcyjnych mo»na wyeliminowa¢ wszystkie kwanty�katory
egzystencjalne z owego ci¡gu.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (2) 4 / 76



TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Mówimy, »e formuªy α i β j¦zyka KRP s¡ inferencyjnie równowa»ne, gdy
tablica analityczna formuªy ¬(α ≡ β) jest zamkni¦ta.
Mówimy, »e formuªy α i β j¦zyka KRP s¡ równospeªnialne, gdy zbiór {α}
jest semantycznie niesprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy zbiór {β} jest
semantycznie niesprzeczny.

Mówimy, »e formuªa α j¦zyka KRP jest w pre�ksowej postaci normalnej,
gdy jest ona postaci Q1x1 . . .Qnxn β, gdzie β jest formuª¡ bez
kwanty�katorów, a ka»dy symbol Qi jest jednym z kwanty�katorów: ∀ lub
∃. Je±li w dodatku β jest w KPN, to mówimy, »e α jest w koniunkcyjnej

pre�ksowej postaci normalnej. Ci¡g Q1x1 . . .Qnxn nazywamy pre�ksem
formuªy α, a formuª¦ β jej matryc¡.

Przez formuª¦ uniwersaln¡ rozumiemy ka»d¡ formuª¦ w pre�ksowej postaci

normalnej, w której pre�ksie wyst¦puj¡ jedynie kwanty�katory generalne.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Twierdzenie 1.

Dla dowolnego ci¡gu kwanty�katorów
−→
Qx = Q1x1 . . .Qnxn oraz dowolnych

formuª α i β zachodz¡ nast¦puj¡ce równowa»no±ci:

−→
Qx¬∀yα ≡

−→
Qx∃y¬α.

−→
Qx¬∃yα ≡

−→
Qx∀y¬α.

−→
Qx(∀yα ∨ β) ≡

−→
Qx∀z(α(y/z) ∨ β).

−→
Qx(α ∧ ∀yβ) ≡

−→
Qx∀z(α ∧ β(y/z)).

−→
Qx(∃yα ∧ β) ≡

−→
Qx∃z(α(y/z) ∧ β).

−→
Qx(α ∧ ∃yβ) ≡

−→
Qx∃z(α ∧ β(y/z)).
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

−→
Qx(∀yα ∨ β) ≡

−→
Qx∀z(α(y/z) ∨ β).

−→
Qx(α ∨ ∀yβ) ≡

−→
Qx∀z(α ∨ β(y/z)).

−→
Qx(∃yα ∨ β) ≡

−→
Qx∃z(α(y/z) ∨ β).

−→
Qx(α ∨ ∃yβ) ≡

−→
Qx∃z(α ∨ β(y/z)).

−→
Qx(∀yα→ β) ≡

−→
Qx∃z(α(y/z)→ β).

−→
Qx(α→ ∀yβ) ≡

−→
Qx∀z(α→ β(y/z)).

−→
Qx(∃yα→ β) ≡

−→
Qx∀z(α(y/z)→ β).

−→
Qx(α→ ∃yβ) ≡

−→
Qx∃z(α ∨ β(y/z)).

We wszystkich tych równowa»no±ciach z jest zmienn¡ nie wyst¦puj¡c¡ po
lewej stronie równowa»no±ci.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Twierdzenie 2.

Dla dowolnej formuªy α j¦zyka KRP istnieje równowa»na jej formuªa α′ w
pre�ksowej postaci normalnej, o tych samych zmiennych wolnych co α.
Ka»d¡ tak¡ formuª¦ α′ nazywamy pre�ksow¡ postaci¡ normaln¡ formuªy
α.

Twierdzenie 3.

Dla dowolnego zdania α = ∀x1 . . . ∀xn∃yβ j¦zyka KRP sygnatury σ zdanie

α′ = ∀x1 . . . ∀xnβ(f (x1, . . . , xn)),

gdzie f jest nowym symbolem funkcyjnym spoza σ, jest równospeªnialne z
α.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Twierdzenie 4.

Dla dowolnego zdania α j¦zyka KRP sygnatury σ istnieje formuªa
uniwersalna α′ w j¦zyku KRP sygnatury σ rozszerzonej o nowe symbole
funkcyjne taka, »e α oraz α′ s¡ równospeªnialne.

Ka»d¡ formuª¦ α′ speªniaj¡c¡ tez¦ powy»szego twierdzenia nazywamy
skolemow¡ postaci¡ normaln¡ formuªy α.

Na mocy powy»szego twierdzenia tworzenie tablic analitycznych dla
(negacji) dowolnych formuª j¦zyka KRP mo»na sprowadzi¢ do tworzenia
tablic analitycznych dla (negacji) formuª uniwersalnych.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Przykªady

Formuª¦ w pre�ksowej postaci normalnej równowa»n¡ inferencyjnie z (1):

(1) ∀x∃yP(x , y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y)

mo»emy znale¹¢ np. w nast¦puj¡cy sposób:

∀x∃yP(x , y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y)

∀u(∃yP(u, y) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y))

∀u∃v(P(u, v) ∨ ¬∃x∀yQ(x , y))

∀u∃v(P(u, v) ∨ ∀x¬∀yQ(x , y))

∀u∃v(P(u, v) ∨ ∀x∃y¬Q(x , y))

∀u∃v∀w(P(u, v) ∨ ∃y¬Q(w , y))

∀u∃v∀w∃z(P(u, v) ∨ ¬Q(w , z)).
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Przykªady

Formuª¦ w pre�ksowej postaci normalnej równowa»n¡ inferencyjnie z (2):

(2) ∀x∀y(∃z(P(x , z) ∧ P(y , z))→ ∃uQ(x , y , u))

mo»emy znale¹¢ np. w nast¦puj¡cy sposób:

∀x∀y(∃z(P(x , z) ∧ P(y , z))→ ∃uQ(x , y , u))

∀x∀y∀w((P(x ,w) ∧ P(y ,w))→ ∃uQ(x , y , u))

∀x∀y∀w∃z((P(x ,w) ∧ P(y ,w))→ Q(x , y , z)).
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Pre�ksowe postacie normalne i skolemizacja

Przykªady

Mo»liwymi postaciami skolemowymi formuª (1) oraz (2) s¡ np.:

(1)′ ∀u∀w(P(u, f (u)) ∨ ¬Q(w , g(u,w)))

(2)′ ∀x∀y∀w((P(x ,w) ∧ P(y ,w))→ Q(x , y , f (x , y ,w))).
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Zwarto±¢

Zwarto±¢

Twierdzenie 5. Twierdzenie o zwarto±ci.

Zbiór zda« S j¦zyka KRP jest speªnialny wtedy i tylko wtedy, gdy ka»dy
sko«czony podzbiór S jest speªnialny.

Z powy»szego twierdzenia wynika, »e zbiór zda« S j¦zyka KRP nie jest
speªnialny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien sko«czony podzbiór S nie jest
speªnialny.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Twierdzenie Löwenheima-Skolema

Twierdzenie Löwenheima-Skolema

Twierdzenie 6. Twierdzenie Löwenheima-Skolema.

Je±li przeliczalny zbiór zda« S j¦zyka KRP jest speªnialny (tj. ma model),
to S ma model przeliczalny.

Dowód.

Rozwa»my systematyczn¡ tablic¦ analityczn¡ D z zaªo»e« S i o korzeniu
¬(α ∧ ¬α) dla dowolnego wybranego zdania α. Na mocy twierdzenia o
trafno±ci metody tablic analitycznych w KRP, D nie mo»e by¢ dowodem
tablicowym formuªy α ∧ ¬α (gdy» to oznaczaªoby, »e α ∧ ¬α jest
tautologi¡ KRP, co nie jest prawd¡). Tablica D nie jest zatem sprzeczna,
czyli zawiera gaª¡¹ otwart¡ P . Wtedy struktura MP zde�niowana w
dowodzie twierdzenia o peªno±ci metody TA w KRP jest modelem zbioru S .
Poniewa» istnieje przeliczalnie wiele termów bazowych j¦zyka KRP, wi¦c
MP jest przeliczalnym modelem S .
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie Herbranda

Nast¦puj¡ce twierdzenie wzmacnia twierdzenie o peªno±ci metody TA w
KRP, w tym sensie, »e pozwala przechodzi¢ od niespeªnialno±ci zbioru
formuª uniwersalnych (lub nawet formuª ze zmiennymi wolnymi) j¦zyka
KRP do niespeªnialno±ci pewnego zbioru formuª KRZ.

Twierdzenie 7. Twierdzenie Herbranda.

Niech S b¦dzie zbiorem formuª otwartych j¦zyka KRP. Wtedy zachodzi
alternatywa:

(a) S ma model Herbranda;

(b) S nie jest speªnialny. W szczególno±ci, istnieje sko«czenie wiele
podstawie« (termów bazowych za zmienne wolne) formuª z S takich,
»e koniunkcja formuª otrzymanych w wyniku tych podstawie« nie jest
speªnialna.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie Herbranda

Warunek (b) powy»ej jest równowa»ny warunkowi:

(c) Istnieje sko«czenie wiele podstawie« (termów bazowych za zmienne
wolne) negacji formuª z S takich, »e alternatywa formuª otrzymanych
w wyniku tych podstawie« jest tautologi¡ KRP. Zauwa»my, »e w tym
przypadku mo»emy tak dobra¢ zmienne zdaniowe (z j¦zyka KRZ), »e
odpowiednia alternatywa tych zmiennych jest tautologi¡ KRZ.

Wa»nym wnioskiem z twierdzenia Herbranda jest nast¦puj¡ce twierdzenie.
Twierdzenie 8.

Je±li α(−→x ) jest formuª¡ bez kwanty�katorów w j¦zyku KRP z co najmniej
jedn¡ staª¡ indywiduow¡, to ∃−→x α(−→x ) jest tautologi¡ wtedy i tylko wtedy,
gdy istniej¡ termy bazowe

−→
ti takie, »e alternatywa α(

−→
t1 ) ∨ . . . ∨ α(

−→
tn ) jest

tautologi¡. [Wyra»enie −→x oznacza ci¡g zmiennych wolnych. Podobnie,
wyra»enie

−→
t oznacza ci¡g termów bazowych.]
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie Herbranda

Twierdzenie powy»sze mo»na równie» wzmocni¢ do twierdzenia
nast¦puj¡cego.

Twierdzenie 9.

Niech α b¦dzie zdaniem w pre�ksowej postaci normalnej (w j¦zyku L), a β
formuª¡ w pre�ksowej postaci normalnej równowa»n¡ inferencyjnie
(tablicowo) zdaniu ¬α oraz niech γ(−→x ) b¦dzie otwart¡ skolemizacj¡
formuªy β (w j¦zyku L′, tworzon¡ wedle konstrukcji podanej w twierdzeniu
3). Wtedy α jest tautologi¡ wtedy i tylko wtedy, gdy istniej¡ termy bazowe−→
t1 , . . . ,

−→
tn j¦zyka L′ takie, »e alternatywa ¬γ(−→t1 ) ∨ . . . ∨ ¬γ(

−→
tn ) jest

tautologi¡.

(Formuªa jest otwarta, je±li zawiera zmienne wolne. W przeciwnym
przypadku jest zamkni¦ta.)
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Twierdzenie Churcha

Twierdzenie Churcha

Precyzyjne sformuªowanie twierdzenia Churcha wymagaªoby wprowadzenia
caªego szeregu poj¦¢ i twierdze« zwi¡zanych z matematyczn¡ reprezentacj¡
poj¦cia obliczalno±ci. Na to w niniejszym elementarzu nie mo»emy sobie
pozwoli¢.

W dotychczasowym programie studiów J¦zykoznawstwa i Informacji

Naukowej przewiduje si¦ (na roku trzecim) osobne konwersatorium Funkcje

Rekurencyjne, po±wi¦cone tej problematyce.

W planie studiów J¦zykoznawstwa i Nauk o Informacji przewiduje si¦,
równie» na roku trzecim, kurs Algorytmy i Obliczanie, gdzie tak»e
planuje si¦ omawianie tej problematyki.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Twierdzenie Churcha

Twierdzenie Churcha

Metoda tablic analitycznych jest jedynie póªalgorytmem, tj.:

Je±li α jest tautologi¡ KRP, to isnieje tablicowy dowód α.

Je±li α nie jest tautologi¡ KRP, to (systematyczna) tablica
analityczna dla α mo»e zawiera¢ gaª¡¹, któr¡ nale»y przedªu»a¢ w
niesko«czono±¢; w konsekwencji, nie mo»na w sko«czonej liczbie

kroków wykaza¢ z pomoc¡ tablic analitycznych, »e dana formuªa nie

jest tautologi¡ KRP.

Powy»sze ograniczenie nie dotyczy jedynie metody tablic analitycznych.
Twierdzenie Churcha stwierdza, »e nie istnieje metoda algorytmiczna
ustalania, czy dowolna formuªa α j¦zyka KRP jest, czy te» nie jest
tautologi¡ tego rachunku.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Twierdzenie Churcha

Twierdzenie Churcha

Nie ma zatem efektywnej metody, tj. wykorzystuj¡cej jedynie z góry
okre±lone, mechaniczne kroki, która w sko«czonej liczbie takich kroków
pozwoliªaby rozstrzygn¡¢, dla dowolnej formuªy α j¦zyka KRP, czy α jest,
czy te» nie jest tautologi¡ tego rachunku. Rachunek predykatów jest
nierozstrzygalny.

Jak dowiemy si¦ z nast¦pnych wykªadów, istniej¡ metody syntaktyczne (np.
metoda aksjomatyczna) takie, »e ogóª tez KRP pokrywa si¦ ze zbiorem
wszystkich tautologii KRP. Nie jest to »adna sprzeczno±¢ z wypowiedzianym
przed chwil¡ twierdzeniem Churcha. W metodzie aksjomatycznej mówimy,
»e α jest tez¡ KRP, gdy istnieje dowód α z aksjomatów tego rachunku. I
chocia» zbiór aksjomatów jest obliczalny (efektywnie podany), a tak»e
reguªy wnioskowania s¡ obliczalne, czego konsekwencj¡ jest to, »e poj¦cie
dowodu równie» jest obliczalne, to nie istnieje »adna efektywna metoda
ograniczenia zªo»ono±ci (np. dªugo±ci) dowodu danej tezy.
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TA w KRP a wªasno±ci metalogiczne KRP Twierdzenie Churcha

Twierdzenie Churcha

Tak wi¦c, chocia» wiemy, »e dla dowolnej formuªy α j¦zyka KRP, »e:

α jest tez¡ KRP wtedy i tylko wtedy, gdy α jest tautologi¡ KRP,

to nie mo»emy z góry okre±li¢ dªugo±ci dowodów tez KRP. I to wªa±nie
kryje si¦ za nierozstrzygalno±ci¡ KRP.

Wi¦cej na ten temat dowiedz¡ si¦ ci studenci, którzy dobrn¡ do trzeciego
roku studiów, od tych wykªadowców, którzy momentu tego do»yj¡.
Na razie »yczmy sobie nawzajem, aby obu stronom udaªo si¦ ten program
zrealizowa¢.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡

Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡

Je±li pracujemy w j¦zyku KRP z identyczno±ci¡, to identyczno±¢ jest
traktowana w metodzie TA jako staªa logiczna. Trzeba zatem poda¢
dodatkowe reguªy dotycz¡ce tablic atomowych zawieraj¡cych predykat
identyczno±ci. Ponadto, twierdzenia o trafno±ci oraz o peªno±ci tablic
analitycznych dla j¦zyka KRP z identyczno±ci¡ wymagaj¡ osobnych
dowodów.

Identyczno±¢ jest relacj¡ równowa»no±ci, czyli jest zwrotna, symetryczna
oraz przechodnia. Nadto, przedmioty identyczne s¡ nieodró»nialne, ani
przez »adn¡ wªasno±¢, ani poprzez pozostawanie w zale»no±ciach z innymi
przedmiotami.

Zauwa»my, »e bez relacji identyczno±ci praktycznie niewyobra»alne jest uprawianie
wi¦kszo±ci dyscyplin matematycznych � wspóªczesne rozumienie poj¦cia funkcji,
jednego z najistotniejszych poj¦¢ matematycznych, wykorzystuje relacj¦
identyczno±ci.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ De�nicje

Identyczno±¢

Dla predykatu identyczno±ci tradycyjnie u»ywanym symbolem jest = i
tradycja ta zostanie tu uszanowana. To, »e relacj¦ identyczno±ci
oznaczamy tym samym symbolem, nie powinno prowadzi¢ do
nieporozumie« � z kontekstu zawsze b¦dzie jasno wynika¢, czy odnosimy
si¦ do predykatu (j¦zyk), czy do relacji (odniesienie przedmiotowe j¦zyka,
interpretacje).

Tak wi¦c, identyczno±¢ termów t1 oraz t2 zapisywa¢ b¦dziemy formuª¡:
t1 = t2. Formuª¦ ¬t1 = t2 b¦dziemy (tak»e zgodnie z tradycj¡), zapisywa¢
te» czasem w postaci t1 6= t2.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ De�nicje

Identyczno±¢

O predykacie identyczno±ci zakªada si¦ nast¦puj¡ce aksjomaty:

(1) ∀x (x = x)

(2) ∀x1 . . . ∀xn∀y1 . . . ∀yn ((x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn = yn)→
(f (x1, . . . , xn) = f (y1, . . . , yn)))

(3) ∀x1 . . . ∀xn∀y1 . . . ∀yn ((x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn = yn)→
(P(x1, . . . , xn) ≡ Q(y1, . . . , yn))).

dla wszystkich n-argumentowych symboli funkcyjnych f oraz wszystkich
predykatów n-argumentowych, dla wszystkich n.

Zwrotno±¢ predykatu identyczno±ci wyra»a warunek (1). Wªasno±ci:
symetryczno±ci oraz przechodnio±ci predykatu identyczno±ci, czyli:

∀x∀y (x = y → y = x)

∀x∀y∀z ((x = y ∧ y = z)→ x = z)

s¡ konsekwencj¡ powy»szych aksjomatów.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ De�nicje

Tablice atomowe w j¦zyku KRP z identyczno±ci¡

Tablicami atomowymi s¡, oprócz wymienionych w de�nicji TA dla KRP,
równie» wszystkie drzewa postaci:

α

t1 = t2

α(t2//t1)

α

t2 = t1

α(t2//t1)

gdzie α jest dowolnym zdaniem j¦zyka KRP z identyczno±ci¡, a t1 oraz t2
dowolnymi termami bazowymi tego j¦zyka, oraz gdzie α(t2//t1) jest
formuª¡ powstaj¡c¡ z α poprzez zast¡pienie pewnych wyst¡pie« termu t1
wyst¡pieniami termu t2.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ De�nicje

Tablice analityczne w j¦zyku KRP z identyczno±ci¡

De�nicja tablic analitycznych w j¦zyku KRP z identyczno±ci¡ jest taka
sama, jak de�nicja TA w KRP, przy czym tablice atomowe s¡ teraz
oczywi±cie rozumiane w sensie de�nicji podanej powy»ej.

Gaª¡¹ P tablicy analitycznej D jest sprzeczna, je±li:

α oraz ¬α wyst¦puj¡ w P, dla pewnego zdania α, lub
¬(t = t) wyst¦puje w P, dla pewnego termu t.

Tablica D jest sprzeczna, je±li ka»da gaª¡¹ w D jest sprzeczna.

Wszystkie pozostaªe de�nicje z cz¦±ci (1) (tablice systematyczne, tablice
zako«czone, dowody tablicowe, itd.) przenosz¡ si¦ automatycznie na
przypadek j¦zyka KRP z identyczno±ci¡.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ De�nicje

Reguªy tworzenia tablic analitycznych

Reguªy dotycz¡ce predykatu identyczno±ci w metodzie tablic analitycznych
mo»na sprowadzi¢ np. do nast¦puj¡cych dwóch:

Je±li t1 oraz t2 s¡ dowolnymi termami, α zawiera jakie± wyst¡pienia
termu t1, to gaª¡¹ tablicy zawieraj¡c¡ formuªy α oraz t1 = t2
przedªu»amy dodaj¡c formuª¦ α(t2//t1):

R12(=) α

t1 = t2

α(t2//t1)

gdzie α(t2//t1) jest formuª¡ powstaj¡c¡ z α poprzez zast¡pienie
pewnych wyst¡pie« termu t1 wyst¡pieniami termu t2.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ De�nicje

Reguªy tworzenia tablic analitycznych

Je±li t1 oraz t2 s¡ dowolnymi termami, α zawiera jakie± wyst¡pienia
termu t1, to gaª¡¹ drzewa zawieraj¡c¡ formuªy α oraz t2 = t1
przedªu»amy dodaj¡c formuª¦ α(t2//t1):

R21(=) α

t2 = t1

α(t2//t1)

gdzie α(t2//t1) jest formuª¡ powstaj¡c¡ z α poprzez zast¡pienie
pewnych wyst¡pie« termu t1 wyst¡pieniami termu t2.

Umowa notacyjna. Zastosowanie reguªy Rij(=) w kroku n. do formuªy o

numerze (m) z wykorzystaniem identyczno±ci termów t1 oraz t2 wyra»onej w

formule o numerze (k) zaznacza¢ b¦dziemy umieszczonym z prawej strony

formuªy o numerze (m) komentarzem: n.k,t2//t1 .
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Poprawno±¢ metody TA w KRP z identyczno±ci¡

Poprawno±¢ metody TA w KRP z identyczno±ci¡

Chocia» nie mo»emy zagwarantowa¢ ±rodkami czysto syntaktycznymi, »e
interpretacj¡ predykatu identyczno±ci jest relacja identyczno±ci, to mo»emy
mimo to zagwarantowa¢, »e metoda tablic analitycznych w j¦zyku KRP z
identyczno±ci¡ jest trafna i peªna.

Zachodzi Twierdzenie o trafno±ci metody tablic analitycznych w

KRP z identyczno±ci¡ i jego dowód jest natychmiastowy.

Dla dowodu twierdzenia o peªno±ci metody TA w KRP z identyczno±ci¡
trzeba wprowadzi¢ poj¦cie modelu ilorazowego.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Poprawno±¢ metody TA w KRP z identyczno±ci¡

Model ilorazowy

Niech M b¦dzie struktur¡ otrzyman¡ w twierdzeniu o peªno±ci metody TA
w KRP (pomijamy indeks odnosz¡cy si¦ do gaª¦zi, gdy» nie jest on tu
istotny), dla systematycznej tablicy analitycznej D ze zbioru zaªo»e« S .
Przypominamy, »e elementami uniwersum M s¡ termy bazowe.

De�niujemy relacj¦ ∼= w uniwersum modelu M:

t1 ∼= t2 wtedy i tylko wtedy, gdy M |= t1 = t2.

Wtedy ∼= jest relacj¡ równowa»no±ci w uniwersum modelu M. Niech [t]
oznacza klas¦ równowa»no±ci termu t wzgl¦dem tej relacji.

Budujemy model ilorazowy M/∼= w sposób nast¦puj¡cy:
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Poprawno±¢ metody TA w KRP z identyczno±ci¡

Model ilorazowy

uniwersum modelu M/∼= to rodzina wszystkich klas równowa»no±ci
relacji ∼=.

f M/∼= ([t1], . . . , [tn]) = [f M(t1, . . . , tn)], dla ka»dego symbolu
funkcyjnego f .

M/∼= |= R([t1], . . . , [tn]) wtedy i tylko wtedy, gdy M |= R(t1, . . . , tn),
dla ka»dego predykatu (ró»nego od predykatu identyczno±ci).

W standardowy sposób pokazuje si¦, »e jest to poprawna de�nicja, tj., »e
nie zale»y ona od wyboru reprezentantów z poszczególnych klas
równowa»no±ci ∼=.

Interpretacja predykatu identyczno±ci w modelu M/∼= jest relacj¡
identyczno±ci (a nie jak¡kolwiek inn¡ relacj¡ równowa»no±ci speªniaj¡c¡
aksjomaty identyczno±ci).
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Poprawno±¢ metody TA w KRP z identyczno±ci¡

Peªno±¢ metody TA w KRP z identyczno±ci¡

Twierdzenie 10. Peªno±¢ metody tablic analitycznych w KRP z

identyczno±ci¡.

Dla dowolnego zbioru zda« S zawieraj¡cego aksjomaty identyczno±ci
zachodzi alternatywa:

S jest tablicowo sprzeczny.

Istnieje model dla S , w którym predykat identyczno±ci interpretowany
jest jako relacja identyczno±ci.

Twierdzenia o trafno±ci i peªno±ci metody TA w KRP z identyczno±ci¡
gwarantuj¡, »e mo»na poprawnie u»ywa¢ tej metody do rozwi¡zywania
takich samych problemów, jak w KRP.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 1

Poka»emy, »e nast¦puj¡ce formuªy tworz¡ zbiór semantycznie niesprzeczny:

∀x (P(x)→ x = a)
P(b)
a = b

Przypuszczamy zatem, »e podane wy»ej formuªy s¡ prawdziwe w co
najmniej jednej interpretacji. Przypuszczenie to zostanie potwierdzone, o ile
tablica analityczna, tj. drzewo, w którego pniu umieszczamy te formuªy
b¦dzie miaªo co najmniej jedn¡ gaª¡¹ otwart¡. Budujemy tablic¦:
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 1

(0.1) ∀x (P(x)→ x = a) 1.?a 2.?b

(0.2) P(b)

(0.3) a = b

(1) P(a)→ a = a 4.→

(2) P(b)→ b = a 3.→

(3l ) ¬P(b)

×0.2,3l

(3p) b = a

(4l ) ¬P(a) 5.3p ,b//a

(5) ¬P(b)

×0.2,5

(4p) a = a

◦

Tablica ma gaª¡¹ otwart¡. Zbiór semantycznie niesprzeczny.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 2

Poka»emy, »e ka»da relacja, która jest jednocze±nie symetryczna oraz
antysymetryczna jest zawarta w relacji identyczno±ci.

W tym celu wystarczy pokaza¢, »e nast¦puj¡ca reguªa wnioskowania jest
niezawodna:

∀x∀y (P(x , y)→ P(y , x)
∀x∀y (P(x , y) ∧ P(y , x)→ x = y)

∀x∀y (P(x , y)→ x = y)

Budujemy tablic¦ analityczn¡, tj. drzewo, w którego pniu umieszczamy
przesªanki oraz zaprzeczenie wniosku badanej reguªy [poniewa» tablica nie
mie±ci si¦ na jednym slajdzie, przedstawiamy j¡ w dwóch cz¦±ciach]:
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 2

(0.1) ∀x∀y (P(x , y)→ P(y , x)) 4.?a

(0.2) ∀x∀y (P(x , y) ∧ P(y , x)→ x = y) 6.?a

(0.3) ¬∀x∀y (P(x , y)→ x = y) 1.
√
a

(1) ¬∀y (P(a, y)→ a = y) 2.
√
b

(2) ¬(P(a, b)→ a = b) 3.¬→

(3g ) P(a, b)

(3d ) a 6= b

(4) ∀y (P(a, y)→ yPa) 5.?b

(5) P(a, b)→ P(a, b) 8.→

(6) ∀y (P(a, y) ∧ P(y , a)→ a = y) 7.?b

(7) P(a, b) ∧ P(b, a)→ a = b 9.→
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 2

(7) P(a, b) ∧ P(b, a)→ a = b 9.→

(8l ) ¬P(a, b)

×3g ,8l

(8p) P(b, a)

(9l ) ¬(P(a, b) ∧ P(b, a)) 10.¬∧

(10l ) ¬P(a, b)

×3g ,10l

(10p) ¬P(b, a)

×8p ,10p

(9p) a = b

×3d ,9p

Tablica zamkni¦ta. Reguªa niezawodna.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 3

Poka»emy, »e nast¦puj¡ca formuªa jest tautologi¡ KRP z identyczno±ci¡:

P(a) ≡ ∀x (x = a→ P(x))

W tym celu wystarczy pokaza¢, »e powy»sza formuªa ma dowód tablicowy,
tj., »e tablica analityczna jej negacji ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te:
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 3

¬(P(a) ≡ ∀x (x = a→ P(x))) 1.¬≡

(1lg ) P(a)

(1ld ) ¬∀x (x = a→ P(x)) 2.
√
b

(2) ¬(b = a→ P(b)) 3.¬→

(3g ) b = a

(3d ) ¬P(b) 4.a//b3g

(4) ¬P(a)

×1lg ,4

(1pg ) ¬P(a)

(1pd ) ∀x (x = a→ P(x)) 5.?a

(5) a = a→ P(a) 6.→

(6l ) ¬a = a

×6l

(6p) P(a)

×1pg ,6p

Tablica sprzeczna. Badana formuªa jest tautologi¡ KRP.
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 4

Ustalimy, czy nast¦puj¡ca reguªa jest niezawodna:

∀x(x = a→ P(x))
a 6= b

P(b)

Budujemy tablic¦ analityczn¡, tj. drzewo, w którego pniu umieszczamy
przesªanki oraz zaprzeczony wniosek:
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Metoda TA dla KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Przykªad 4

(0.1) ∀x (x = a→ P(x)) 1.?a 2.?b

(0.2) a 6= b

(0.3) ¬P(b)

(1) a = a→ P(a) 3.→

(2) b = a→ P(b) 4.→

(3l ) ¬a = a

×3l

(3p) P(a)

(4l ) ¬b = a

♠

(4p) P(b)

×0.3,4p

Tablica ma gaª¡¹ otwart¡. Badana reguªa jest zawodna.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 18, 19 Metoda TA w KRP (2) 41 / 76



Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi

Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi

Dokªadniejsze omówienie dziaªania metody TA dla KRP z symbolami
funkcyjnymi odkªadamy na nieco pó¹niej. Zajmiemy si¦ tym mianowicie
dopiero po wprowadzeniu poj¦cia uni�kacji, co nast¡pi w wykªadzie
po±wi¦conym konsekwencji rezolucyjnej w KRP.

Poni»ej podajemy jedynie kilka prostych przykªadów, w których nie trzeba
odwoªywa¢ si¦ do poj¦cia uni�kacji. Niektóre dowody zapisywane b¦d¡ nie
w postaci drzew, ale w postaci tabel, zawieraj¡cych ponumerowane wiersze
dowodu oraz stosowne komentarze dowodowe.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Wªasno±ci funkcji

Przykªad 4: Wªasno±ci Funkcji

Udowodnimy, »e dla dowolnych funkcji f , g oraz h:

(z) ∀x∀y ((x = y ∧ f (y) = g(y))→ (h(f (x)) = h(g(y)))).

Oczywi±cie, milcz¡co zakªadamy tu, »e dziedziny i przeciwdziedziny
rozwa»anych funkcji s¡ dobrze okre±lone.

Budujemy tablic¦ analityczn¡, tj. drzewo, w którego korzeniu umieszczamy
zaprzeczenie warunku (z). Zaªo»enia, i» f , g oraz h s¡ funkcjami b¦d¡
wykorzystywane w reguªach identyczno±ci (podstawiania termów).

Poniewa» tablica jest sprzeczna, wi¦c stanowi dowód warunku (z):
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Wªasno±ci funkcji

Przykªad 4: Wªasno±ci Funkcji

¬∀x∀y ((x = y ∧ f (y) = g(y))→ h(f (x)) = h(g(y))) 1.
√
a

(1) ¬∀y ((a = y ∧ f (y) = g(y))→ h(f (a)) = h(g(y))) 2.
√
b

(2) ¬((a = b ∧ f (b) = g(b))→ h(f (a)) = h(g(b))) 3.¬→

(3g ) a = b ∧ f (b) = g(b) 4.∧

(3d ) ¬h(f (a)) = h(g(b)) 5.4g .a//b

(4g ) a = b

(4d ) f (b) = g(b) 6.4g .a//b

(5) ¬h(f (a)) = h(g(a)) 7.6.f (a)//g(a)

(6) f (a) = g(a)

(7) ¬h(f (a)) = h(f (a))

×7
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

Tabliczki dodawania i mno»enia zbudowa¢ mo»na w Arytmetyce

Robinsona. Jest to system aksjomatyczny w j¦zyku KRP z identyczno±ci¡
oraz nast¦puj¡cymi symbolami funkcyjnymi:

σ � jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie σ(t), gdzie t

jest dowolnym termem, czytamy: nast¦pnik t;

⊕ � dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie ⊕(t1, t2), gdzie
t1, t2 s¡ dowolnymi termami, czytamy: suma t1 i t2;

⊗ � dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie ⊗(t1, t2), gdzie
t1, t2 s¡ dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t1 i t2.

Nadto, w j¦zyku Arytmetyki Robinsona u»ywamy staªej indywiduowej ©.
Jest to symbol, który czytamy: zero.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

Aksjomaty dotycz¡ce jedynie predykatu identyczno±ci:

∀x (x = x)

∀x∀y (x = y → y = x)

∀x∀y∀z ((x = y ∧ y = z)→ x = z).

Aksjomaty identyczno±ci dla symboli ©, σ, ⊕ oraz ⊗:

∀x∀y (x = y → σ(x) = σ(y))

∀x∀y∀z (x = y → ⊕(x , z) = ⊕(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → ⊕(z , x) = ⊕(z , y))
∀x∀y∀z (x = y → ⊗(x , z) = ⊗(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → ⊗(z , x) = ⊗(z , y)).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

Aksjomaty specy�czne systemu Arytmetyki Robinsona:

A1: ∀x∀y (x 6= y → σ(x) 6= σ(y))

A2: ∀x (© 6= σ(x))

A3: ∀x (x 6=©→ ∃y (x = σ(y)))

A4: ∀x (⊕(x ,©) = x)

A5: ∀x∀y (⊕(x , σ(y)) = σ(⊕(x , y)))
A6: ∀x (⊗(x ,©) =©)

A7: ∀x∀y (⊗(x , σ(y)) = ⊕(⊗(x , y), x)).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

Modelem zamierzonym dla tych aksjomatów jest struktura, której
uniwersum jest zbiór wszystkich liczb naturalnych, a denotacjami
poszczególnych terminów pozalogicznych s¡:

symbolu © � liczba zero;

symbolu σ � operacja nast¦pnika;

symbolu ⊕ � operacja dodawania;

symbolu ⊗ � operacja mno»enia.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

Oto dowód, i» ⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(σ(σ(σ(©)))), czyli »e dwa
plus dwa jest cztery:

1. ∀x ⊕ (x ,©) = x aksjomat A4

2. ∀x∀y ⊕ (x , σ(y)) = σ(⊕(x , y)) aksjomat A5

3. ¬(⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(σ(σ(σ(©))))) z.d.n.

4. ⊕(σ(σ(©)),©) = σ(σ(©)) R(∀) dla σ(σ(©)) w A4

5. ∀y ⊕ (σ(σ(©)), σ(y)) = σ(⊕(σ(σ(©)), y)) R(∀) dla σ(σ(©)) w A5

6. ⊕(σ(σ(©)), σ(©)) = σ(⊕(σ(σ(©)),©)) R(∀) dla © w 5.

7. ⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(⊕(σ(σ(©)), σ(©))) R(∀) dla σ(©) w 5.

8. ⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(σ(⊕(σ(σ(©)),©))) 6. i 7., reguªy dla =
9. ⊕(σ(σ(©)), σ(σ(©))) = σ(σ(σ(σ(©)))) 4. i 8., reguªy dla =

10. ×3,9 Sprzeczno±¢: 3, 9.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

W Arytmetyce Robinsona ªatwo dowodzi si¦ wszelakich konkretnych faktów
arytmetycznych, np.: © 6= σ(©), σ(©) 6= σ(σ(©)), itp. Natomiast nie s¡
w niej dowodliwe liczne zdania generalnie skwanty�kowane, jak np.
∀x (x 6= σ(x)). Przykªadowe dowody zda« tego drugiego rodzaju podamy
za chwil¦, omawiaj¡c aksjomatyk¦ Arytmetyki Peana.

Poka»my jeszcze jeden dowód w Arytmetyce Robinsona: udowodnimy
mianowicie, »e z aksjomatów A1 oraz A2 wynika logicznie nierówno±¢
σ(©) 6= σ(σ(©)), tj. i» jeden jest ró»ne od dwa. Budujemy tablic¦
analityczn¡, tj. drzewo, w którego pniu umieszczamy A1 oraz A2, a tak»e
¬σ(©) 6= σ(σ(©)).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

(0.1) ∀x∀y (x 6= y → σ(x) 6= σ(y)) 2.?©

(0.2) ∀x © 6= σ(x) 1.?©

(0.3) ¬σ(©) 6= σ(σ(©))

(1) © 6= σ(©)

(2) ∀y (© 6= y → σ(©) 6= σ(y)) 3.?σ(©)

(3) © 6= σ(©)→ σ(©) 6= σ(σ(©)) 4.→

(4l ) ¬© 6= σ(©)

×1,4l

(4p) σ(©) 6= σ(σ(©))

×0.3,4p

Tablicowy dowód σ(©) 6= σ(σ(©)).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Robinsona

Przedstawimy dowody nast¦puj¡cych zda« j¦zyka Arytmetyki Robinsona:

⊕(©, σ(©)) = σ(©)

⊗(©, σ(©)) =©.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Dowód ⊕(©, σ(©)) = σ(©)

0.1. ∀x (⊕(x ,©) = x) aksjomat A4

0.2. ∀x∀y (⊕(x , σ(y)) = σ(⊕(x , y))) aksjomat A5

0.3. ¬(⊕(©, σ(©)) = σ(©)) z.d.n.

1. ⊕(©,©) =© 0.1., R(∀) dla ©
2. ∀y (⊕(©, σ(y)) = σ(⊕(©, y))) 0.2., R(∀) dla ©
3. ⊕(©, σ(©)) = σ(⊕(©,©)) 2, R(∀) dla ©
4. ⊕(©, σ(©)) = σ(©) 1,3, R(=)
5. ×0.3.,4 Sprzeczno±¢.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Dowód ⊗(©, σ(©)) =©

0.1. ∀x (⊕(x ,©) = x) aksjomat A4

0.2. ∀x (⊗(x ,©) =©) aksjomat A6

0.3. ∀x∀y (⊗(x , σ(y)) = ⊕(⊗(x , y), x)) aksjomat A7

0.4. ¬(⊗(©, σ(©)) =©) z.d.n.

1. ⊗(©,©) =© 0.2., R(∀) dla ©
2. ∀y (⊗(©, σ(y)) = ⊕(⊗(©, y),©)) 0.3., R(∀) dla ©
3. ⊗(©, σ(©)) = ⊕(⊗(©,©),©) 2, R(∀) dla ©
4. ⊗(©, σ(©)) = ⊕(©,©) 1,3, R(=)
5. ⊕(©,©) =© 0.1., R(∀) dla ©
6. ⊗(©, σ(©)) =© 4,5, R(=)
7. ×0.4.,6 Sprzeczno±¢.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Peana

Rozszerzymy teraz system arytmetyki Robinsona poprzez dodanie do jego
aksjomatów schematu aksjomatów, zwanego zasad¡ indukcji. Otrzymany
w ten sposób system nazywa si¦ Arytmetyk¡ Peana.

Staªe pozalogiczne Arytmetyki Peana s¡ takie same, jak w Arytmetyce
Robinsona:

σ � jednoargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie σ(t), gdzie t

jest dowolnym termem, czytamy: nast¦pnik t;

⊕ � dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie ⊕(t1, t2), gdzie
t1, t2 s¡ dowolnymi termami, czytamy: suma t1 i t2;

⊗ � dwuargumentowy symbol funkcyjny; wyra»enie ⊗(t1, t2), gdzie
t1, t2 s¡ dowolnymi termami, czytamy: iloczyn t1 i t2;

© � staªa indywiduowa; symbol © czytamy: zero.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Peana

Aksjomaty identyczno±ci dla symboli ©, σ, ⊕ oraz ⊗ s¡ takie same, jak
w Arytmetyce Robinsona.

Aksjomaty specy�czne Arytmetyki Peana:

P1: ∀x∀y (x 6= y → σ(x) 6= σ(y))

P2: ∀x (© 6= σ(x))

P3: ∀x (⊕(x ,©) = x)

P4: ∀x∀y (⊕(x , σ(y)) = σ(⊕(x , y)))
P5: ∀x (⊗(x ,©) =©)

P6: ∀x∀y (⊗(x , σ(y)) = ⊕(⊗(x , y), x))
P7: (A(©) ∧ ∀x (A(x)→ A(σ(x))))→ ∀x A(x)
(dla dowolnej formuªy A, o jednej zmiennej wolnej, j¦zyka Arytmetyki
Peana).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Peana

P7 nie jest jednym aksjomatem, lecz schematem (przeliczalnie wielu)
aksjomatów. P7 nazywamy zasad¡ indukcji.

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ reguª¦ wnioskowania:

A(©)
¬∀x A(x)

∃x (A(x) ∧ ¬A(σ(x)))

gdzie A(x) jest dowoln¡ formuª¡ j¦zyka Arytmetyki Peana z jedn¡ zmienn¡
woln¡. Nazwiemy j¡ reguª¡ indukcji matematycznej (w skrócie: RIM).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Peana

Je±li do aksjomatów P1�P6 doª¡czy¢ reguª¦ RIM, to mo»na udowodni¢ �
co samo w sobie nie jest zaskakuj¡ce � zasad¦ indukcji P7. W tym celu
wystarczy dowie±¢, »e z przesªanek A(©) oraz ∀x (A(x)→ A(σ(x)))
wynika logicznie wniosek ∀x A(x), dla dowolnej formuªy A(x) j¦zyka
Arytmetyki Peana z jedn¡ zmienn¡ woln¡.

Budujemy wi¦c tablic¦ analityczn¡, tj. drzewo, w którego pniu
umieszczamy powy»sze przesªanki oraz zaprzeczony wniosek:
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Peana

(0.1) A(©) 1.RIM

(0.2) ∀x (A(x)→ A(σ(x))) 3.?a

(0.3) ¬∀x A(x) 1.RIM

(1) ∃x (A(x) ∧ ¬A(σ(x))) 2.
√
a

(2) A(a) ∧ ¬A(σ(a)) 4.∧

(3) A(a)→ A(σ(a)) 5.→

(4g ) A(a)

(4d ) ¬A(σ(a))

(5l ) ¬A(a)

×4g ,5l

(5p) A(σ(a))

×4d ,5p

Tablica sprzeczna. P1�P6 i RIM implikuj¡ zasad¦ indukcji P7.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Peana

Rozwa»my jeszcze jedno zastosowanie reguªy indukcji RIM.
Jak ju» wspomniano, w Arytmetyce Robinsona nie mo»na udowodni¢, »e
∀x (x 6= σ(x)).

Poka»emy, »e zdanie to mo»na udowodni¢ z aksjomatów A1 oraz A2

Arytmetyki Robinsona oraz reguªy RIM.
Budujemy tablic¦ analityczn¡, tj. drzewo, w którego pniu umieszczamy A1,
A2 oraz ¬∀x (x 6= σ(x)). Formuª¡ A(y), która wyst¡pi w przesªankach
reguªy RIM jest formuªa ∀x (y 6= σ(x)).

Poniewa» ta tablica jest sprzeczna, wi¦c ∀x (x 6= σ(x)) mo»na udowodni¢ z
aksjomatów A1 oraz A2 Arytmetyki Robinsona przy pomocy reguªy RIM:
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Arytmetyka

Arytmetyka Peana

(0.1) ∀x∀y (x 6= y → σ(x) 6= σ(y)) 3.?a

(0.2) ∀x © 6= σ(x) 1.RIM

(0.3) ¬∀x x 6= σ(x) 1.RIM

(1) ∃x (x 6= σ(x) ∧ ¬(σ(x) 6= σ(σ(x)))) 2.
√
a

(2) a 6= σ(a) ∧ ¬(σ(a) 6= σ(σ(a))) 5.∧

(3) ∀y (a 6= y → σ(a) 6= σ(y)) 4.?σ(a)

(4) a 6= σ(a)→ σ(a) 6= σ(σ(a)) 6.→

(5g ) a 6= σ(a)

(5d ) ¬σ(a) 6= σ(σ(a))

(6l ) ¬a 6= σ(a)

×5g ,6l

(6p) σ(a) 6= σ(σ(a))

×5d ,6p
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Pierwsza Aksjomatyka

Aksjomaty teorii grup mo»na sformuªowa¢ w ró»nych j¦zykach, tzn. mo»na
na ró»ne sposoby dobra¢ zestaw staªych pozalogicznych. Podamy trzy takie
mo»liwo±ci.

Teoria grup: pierwsza aksjomatyka.

J¦zyk teorii grup jest w tym przypadku j¦zykiem KRP z identyczno±ci¡ oraz:

jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym �, nazywaj¡cym
dziaªanie w grupie.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Pierwsza Aksjomatyka

Aksjomaty identyczno±ci dla symbolu �, czyli formuªy:

∀x∀y∀z (x = y → �(x , z) = �(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → �(z , x) = �(z , y)).

Uwaga. We wszystkich trzech aksjomatykach dla teorii grup dochodz¡
jeszcze warunki ustalaj¡ce, »e identyczno±¢ jest relacj¡ równowa»no±ci.

Aksjomaty specy�czne teorii grup:

G 1
1 : ∀x∀y (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y), z))

G 1
2 : ∀x∀y∃z (�(x , z) = y)

G 1
3 : ∀x∀y∃z (�(z , x) = y).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Pierwsza Aksjomatyka

Warunek przemienno±ci dziaªania �, tj.:

(A) ∀x∀y (�(x , y) = �(y , x))

nie jest logiczn¡ konsekwencj¡ aksjomatów teorii grup. Te ukªady postaci
〈G ,�G 〉, dla których G jest dowolnym zbiorem, a �G dziaªaniem w zbiorze
G takim, »e zachodz¡ aksjomaty teorii grup oraz warunek (A) nazywamy
grupami przemiennymi (albo abelowymi).

Jako ¢wiczenie proponujemy prób¦ wykazania, »e istotnie warunek (A) nie
wynika logicznie z aksjomatów teorii grup. Wskazówka: budujemy tablic¦
analityczn¡, tj. drzewo, w którego pniu umieszczamy aksjomaty G 1

1 , G
2
1 ,

G 3
1 oraz negacj¦ warunku (A). Tablica nie jest sprzeczna, co oznacza, »e

(A) nie jest logiczn¡ konsekwencj¡ G 1
1 , G

2
1 oraz G 3

1 .
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Druga Aksjomatyka

Teoria grup: druga aksjomatyka.

W tym przypadku u»ywany j¦zyk to j¦zyk KRP z identyczno±ci¡ oraz:

jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym �, nazywaj¡cym
dziaªanie w grupie;

jedn¡ staª¡ indywiduow¡ ε nazywaj¡c¡ element neutralny (wzgl¦dem
dziaªania) w grupie.

Aksjomaty identyczno±ci dla symboli � oraz ε s¡ takie same, jak w
poprzednim przypadku:

∀x∀y∀z (x = y → �(x , z) = �(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → �(z , x) = �(z , y)).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Druga Aksjomatyka

Aksjomaty specy�czne:

G 2
1 : ∀x∀y � (x ,�(y , z)) = �(�(x , y), z)

G 2
2 : ∀x (�(x , ε) = x)

G 2
3 : ∀x (�(ε, x) = x)

G 2
4 : ∀x∃y (�(x , y) = ε)

G 2
5 : ∀x∃y (�(y , x) = ε).

Dowód jedyno±ci elementu neutralnego, tj. zdania:

(G 2
6 ) ∀z(∀x (�(x , z) = x ∧�(z , x) = x)→ ε = z)

podajemy w poni»szej tabeli:
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Druga Aksjomatyka

1. ∀x (�(x , ε) = x) aksjomat G 2

2

2. ∀x (�(ε, x) = x) aksjomat G 2

3

3. ¬∀z(∀x (�(x , z) = x ∧�(z , x) = x)→ ε = z) negacja G 2

6
(zaªo»enie

dowodu nie wprost)

4. ¬(∀x (�(x , a) = x ∧�(a, x) = x)→ ε = a) R(¬∀), 3
5g . ∀x (�(x , a) = x ∧�(a, x) = x) R(¬ →), 4
5d . ¬ε = a

6. �(a, ε) = a R(∀) dla a, 1
7. �(ε, a) = a R(∀) dla a, 2
8. �(ε, a) = ε ∧�(a, ε) = ε R(∀) dla ε, 5g

9g . �(ε, a) = ε R(∧), 8
9d . �(a, ε) = ε
10. ε = a R(=), 9g , 7
11. ×5d ,10 Sprzeczno±¢: 5d , 10.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Trzecia Aksjomatyka

Teoria grup: trzecia aksjomatyka.

W tym przypadku u»ywany j¦zyk to j¦zyk KRP z identyczno±ci¡ oraz:

jednym dwuargumentowym symbolem funkcyjnym �, nazywaj¡cym
dziaªanie w grupie;

jedn¡ staª¡ indywiduow¡ ε nazywaj¡c¡ element neutralny (wzgl¦dem
dziaªania) w grupie;

jednym jednoargumentowym symbolem funkcyjnym } nazywaj¡cym
element odwrotny (wzgl¦dem swojego argumentu).

Aksjomaty identyczno±ci dla symboli �, } oraz ε:

∀x∀y∀z (x = y → �(x , z) = �(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → �(z , x) = �(z , y))
∀x∀y (x = y → }(x) = }(y)).
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Trzecia Aksjomatyka

Aksjomaty specy�czne:

G 3
1 : ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y), z))

G 3
2 : ∀x (�(x , ε) = x)

G 3
3 : ∀x (�(x ,}(x)) = ε).

Dowód prawa skracania, tj. zdania:

(G 3
4 ) ∀x∀y∀z (�(x , z) = �(y , z)→ x = y)

podajemy w poni»szej tabeli (na dwóch slajdach):
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Trzecia Aksjomatyka

1. ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y), z)) aksjomat G 3

1

2. ∀x (�(x , ε) = x) aksjomat G 3

2

3. ∀x (�(x ,}(x)) = ε) aksjomat G 3

3

4. ¬∀x∀y∀z (�(x , z) = �(y , z)→ x = y) negacja G 3

4
(zaªo»enie

dowodu nie wprost)

5. ¬∀y∀z (�(a1, z) = �(y , z)→ a1 = y) R(¬∀) dla a1, 4
6. ¬∀z (�(a1, z) = �(a2, z)→ a1 = a2) R(¬∀) dla a2, 5
7. ¬(�(a1, a3) = �(a2, a3)→ a1 = a2) R(¬∀) dla a3, 6

8g . �(a1, a3) = �(a2, a3) R(¬ →), 7
8d . a1 6= a2
9. ∀y∀z (�(a1,�(y , z)) = �(�(a1, y), z)) R(∀) dla a1, 1

10. ∀z � (a1,�(a3, z)) = �(�(a1, a3), z) R(∀) dla a3, 9
11. �(a1,�(a3,}(a3))) = �(�(a1, a3),}(a3)) R(∀) dla }(a3), 10
12. �(a1,�(a3,}(a3))) = �(�(a2, a3),}(a3)) R(=) 11, 8g
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Trzecia Aksjomatyka

13. ∀y∀z (�(a2,�(y , z)) = �(�(a2, y), z)) R(∀) dla a2, 1
14. ∀z (�(a2,�(a3, z)) = �(�(a2, a3), z) R(∀)) dla a3, 13
15. �(a2,�(a3,}(a3))) = �(�(a2, a3),}(a3)) R(∀) dla }(a3), 14
16. �(a3,}(a3)) = ε R(∀) dla a3, 3
17. �(a1,�(a3,}(a3))) = �(a2,�(a3,}(a3))) R(=), 12, 15
18. �(a1, ε) = �(a2, ε) R(=), 16,17
19. �(a2, ε) = a2 R(∀) dla a2, 2
20. �(a3, ε) = a3 R(∀) dla a3, 2
21. a1 = �(a2, ε) R(=), 19, 18
22. a1 = a2 R(=), 20, 21
23. ×8d ,22 Sprzeczno±¢: 8d , 22.

Dowód zdania:
(G 3

5
) ∀x (�(x , ε) = �(ε, x))

podajemy poni»ej (na dwóch slajdach):
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Trzecia Aksjomatyka

1. ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y), z)) aksjomat G 3

1

2. ∀x (�(x , ε) = x) aksjomat G 3

2

3. ∀x (�(x ,}(x)) = ε) aksjomat G 3

3

4. ∀x∀y∀z (�(x , z) = �(y , z)→ x = y) twierdzenie G 3

4

5. ¬∀x (�(x , ε) = �(ε, x)) negacja G 3

5
(zaªo»enie

dowodu nie wprost)

6. �(a, ε) 6= �(ε, a) R(∀) dla a, 5
7. ∀y∀z (�(ε,�(y , z)) = �(�(ε, y), z)) R(∀) dla ε, 1
8. ∀z (�(ε,�(a, z)) = �(�(ε, a), z)) R(∀) dla a, 7
9. �(ε,�(a,}(a))) = �(�(ε, a),}(a)) R(∀) dla }(a), 8

10. �(a,}(a)) = ε R(∀) dla a, 3
11. �(ε, ε) = ε R(∀) dla ε, 2
12. �(ε, ε) = �(�(ε, a),}(a)) R(=), 9, 10
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Trzecia Aksjomatyka

13. ε = �(�(ε, a),}(a)) R(=), 11, 12
14. �(a,}(a)) = �(�(ε, a),}(a)) R(=), 10, 13
15. ∀y∀z (�(a, z) = �(y , z)→ a = y R(∀)) dla a, 4
16. ∀z (�(a, z) = �(�(ε, a), z)→ a = �(ε, a)) R(∀) dla �(ε, a), 15
17. �(a,}(a)) = �(�(ε, a),}(a))→ a = �(ε, a) R(∀) dla }(a), 16
18l . �(a,}(a)) 6= �(�(ε, a),}(a)) R(→), 17

18l .1. ×14,18l Sprzeczno±¢: 14, 18l .
18p. a = �(ε, a) R(→), 17

18p.1. �(a, ε) = a R(∀) dla a, 2
18p.2. �(a, ε) = �(ε, a) R(=), 18p., 18p.1.
18p.3. ×6,18p.2. Sprzeczno±¢: 6, 18p.2.

Dowód zdania:
(G 3

6
) ∀y∀x (�(x , y) = x → y = ε)

podajemy poni»ej:
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Trzecia Aksjomatyka

1. ∀x (�(x , ε) = x) aksjomat G 3

2

2. ∀x (�(x , ε) = �(ε, x)) twierdzenie G 3

5

3. ¬∀y∀x (�(x , y) = x → y = ε) negacja G 3

6
(zaªo»enie

dowodu nie wprost)

4. ¬∀x (�(x , a) = x → a = ε) R(∀) dla a, 3
5g . ∀x � (x , a) = x R(¬ →), 4
5d . a 6= ε
6. �(ε, a) = ε R(∀) dla ε, 5g
7. �(a, ε) = �(ε, a) R(∀) dla a, 2
8. �(a, ε) = ε R(=), 6,7
9. �(a, ε) = a R(∀) dla a, 1

10. a = ε R(=), 8,9
11. ×5d ,10 Sprzeczno±¢: 5d , 10.
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Metoda TA dla KRP z symbolami funkcyjnymi Algebra: Grupy

Algebra: Grupy � Przykªady

Przykªady grup:

Zbiór liczb caªkowitych z dziaªaniem dodawania oraz zerem jako
elementem neutralnym tworzy grup¦.

Zbiór liczb rzeczywistych ró»nych od zera z dziaªaniem mno»enia oraz
jedynk¡ jako elementem neutralnym tworzy grup¦.

Zbiór wszystkich wzajemnie jednoznacznych odwzorowa« danego
zbioru na siebie tworzy grup¦. Dziaªaniem jest tu zªo»enie funkcji, a
elementem neutralnym funkcja identyczno±ciowa.
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Koniec

Koniec

Pokazali±my dziaªanie metody tablic analitycznych w KRP. Dowody
wszystkich twierdze« oraz liczne (bardziej zªo»one) przykªady znajduj¡ si¦ w
pliku tabkrp.pdf.

Na kolejnych wykªadach omówimy:

konsekwencj¦ aksjomatyczn¡ w KRP

konsekwencj¦ zaªo»eniow¡ w KRP

konsekwencj¦ rezolucyjn¡ w KRP.
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