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16.4. J¦zyk KRP w zastosowaniach

Plan na dzi±

Klasyczny Rachunek Predykatów wyznacza pewien standard logiczny.
Rozumiemy przez to m.in. dwie rzeczy:

wa»ne teorie naukowe formuªowane s¡ w j¦zyku KRP (lub mog¡ zosta¢
�przetªumaczone� na j¦zyk KRP);

argumentacje przeprowadzane w j¦zykach etnicznych mog¡ by¢
rekonstruowane w KRP.

Podamy aksjomatyki dwóch wa»nych teorii elementarnych:

teorii mnogo±ci Zermelo-Fraenkla

teorii algebr Boole'a.

Uwaga. Sªuchacze tego wykªadu maj¡ za sob¡ kurs Wst¦pu do

Matematyki, podczas którego wiele mówiono o zbiorach i relacjach.
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16.4. J¦zyk KRP w zastosowaniach

Plan na dzi±

S¡ to teorie fundamentalne dla wielu dziaªów matematyki. Caª¡
wspóªczesn¡ matematyk¦ mo»na ugruntowa¢ na bazie teorii mnogo±ci. Z
kolei, algebry Boole'a (i inne, podobne do nich struktury) s¡ nie tylko
bardzo wa»nym rodzajem struktur algebraicznych, ale równie» znajduj¡
wszechobecne zastosowania (np. w ka»dym komputerze �pracuje� algebra
Boole'a bramek logicznych).

Teoria mnogo±ci jest tak»e zakªadana w metaj¦zyku, w którym mówimy o
systemach logicznych, w tym oczywi±cie tak»e o KRZ oraz KRP.

W ostatniej cz¦±ci niniejszej prezentacji podamy garstk¦ uwag o zwi¡zkach
mi¦dzy j¦zykiem KRP a j¦zykami etnicznymi.
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16.4.1. Teoria mnogo±ci

Aksjomatyka teorii mnogo±ci ZF

Aksjomat ekstensjonalno±ci:

∀x∀y (∀z (z ∈ x ≡ z ∈ y)→ x = y)
Ten aksjomat stwierdza, »e ka»dy zbiór jest jednoznacznie wyznaczony
poprzez swoje elementy.
Aksjomat pary:

∀x∀y∃z∀u (u ∈ z ≡ (u = x ∨ u = y))
To aksjomat gwarantuj¡cy istnienie pary nieuporz¡dkowanej.
Aksjomat sumy:

∀x∃y∀z (z ∈ y ≡ ∃u (z ∈ u ∧ u ∈ x))
Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbiorów.
Aksjomat zbioru pot¦gowego:

∀x∃y∀z (z ∈ y ≡ ∀u(u ∈ z → u ∈ x))
Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiór zªo»ony
dokªadnie ze wszystkich jego podzbiorów.
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16.4.1. Teoria mnogo±ci

Schemat wyró»niania:

∀x1∀x2 . . . ∀xn∀y∃z∀u (u ∈ z ≡ (u ∈ y ∧ ϕ(u, x1, x2, . . . , xn)))
gdzie ϕ jest formuª¡ j¦zyka teorii mnogo±ci ZF tak¡, »e z nie jest zmienn¡
woln¡ w ϕ, za± x1, x2, . . . , xn s¡ zmiennymi wolnymi formuªy ϕ innymi ni»
u.
Schemat wyró»niania pozwala z elementów danego wprzódy zbioru
utworzy¢ jego podzbiór, zªo»ony z tych elementów, które maj¡ jak¡±
wªasno±¢, wyra»aln¡ w j¦zyku (pierwszego rz¦du) teorii mnogo±ci.
Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wªa±nie ze schematem
niesko«czenie wielu aksjomatów.
Aksjomat niesko«czono±ci:

∃x (∃y (y ∈ x ∧ ¬∃z (z ∈ y)) ∧ ∀y (y ∈ x → ∀z(∀u (u ∈ z ≡ u = y)→
z ∈ x)))
Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru
niesko«czonego. Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii
mnogo±ci.
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16.4.1. Teoria mnogo±ci

Schemat zast¦powania:

∀u(∀x∀y∀z (x ∈ u ∧ ϕ(x , y) ∧ ϕ(x , z)→ y = z)→ ∃w∀v (v ∈ w ≡
∃x (x ∈ u ∧ ϕ(x , v))))
Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie mówi¡c, »e obraz dowolnego zbioru
wzgl¦dem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formuª¡ j¦zyka teorii mnogo±ci)
tak»e jest zbiorem.
Tu równie» mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze
schematem niesko«czenie wielu aksjomatów.
Aksjomat ufundowania:

∀x(∃u (u ∈ x)→ ∃y(y ∈ x ∧ ∀z (z ∈ y → ¬z ∈ x)))
Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie niesko«czonych ∈-zst¦puj¡cych
ci¡gów zbiorów, tj. takich ci¡gów 〈x1, x2, x3, x4, . . .〉, »e:

x2 ∈ x1, x3 ∈ x2, x4 ∈ x3, . . .

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16�17 Semantyka KRP (2) 6 / 48



16.4.1. Teoria mnogo±ci

Gdy do tego systemu doª¡czy¢ Aksjomat wyboru:
∀x((∀y (y ∈ x → ∃z (z ∈ y)) ∧ ∀y∀u ((y ∈ x ∧ u ∈ x)→ y =
u ∨ ¬∃v (v ∈ y ∧ v ∈ u)))→ ∃w(∀y (y ∈ x → ∃z ((z ∈ y ∧ z ∈
w) ∧ ∀v ((v ∈ y ∧ v ∈ w)→ v = z)))))
To otrzymamy system teorii mnogo±ci nazywany ZFC.

Uwaga. Do aksjomatyki teorii ZF nale»¡ tak»e aksjomaty dla

identyczno±ci:

∀x (x = x)

∀x∀y (x = y → y = x)

∀x∀y∀z ((x = y ∧ y = z)→ x = z);

∀x∀y∀z ((x = y ∧ x ∈ z)→ y ∈ z);

∀x∀y∀z ((x = y ∧ z ∈ x)→ z ∈ y).

Uwaga. U»ywane tu (np. w schematach wyró»niania i zast¦powania)
terminy: niesko«czony i przeliczalny nale»¡ do metaj¦zyka.
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a

Znajdowanie analogii mi¦dzy ró»nymi twierdzeniami to szczególna
umiej¦tno±¢. Jeszcze ciekawsza jest umiej¦tno±¢ znajdowania analogii
mi¦dzy ró»nymi analogiami, jak twierdz¡ matematycy. Mo»esz posi¡±¢ t¦
umiej¦tno±¢, nawet na (stosunkowo niskim) poziomie elementarza
logicznego. Z pewno±ci¡ zauwa»yªa±, »e jest odpowiednio±¢ mi¦dzy
pewnymi prawami KRZ a niektórymi prawami rachunku zbiorów.

Dla teorii algebr Boole'a poda¢ mo»na ró»ne (równowa»ne) aksjomatyki.
Ograniczymy si¦ do dwóch aksjomatyk oraz jednej de�nicji algebr Boole'a
(przez cz¦±ciowe porz¡dki).

Uwaga. Poni»ej celowo nie u»ywamy notacji standardowej.
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: pierwsza aksjomatyka

W pierwszym uj¦ciu, j¦zyk teorii algebr Boole'a jest j¦zykiem KRP z
identyczno±ci¡ oraz:

symbolem funkcyjnym dwuargumentowym �, nazywaj¡cym kres górny

(swoich argumentów);

symbolem funkcyjnym dwuargumentowym �, nazywaj¡cym kres dolny

(swoich argumentów);

symbolem funkcyjnym jednoargumentowym �, nazywaj¡cym
dopeªnienie (swojego argumentu);
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: pierwsza aksjomatyka

Aksjomaty identyczno±ci dla symboli �, �, �, O oraz M:

∀x∀y∀z (x = y → �(x , z) = �(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → �(x , z) = �(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → �(z , x) = �(z , y))
∀x∀y∀z (x = y → �(z , x) = �(z , y))
∀x∀y (x = y → �(x) = �(y)).
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: pierwsza aksjomatyka

Aksjomaty specy�czne teorii algebr Boole'a:

B1
1 : ∀x∀y (�(x , y) = �(y , x))

B1
2 : ∀x∀y (�(x , y) = �(y , x))

B1
3 : ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y), z))

B1
4 : ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y), z))

B1
5 : ∀x∀y (�(�(x , y), y) = y)

B1
6 : ∀x∀y (�(�(x , y), y) = y)

B1
7 : ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y),�(x , z)))

B1
8 : ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y),�(x , z)))

B1
9 : ∀x∀y (�(�(x ,�(x)), y) = y)

B1
10: ∀x∀y (�(�(x ,�(x)), y) = y).
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: pierwsza aksjomatyka

Prostymi konsekwencjami tych aksjomatów s¡ np.:

∀x (�(x , x) = x)

∀x (�(x , x) = x)

∀x∀y ((�(x , y) = �(x ,�(x)) ∧�(x , y) = �(x ,�(x)))→ y = �(x)).

Niech ich wyprowadzenia b¦d¡ ¢wiczeniem. Jako wskazówk¦ podajemy ci¡g
równo±ci dla pierwszych dwóch rozwa»anych wy»ej przypadków:

x = �(x ,�(x , y)) = �(�(x , x),�(x , y)) =
�(�(x ,�(x , y)),�(x ,�(x , y))) = �(x , x)

x = �(x ,�(x , y)) = �(�(x , x),�(x , y)) =
�(�(x ,�(x , y)),�(x ,�(x , y))) = �(x , x).
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: druga aksjomatyka

W drugim uj¦ciu, j¦zyk teorii algebr Boole'a jest j¦zykiem KRP z
identyczno±ci¡ oraz:

symbolem funkcyjnym dwuargumentowym �, nazywaj¡cym kres górny

(swoich argumentów);

symbolem funkcyjnym dwuargumentowym �, nazywaj¡cym kres dolny

(swoich argumentów);

symbolem funkcyjnym jednoargumentowym �, nazywaj¡cym
dopeªnienie (swojego argumentu);

staª¡ indywiduow¡ O, nazywaj¡c¡ jedynk¦ (element najwi¦kszy)
algebry;

staª¡ indywiduow¡ M, nazywaj¡c¡ zero (element najmniejszy) algebry.
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: druga aksjomatyka

Aksjomaty identyczno±ci dla symboli �, �, �, O oraz M:

∀x∀y∀z (x = y → �(x , z) = �(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → �(x , z) = �(y , z))
∀x∀y∀z (x = y → �(z , x) = �(z , y))
∀x∀y∀z (x = y → �(z , x) = �(z , y))
∀x∀y (x = y → �(x) = �(y)).

Uwaga. Naprawd¦ potrzebne s¡ tylko dwa pierwsze z tych aksjomatów.
Pozostaªe mo»na wyprowadzi¢ z innych aksjomatów teorii algebr Boole'a.
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: druga aksjomatyka

Aksjomaty specy�czne teorii algebr Boole'a:

B1
2 : ∀x (�(x ,M) = x)

B2
2 : ∀x (�(x ,O) = x)

B3
2 : ∀x (�(x ,�(x)) = O)

B4
2 : ∀x (�(x ,�(x)) =M)

B5
2 : ∀x∀y (�(x , y) = �(y , x))

B6
2 : ∀x∀y (�(x , y) = �(y , x))

B7
2 : ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y),�(x , z)))

B8
2 : ∀x∀y∀z (�(x ,�(y , z)) = �(�(x , y),�(x , z))).

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16�17 Semantyka KRP (2) 15 / 48



16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: de�nicja przez cz¦±ciowe porz¡dki

Niech U b¦dzie dowolnym zbiorem uporz¡dkowanym cz¦±ciowo przez
relacj¦ ≺. Przypominamy, »e dla dowolnego zbioru A ⊆ U:

element a ∈ A nazywamy elementem maksymalnym w A, je±li
zachodzi implikacja: ∀x ((x ∈ a ∧ x ≺ a)→ x = a);

element a ∈ A nazywamy elementem minimalnym w A, je±li zachodzi
implikacja: ∀x ((x ∈ a ∧ a ≺ x)→ x = a);

element a ∈ A nazywamy elementem najwi¦kszym w A, je±li x ≺ a dla
wszystkich x ∈ A;

element a ∈ A nazywamy elementem najmniejszym w A, je±li a ≺ x

dla wszystkich x ∈ A;
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: de�nicja przez cz¦±ciowe porz¡dki

element a ∈ U jest ograniczeniem górnym zbioru A, je±li x ≺ a dla
wszystkich x ∈ A;

element a ∈ U jest ograniczeniem dolnym zbioru A, je±li a ≺ x dla
wszystkich x ∈ A;

element a ∈ U jest kresem górnym zbioru A, je±li a jest elementem
najmniejszym zbioru wszystkich ogranicze« górnych zbioru A;

element a ∈ U jest kresem dolnym zbioru A, je±li a jest elementem
najwi¦kszym zbioru wszystkich ogranicze« dolnych zbioru A.
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: de�nicja przez cz¦±ciowe porz¡dki

Mówimy, »e 〈U,≺〉 jest krat¡, je±li dla dowolnych elementów x , y ∈ U

istniej¡: kres górny oraz kres dolny zbioru {x , y}. Poniewa» elementy te s¡
wyznaczone jednoznacznie, wi¦c mo»emy przyj¡¢ oznaczenia:

�(x , y) � dla kresu dolnego zbioru {x , y};
�(x , y) � dla kresu górnego zbioru {x , y}.

Krata 〈U,≺〉 jest dystrybutywna, je±li dla dowolnych x , y , z ∈ U

zachodz¡ warunki:

∀x∀y∀z � (x ,�(y , z)) = �(�(x , y),�(x , z))

∀x∀y∀z � (x ,�(y , z)) = �(�(x , y),�(x , z)).
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: de�nicja przez cz¦±ciowe porz¡dki

Krat¦ dystrybutywn¡ 〈U,≺〉 nazywamy algebr¡ Boole'a, je±li dla
dowolnego elementu x ∈ U istnieje jego dopeªnienie, tj. element �(x)
speªniaj¡cy warunki:

∀x∀y � (�(x ,�(x)), y) = y

∀x∀y � (�(x ,�(x)), y) = y .

Z ka»dego z podanych wy»ej ukªadów aksjomatów dla teorii algebr Boole'a
mo»na wywie±¢ wszystkie warunki charakteryzuj¡ce algebry Boole'a jako
okre±lone przed chwil¡ struktury uporz¡dkowane, a tak»e na odwrót: z
charakterystyki porz¡dkowej algebr Boole'a mo»na wyprowadzi¢ ka»d¡ z
omawianych wcze±niej aksjomatyk.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16�17 Semantyka KRP (2) 19 / 48



16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: de�nicja przez cz¦±ciowe porz¡dki

Uwaga o standardowej notacji. Dla operacji w algebrach Boole'a u»ywa
si¦ zwykle standardowych oznacze«:

∪ � dla kresu górnego (tak»e: ∨);
∩ � dla kresu dolnego (tak»e: ∧);
− � dla operacji dopeªnienia (tak»e: ′).

Powy»ej celowo nie u»ywali±my standardowej notacji. Niech b¦dzie prostym
¢wiczeniem zapisanie podanych aksjomatyk teorii algebr Boole'a w
notacjach standardowych. Wykonanie tego ¢wiczenia nagrodzone zostanie
Iluminacj¡: stwierdzisz, »e przecie» gdzie± ju» to widziaªa±!
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: przykªady

Przykªady algebr Boole'a.

Wszystkie podzbiory dowolnego zbioru U wraz z operacjami
teoriomnogo±ciowymi: sumy (kres górny), iloczynu (kres dolny),
dopeªnienia (do U), zbiorem U jako jedynk¡ oraz zbiorem pustym ∅
jako zerem tworz¡ algebr¦ Boole'a.

Algebra warto±ci logicznych. Tabliczki prawdziwo±ciowe funktorów
odpowiadaj¡cych spójnikom zdaniowym pokazuj¡, »e w zbiorze
warto±ci logicznych {0, 1} mo»na wprowadzi¢ struktur¦ algebry
Boole'a. Zerem tej algebry jest 0, jej jedynk¡ jest 1. Kres dolny
odpowiada koniunkcji, kres górny alternatywie (nierozª¡cznej), a
operacja dopeªnienia odpowiada negacji.
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: przykªady

Algebra zdarze«. Przestrze« zdarze« jest algebr¡ Boole'a. Jest to,
rzecz jasna, szczególny przypadek pierwszego z rozwa»anych
przykªadów. Zdarzenia s¡ zbiorami (zdarze« elementarnych), a
koniunkcji i alternatywie zdarze« odpowiadaj¡ operacje
teoriomnogo±ciowe na zbiorach zdarze« elementarnych; zdarzeniu
przeciwnemu do danego zdarzenia odpowiada dopeªnienie
teoriomnogo±ciowe tego zdarzenia.

Kraty poj¦¢. Ten przykªad wykorzystuje kilka poj¦¢ algebraicznych,
których tu nie obja±niamy. Jest on przeznaczony dla tych czytelniczek,
które s¡ ju» troch¦ oswojone z algebr¡, lub te» takich, które �
z»erane zdrow¡ ambicj¡ � zechc¡ odnale¹¢ owe poj¦cia w jakim±
podr¦czniku. Dodajmy, »e algebry z tego przykªadu maj¡ ciekawe
zastosowania, tak»e lingwistyczne � np. w opisie zale»no±ci
semantycznych w leksykonie.
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: przykªady

Kontekstem nazwiemy dowolny ukªad postaci (G ,M, I ), gdzie G (ogóª
rozwa»anych obiektów) i M (ogóª rozwa»anych cech) s¡ zbiorami, a I

relacj¡ o dziedzinie G oraz przeciwdziedzinie M. Wyra»enie gIm czytajmy:
obiekt g ma cech¦ m. Mo»na czyni¢ dalsze zaªo»enia o tego typu ukªadach;
w tym miejscu przywoªywanie ich jest nieistotne. Zde�niujmy dwa
operatory na rodzinach zbiorów obiektów i cech:

B(A) = {m ∈ M : (∀g) [g ∈ A→ gIm]}
C(B) = {g ∈ G : (∀m) [m ∈ B → gIm]}.
Para (B,C) jest odpowiednio±ci¡ Galois.

Dla dowolnego kontekstu (G ,M, I ) nazwiemy poj¦ciem formalnym tego
kontekstu ka»d¡ par¦ (A,B) tak¡, »e:

A ⊆ G , B ⊆ M, B(A) = B, C(B) = A.
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: przykªady

Ekstensj¡ poj¦cia formalnego (A,B) jest A, jego intensj¡ jest B . Rodzin¦
wszystkich poj¦¢ formalnych kontekstu (G ,M, I ) oznaczmy przez
B(G ,M, I ). Rodzina ta jest cz¦±ciowo uporz¡dkowana przez relacj¦ ≺:
(A1,B1) ≺ (A2,B2) wtedy i tylko wtedy, gdy A1 ⊆ A2.
(Co jest równowa»ne temu, »e B2 ⊆ B1.)
Podstawowe dla rozwa»anej problematyki twierdzenie wysªowi¢ mo»na
nast¦puj¡co (zob. Bernhard Ganter, Rudolf Wille Formal Concept Analysis.

Mathematical Foundations. Springer Verlag, Berlin Heidelberg New York,
1999, str. 20; upraszczam nieco notacj¦; wszystkie potrzebne do
zrozumienia twierdzenia poj¦cia znale¹¢ mo»na w dowolnym solidnym
podr¦czniku teorii krat; stosujemy te» standardowe niedomówienia
algebraiczne):
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16.4.2. Teoria algebr Boole'a

Teoria algebr Boole'a: przykªady

Twierdzenie.

Krata poj¦¢ B(G ,M, I ) jest krat¡ zupeªn¡, w której kresy zde�niowane s¡
równo±ciami: ∧

t∈T
(At ,Bt) = (

⋂
t∈T

At ,B(C(
⋃
t∈T

Bt)))

∨
t∈T

(At ,Bt) = (C(B(
⋃
t∈T

At)),
⋂
t∈T

Bt).

Krata zupeªna V jest izomor�czna z B(G ,M, I ) wtedy i tylko wtedy, gdy
istniej¡ odwzorowania γ : G → V oraz µ : M → V takie, »e γ(G ) jest
supremum-g¦sty w V , µ(M) jest in�mum-g¦sty w V oraz gIm jest
równowa»ne z γg 6 µm dla wszystkich g ∈ G i wszystkich m ∈ M. W
szczególno±ci, V ∼= B(V ,V ,6). Mamy tu oczywi±cie: V = (V ,6).
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Czy �przekªady� z j¦zyka KRP na j¦zyki etniczne (i na odwrót) s¡ mo»liwe?
A je±li niemo»liwe s¡ wierne, �globalne� przekªady, to jaka cz¦±¢ j¦zyka
etnicznego ma swój przekªad na j¦zyk KRP? Poni»ej ograniczymy si¦ tylko
do bardzo ogólnych uwag dotycz¡cych zale»no±ci mi¦dzy j¦zykiem KRP a
j¦zykami etnicznymi. B¦d¡ to przy tym uwagi raczej dogmatyczne. Wi¦cej
na ten temat: np. w wykªadzie Semiotyka Logiczna przewidzianym w
programie studiów J¦zykoznawstwa i Nauk o Informacji na roku
czwartym.
J¦zyki etniczne s¡ uniwersalnymi systemami semiotycznymi. Wszystko, co
daje si¦ wyrazi¢, jest wyra»alne w j¦zykach etnicznych. Pomijaj¡c niuanse
gramatyczne oraz zasoby sªownikowe (które zawsze mo»na uzupeªnia¢),
wszystkie j¦zyki etniczne s¡ zasadniczo równowa»ne, je±li chodzi o tre±ci
w nich wyra»alne.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk Klasycznego Rachunku Zda« jest tworem o wiele mªodszym ni»
poszczególne j¦zyki etniczne � liczy sobie zaledwie dwa i póª tysi¡ca lat. Z
kolei, j¦zyk Klasycznego Rachunku Predykatów liczy sobie niewiele wi¦cej
ni» sto lat. Inspiracje do zbudowania j¦zyka KRP byªy po cz¦±ci logiczne,
po cz¦±ci matematyczne.

J¦zyk KRP nadaje si¦ do �mówienia� o bardzo szerokiej klasie struktur: o
ukªadach zªo»onych z dowolnego zbioru przedmiotów oraz okre±lonych
mi¦dzy tymi przedmiotami relacjach. Dla wi¦kszo±ci zastosowa«, j¦zyk
KRP (a wi¦c tak»e jego dobrze okre±lona semantyka) jest caªkowicie
wystarczaj¡cy. W szczególno±ci, poniewa» w j¦zyku tym sformuªowa¢
mo»na teori¦ mnogo±ci (która stanowi podstaw¦ dla caªej matematyki),
znakomita wi¦kszo±¢ rozwa»a« matematycznych jest wyra»alna w
(stosownych fragmentach) j¦zyka KRP.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Czasami podkre±la si¦ fakt, »e formalizacja klasycznego poj¦cia prawdy
(podana przez Tarskiego, w terminach relacji speªniania omówionej wy»ej)
nie jest adekwatna np. dla zda« z ró»nego rodzaju modalno±ciami
(aletycznymi, deontycznymi, epistemicznymi, itd.).

Tak oczywi±cie jest, nale»y jednak zwróci¢ uwag¦, »e dla ka»dej z
odpowiednich logik nieklasycznych (np. modalnych) formuªuje si¦ dobrze
okre±lone poj¦cie speªniania i prawdy. Przy tym, w metaj¦zyku opisu
korzysta si¦ z teorii mnogo±ci, a wi¦c tak»e z KRP.

Podobne uwagi mo»na sformuªowa¢ pod adresem innych logik: np.
wielowarto±ciowych, temporalnych, itd.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Zwraca si¦ równie» uwag¦, »e wiele fenomenów j¦zyków etnicznych (np.
okazjonalno±¢, metafory, idiomy, wyra»enia abstrakcyjne wymagaj¡ce
kwanty�kacji wy»szych rz¦dów, elipsa, supozycje, implikatury,
performatywy, konstrukcje intensjonalne w ogólno±ci, akty mowy, mowa
zale»na, itd.) wymyka si¦ opisowi z bezpo±rednim zastosowaniem
semantyki KRP. Tak»e w tych przypadkach, stosowne uj¦cia metalogiczne
korzystaj¡ jednak, w ostatecznym rozrachunku, z teorii mnogo±ci oraz KRP.

Wreszcie, podkre±la si¦ zasadnicz¡ ró»nic¦ mi¦dzy j¦zykami etnicznymi a
j¦zykami sztucznymi: w j¦zykach etnicznych nie wyst¦puj¡ w sposób
wyra¹ny zmienne (zdaniowe lub nazwowe). Ten fakt jednak nie przes¡dza,
i» przekªady z j¦zyków etnicznych na j¦zyki sztuczne (i na odwrót),
zachowuj¡ce wªasno±ci znaczeniowe, s¡ niemo»liwe. W istocie, istnieje
wiele rozbudowanych systemów formalnych, w których takie przekªady si¦
proponuje.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Czy»by wi¦c, mimo wszystkich tych (i ewentualnie dalszych) zastrze»e«, istnienie
globalnego �przekªadu� wszelkich wyra»e« dowolnego j¦zyka etnicznego na j¦zyk
KRP, z zachowaniem wszystkich wªasno±ci semantycznych, byªo przes¡dzone?
S¡dzimy, »e nie. Tylko wybrane rodzaje wyra»e« (zda«) j¦zyków etnicznych
mo»na �rozumnie� przekªada¢ na j¦zyk KRP. Aby taki przekªad byª sensowny,
musz¡ by¢ speªnione, m.in. nast¦puj¡ce warunki:

rozwa»ane wyra»enia musz¡ mie¢ porz¡dnie okre±lone kategorie

syntaktyczne (odpowiadaj¡ce predykatom, nazwom, funktorom ró»nych
rodzajów);

trzeba si¦ ograniczy¢ jedynie do funkcji informacyjnej (deskryptywnej)
wyra»e«, pomijaj¡c (pierwszorz¦dowe w przypadku j¦zyków etnicznych)
funkcje pragmatyczne, np. funkcj¦ perswazyjn¡;

nale»y si¦ ograniczy¢ do wyra»e«, a nie wypowiedzi, w przypadku tych
drugich istotn¡ rol¦ odgrywaj¡ ich konteksty, a to zmusza do wykroczenia
poza klasyczne (w terminach relacji speªniania dla KRP) rozumienie
prawdziwo±ci.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

�Przekªady� w drug¡ stron¦ (tj. z j¦zyka KRP na j¦zyki etniczne) s¡ oczywi±cie o
wiele ªatwiejsze. Jednak równie» w tym przypadku napotykamy na pewne
trudno±ci (�przekªady� pewnych kontrukcji logicznych ¹le �wspóª»yj¡�
gramatycznie, je±li u»y¢ tej niejasnej metafory).

Tak wi¦c, dla przykªadu, nie sprawia najmniejszych trudno±ci dokonanie
�przekªadu� z j¦zyka polskiego na j¦zyk KRP zda« poni»szej postaci, w których
jest jasne, co przeªo»y si¦ na predykat, co na nazw¦, z jakimi rodzajami
kwanty�kacji mamy do czynienia, itd.:

Jan zdradziª Klaudi¦ z Cecyli¡.

Z Kutna dok¡dkolwiek jest dalej ni» z Pary»a do najmniejszej wioski w
Japonii.

Wszyscy my±l¡ tylko o sobie, tylko ja my±l¦ o mnie.

Kto ±pi, nie grzeszy.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Podobnie, nietrudno znale¹¢ ró»nice znaczeniowe w podanych ni»ej parach
wyra»e«:

Umarª i dostaª jaki± order. Dostaª jaki± order i umarª.

Umarª bo dostaª jaki± order. Dostaª jaki± order bo umarª.

Umarª wi¦c dostaª jaki± order. Dostaª jaki± order wi¦c umarª.

Umarª chocia» dostaª jaki± order. Dostaª jaki± order chocia» umarª.

Umarª gdy dostaª jaki± order. Dostaª jaki± order gdy umarª.

Umarª mimo »e dostaª jaki± order. Dostaª jaki± order mimo »e umarª.

Umarª, a mimo to dostaª jaki± order. Dostaª jaki± order, a mimo to umarª

Nie do±¢, »e umarª, Nie do±¢, »e dostaª jaki± order,
to dostaª jaki± order. to umarª.

Drobnym problemem mo»e okaza¢ si¦ oddanie tych ró»nic znaczeniowych w
�przekªadach� tych wyra»e« na j¦zyk KRP.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16�17 Semantyka KRP (2) 32 / 48



16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Nie po±wi¦camy w tych wykªadach specjalnej uwagi problemom
znajdowania tego rodzaju przekªadów z powodów, które zostaªy ju»
przedstawione w semestrze zimowym: skoro otrzymaªa± �wiadectwo
Dojrzaªo±ci, to nale»y przypuszcza¢, »e sprawnie posªugujesz si¦ j¦zykiem
polskim, w Czytaniu ze Zrozumieniem, analizie skªadniowej wypowiedzi,
itd. Kto jednak ªaknie tego typu ¢wicze«, znajdzie je w wielu powszechnie
dost¦pnych podr¦cznikach i zbiorach zada«.

Pozwólmy sobie, dla relaksu, przywoªa¢ w tym miejscu gar±¢ wyra»e« o
wymowie (w naszym mniemaniu) zabawnej. Komizm jest tu wynikiem
ró»norakich czynników, np.: bª¦dów skªadniowych i semantycznych, elipsy,
wieloznaczno±ci, ró»nego rodzaju implikatur, itd. Mo»na, dla rozrywki,
próbowa¢ znale¹¢ �przekªady� podanych wyra»e« na j¦zyk KRP.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty niepowa»ne

Uwaga »oªnierze! Zbiórka przed ko±cioªem � za ko±cioªem, po
ko±ciele � przed ko±cioªem.

Nad rzek¡ dziewcz¦ doiªo krow¦, a w wodzie odbijaªo si¦ odwrotnie.

Jan zakopaª skarb razem z te±ciow¡.

Mimo stara« lekarzy pacjent wyzdrowiaª.

Po wielu staraniach lekarzy pacjent zmarª.

Popieramy program partii (tu wPiSz nazw¦ partii), oparty na
prze±wiadczeniu o wªasnej sªuszno±ci.

Caªa wspólnota dzi¦kuje chórowi para�alnemu, który na okres wakacji
zaprzestaª swojej dziaªalno±ci.

Wie± byªa samowystarczalna: kobiety dostarczaªy mleka, mi¦sa i skór.

Zachowanie dzieci dalece odbiega od rzeczywisto±ci.

Temperatura w kraju zale»y od termometru.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty niepowa»ne

Chory wi¦zie« nie do±¢, »e nie byª leczony, musiaª jeszcze niekiedy
umiera¢.

Nie chc¦, ale musz¦.

Mam swoje zdanie w tej sprawie, ale si¦ z nim nie zgadzam.

Kara ±mierci ma charakter nieodwracalny.

Na mordy carów pa«stwa Europy patrzyªy zªym okiem.

W XVI wieku uprawiano wiele ro±lin, których jeszcze nie znano.

Dzi¦ki seppuku Japo«czycy mogli pokaza¢ swoje prawdziwe wn¦trze.

Emilia Plater byªa puªkownikiem o kobiecych piersiach widocznych
spod munduru.

Wietrzenie skaª jest poj¦ciem czysto teoretycznym, bo wszystkie
dawno wywietrzaªy.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty niepowa»ne

Beethoven byª gªuchy, ale przynajmniej widziaª co komponowaª.

Jontek na swoim zegarze w chaªupie znalazª wskazówki do »ycia.

Harfa jest podobna do ªab¦dzia, tylko gorzej pªywa.

Je±li podzielimy graniastosªup wzdªu» przek¡tnej podstawy, to
otrzymamy dwie trumny.

Prostok¡t ro»ni si¦ od kwadratu tym »e raz jest wy»szy, a raz szerszy.

Przez uderzenia p¦dzlem malarz uzyskuje smutek na twarzy modelki.

Gdyby stopniaªy lodowce, to Wielka Brytania byªaby caªa zalana, a
Polska chyba te», ale kilka dni pó¹niej.

Po bitwie na polu grunwaldzkim zostaªo wi¦cej trupów ni» przyszªo.

Polana jest to forma lasu bez lasu.

Janko Muzykant ledwie zipaª, ale zipaª.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16�17 Semantyka KRP (2) 36 / 48



16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty niepowa»ne

Po ogªoszeniu 10 przykaza« Moj»esz uznaª je za nie»yciowe i rzuciª w
przepa±¢.

Kaj i Gerda nie byli ani siostr¡ ani bratem, tylko rodze«stwem.

W puszczy »yje du»o drapie»ników, które mog¡ czªowieka po»re¢,
zadusi¢ i zostawi¢.

Caªymi dniami piª po nocach.

Na skutek »aªoby swojej matki, Iwona urodziªa si¦ w pi¦¢ lat po
±mierci ojca.

Andromaka byªa wdow¡, jakiej wielu m¦»ów mogªo sobie »yczy¢.

We wsi panowaªa ciemnota a tak»e wójt.

Autor w tym wierszu ukazuje nam swoje wn¦trze i mówi, »e jest mu
niedobrze.

Wiatr wiaª tak silny, »e powywracaª dzwony na lew¡ stron¦.

Jerzy Pogonowski (MEG) Logika Matematyczna 16�17 Semantyka KRP (2) 37 / 48



16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty niepowa»ne

Ludzie pierwotni, gdy chcieli rozpali¢ ogie« musieli pociera¢
krzemieniem o krzemie«, a pod spód podkªadali stare gazety.

Bogurodzica ±piewana byªa cz¦sto na rozpocz¦cie bitwy pod
Grunwaldem.

Doprowadzimy do tego, »e ka»dy w tym kraju b¦dzie zarabiaª wi¦cej
od ±redniej krajowej.

�Ruchu nie ma� � rzekª Parmenides i odszedª.

Nie znaª zupeªnie niczego.

W moim zestawie poj¦¢ nie ma poj¦cia grzechu, a wi¦c nie mog¦
grzeszy¢.

Przypuszczam, »e sto lat temu nie byªo mnie (jeszcze/ju») na ±wiecie.

Beata jest wierna wszystkim swoim narzeczonym.

Nie ulegaj przes¡dom, bo to przynosi pecha.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty niepowa»ne

Oskar»enie ministra okazaªo si¦ bezpodstawne.

B¦dzie tak dobrze, »e gorzej ju» nie b¦dzie.

Wszyscy nie zapªacili.

Doprowadzimy do tego, »e ka»dy w tym kraju b¦dzie robiª to, na co
ma ochot¦. A je±li nie, to go do tego zmusimy.

Kobiety i m¦»czy¹ni maj¡ takie same prawa przy podejmowaniu i
rozwi¡zywaniu umowy o prac¦.

Wyj¡tek potwierdza reguª¦.

Dzi¦ki swemu kalectwu nie mo»e biedak dosta¢ pracy.

Z okazji ±mierci m¦»a ±lemy wyrazy gª¦bokiego wspóªczucia.

W zwi¡zku ze ±mierci¡ mojej matki prosz¦ o wypªacenie mi
ekwiwalentu pieni¦»nego.

Maª»e«stwo to zalegalizowana prostytucja.
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Cytaty niepowa»ne

Wolny jest ten, kto nie siedzi w wi¦zieniu.

Kapitaª to ta cz¦±¢ bogactwa, któr¡ po±wi¦ca si¦, by pomno»y¢ swe
bogactwo.

M¡» stanu to polityk nie»yj¡cy od pi¦tnastu lat.

Demokracja to ustrój, w którym mo»esz mówi¢ to co my±lisz, nawet
wtedy, kiedy nie my±lisz.

Sprawiedliwe jest to, co le»y w interesie silniejszego.

Potra�¦ si¦ oprze¢ wszystkiemu, z wyj¡tkiem pokusy.

Nietoperze s¡ ssakami, bo nie maj¡ piór. :)

Zaªo»¦ si¦, »e nie ma si¦ o co zakªada¢.

Je±li zalegalizujemy eutanazj¦, to rozwi¡»emy problem braku pieni¦dzy
na emerytury.

Je±li zalegalizujemy aborcj¦, to rozwi¡»emy problem przeludnienia.
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Cytaty niepowa»ne

Lepsze jutro byªo wczoraj.

W teorii nie ma ró»nicy mi¦dzy teori¡ a praktyk¡. W praktyce jest.

Nie strzelajcie, towarzysze � powiedziaª Majakowski na chwil¦ przed
swoim urz¦dowo stwierdzonym samobójstwem.

Nie ma reguªy bez wyj¡tków jest reguª¡ bez wyj¡tków.

Raz ladacznica, zawsze ladacznica.

Kiedy kto± mówi, »e chodzi o zasady, a nie o pieni¡dze, to wiadomo,»e
chodzi o pieni¡dze.

Uczciwy polityk to ten, który, gdy raz zostaª kupiony, pozostaje takim
na zawsze.

Ekonomista to ekspert, który b¦dzie wiedziaª jutro, dlaczego rzeczy,
które przepowiedziaª wczoraj, nie sprawdziªy si¦ dzisiaj.

Zamiast wiary w pieni¡dze, inwestuj w wiar¦.
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Cytaty niepowa»ne

Odda¢ »ycie za przekonania teologiczne jest najgorszym u»ytkiem,
jakie czªowiek mo»e z »ycia uczyni¢.

Pieni¡dze ma si¦ po to, aby ich nie mie¢.

W piekle diabeª jest postaci¡ pozytywn¡.

Wiem, sk¡d legenda o bogactwie »ydowskim. �ydzi pªac¡ za wszystko.

Pieni¡dze uªatwiaj¡ znoszenie ubóstwa.

Polityka to bezkrwawa wojna, a wojna to polityka i rozlew krwi.

W wolnym kraju ka»dy mo»e wygªasza¢ wªasne zdanie i nikt nie musi
tego sªucha¢.

Istnieje cenzor, który cenzoruje teksty dokªadnie tych autorów, którzy
nie stosuj¡ autocenzury.
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Cytaty niepowa»ne

Piotr gªosi nietolerancj¦ dla tolerancji.

Piotr gªosi nietolerancj¦ dla nietolerancji.

Piotr gªosi tolerancj¦ dla nietolerancji.

Piotr gªosi tolerancj¦ dla tolerancji.

Meduza »yje w jelicie grubym czªowieka, wi¦c jest po»ytecznym
szkodnikiem.

Sªowacki na swoim pogrzebie widziaª tylko garstk¦ najbli»szych
przyjacióª.

Spróchniaªy z¡b czasu dotkn¡ª go swoim palcem.

Towarzysz Ozi¦bªy jest czªonkiem wysuni¦tym z ramienia Partii na
czoªo.
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Cytaty niepowa»ne

Ka»dy rzekomy przest¦pca jest przest¦pc¡.

Panie doktorze, cierpi¦ na chroniczne niezdecydowanie, ale pewna tego

nie jestem.

Co ma zrobi¢ ateistka, poproszona o odmówienie modlitwy? Odmówi¢
i nie odmówi¢, czy te» nie odmówi¢ i odmówi¢?

Powoli zaczynamy si¦ spieszy¢.

W kapitalizmie czªowiek wykorzystuje czªowieka. W komunizmie
odwrotnie.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty klasyczne

Kamie«. Istota wszechmog¡ca mo»e stworzy¢ kamie«, którego nie
mo»e podnie±¢.

Teodycea. Istnienie zªa na ±wiecie jest w zgodzie z miªosierdziem
bo»ym.

Hempel. Obserwowanie »óªtych li±ci dostarcza kon�rmacji, »e
wszystkie kruki s¡ czarne.

Berry. Najmniejsza liczba naturalna niede�niowalna przez mniej ni»
30 sªów jest de�niowalna przez mniej ni» 30 sªów.

Achilles. Je±li �óªw znajduje si¦ w odlegªo±ci np. 1m od Achillesa, to
Achilles nigdy go nie dogoni.

Moment ±mierci. Je±li »yjemy, to ±mierci nie ma. Je±li nie »yjemy, to
nie ma »ycia. Moment ±mierci nie mo»e nale»e¢ ani do »ycia, ani do
±mierci.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty klasyczne

Moore. Byªem wczoraj w ko±ciele, ale w to nie wierz¦.

Quine. Je±li to zdanie jest prawdziwe, to Pingwiny rz¡dz¡ ±wiatem.

Tezeusz. Je±li ka»dy element statku zostaª co najmniej raz zast¡piony
nowym, to czy mamy do czynienia wci¡» z tym samym Statkiem?

Ograniczenia kontroli. Nigdy nie mo»emy by¢ pozbawieni kontroli,
bowiem niepodleganie czyjejkolwiek kontroli oznacza samokontrol¦.

Rzymskie. Dla zachowania pokoju przygotowuj si¦ do wojny.
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16.4.3. J¦zyk KRP a j¦zyki etniczne

Cytaty klasyczne

Nihilizm. Je±li prawda nie istnieje, to stwierdzenie Prawda nie istnieje

jest prawd¡.

Wszechmoc. Co si¦ stanie, gdy pocisk, który przebija wszystko tra�
w tarcz¦, której nic nie mo»e przebi¢?

Piosenka ontologiczna. To, co si¦ dzieje, naprawd¦ nie istnieje, wi¦c

nie warto mie¢ niczego, tylko karmi¢ zmysªy.

Niemo»liwa odpowied¹. �pisz? Tak.

Stopnie nico±ci. A im bardziej Puchatek zagl¡daª do ±rodka, tym
bardziej Prosiaczka tam nie byªo.

Sceptycyzm. Nic nie jest poznawalne.

Solipsyzm. Jestem solipsyst¡ i dziwi mnie to, »e inni nie s¡.
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Koniec

Koniec

W niniejszej i poprzedniej prezentacji starali±my si¦ wprowadzi¢ sªuchaczy
w problematyk¦ KRP.

Byªy to przy tym proste rozwa»ania semantyczne.

Wszystkie dalsze wykªady w semestrze letnim b¦d¡ po±wi¦cone ró»nym
operacjom konsekwencji w KRP.
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