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) el
Plan na dzis:

o Zagadki beda dotyczyty nieskonczonosci.
@ Rozwiazania niektérych zagadek stanowia wyzwanie dla intuigji
utrwalanych poprzez doswiadczenie potoczne.

o Tres¢ odczytu wiaze sie z prowadzong przez prelegenta w UAM
dydaktyka: www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

o Wykorzystujemy ilustracje dostepne w sieci.

@ Czym zagadka matematyczna rézni sie od zwyktego zadania?

e Kazimierz jest wujem Stanistawa, a Stanistaw jest wujem Kazimierza.
Czy to mozliwe? Odpowiedz na koncu wykfadu.
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Nieskoficzone Intuicje dotyczace nieskoficzonosci

Przewrécona dsemka

@ Co szkota méwi o 0o?
@ A jakie s3 twoje intuicje? Co wykorzystujesz, prébujac zblizy¢ sie do
rozumienia nieskonczonosci:

czas?
przestrzen?
uporzadkowanie?

[}
o
o
o jakie$ operacje (np. arytmetyczne)?

o Paradoksy réwnolicznosci. tapdéwki. Poscig za zétwiem. Dzielenie
ciasta. Supermucha. Hotel Hilberta.

@ Czy mozna zdefiniowa¢ nieskonczonosé?

e Propozycja Dedekinda: zbiér jest nieskonczony wtedy i tylko wtedy,
gdy jest réwnoliczny ze swoim podzbiorem wtasciwym.
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Przedz sie, przedz, wrzeciono. . .

@ Spirala ,odfruwa” w nieskoficzonosé, np.:

o Spirala Archimedesa r = ap.

o Spirala logarytmiczna r = ae®% (dla ¢ — —oco mamy r — 0).
e Spirala ($limak) Teodorosa tan(y,) = ﬁ

@ Spirala zwija sie (zob. osobny rysunek na tablicy):
3 4 2 1

e 21+...:7rr(1+%+%+...):77r17 = 27r.

@ Niech a; > a, > a3 > ..., gdzie a, € R, dla n € N. Budujemy spirale
z odcinkéw o dtugosciach: a1, a; + ap, ap + a3, ... (powiedzmy,
o0
prawoskretng, kat skretu —7). Dtugos¢ tej spirali to: 2 3 a,. Spirala
n=1
miesci sie na ograniczonym obszarze.
n—1 95

e Dla ciagu a, = ¢"~" oraz g = 755 spirala ma dtugos¢ 40.

o A jaka jest jej dtugos¢ dla ciggu a, = %? Cierpliwosci. . .
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Bz dhr
lle jest nieskonczonosci?

1) ]
®00 ®01 ®10 ®11

®000 ®001 %010 ®011 ®100 ®101 ®110 ®111

Kazdy z kolejnych wierzchotkéw ma dwéch bezposrednich potomkéw. Wierzchotki
(oprécz korzenia) kodujemy ciggami zer i jedynek. Jesli jaki$ wierzchotek ma kod
s, to jego bezposrednimi potomkami sa wierzchotki o kodach: s0 oraz s1. Gafezig
nazwiemy kazdy nieskonczony ciag ztozony z zer i jedynek. Czy mozliwe jest
ponumerowanie (liczbami naturalnymi: 0, 1, 2, 3, 4, 5,...) wszystkich gatezi?
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Bz dhr
Metoda przekatniowa

@ Przypus¢my, ze mozna ponumerowaé wszystkie gatezie liczbami
naturalnymi (kazda & jest zerem lub jedynka):

_ 41,42.3
1.2
& = alaia ...
_ ,1,2.3
g3 —833333...

@ Rozwazmy ciag G = b1 bybs .. ., gdzie:

o jedliap =0,to b, =1
o jeslia? =1, to b, =0.

Wtedy ciag G rézni sie od kazdego z ciagéw g, (co najmniej na n-tym
miejscu). Tak wiec, jakkolwiek chcielibySmy ponumerowac wszystkie
gatezie petnego drzewa dwdéjkowego liczbami naturalnymi, to zawsze
pozostana gatezie, dla ktérych numeréw nie starczy.
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Szereg harmoniczny Mréwka na linie

Gtosujemy: dojdzie czy nie?

Po doskonale elastycznej linie o poczatkowej dtugosci 1 km drepcze
mréwka z predkoscia 1 cm/sek (wzgledem liny). Lina rozciagga sie z
predkoscig 1 km/sek. Mréwka startuje z lewego, nieruchomego korica liny.
Czy dojdzie w skoficzonym czasie do prawego jej konca?

v
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Szereg harmoniczny

Demony bywaja pomocne

Rozwigzanie ciggfe wymaga catkowania réwnania rézniczkowego, czyli
rzeczy w polskiej szkole zabronione]. Zatézmy wiec, ze wraz z wybiciem
kazdej sekundy line rozcigga Demon (o Demonach wolno méwi¢ — zapytaj
Pania Katechetke): po pierwszej sekundzie z 1 do 2 km, po 2 sekundzie z 2

do 3 km, itd. A mréwka caty czas drepcze. ..

Mréwka na linie

Jaka czes¢ dtugosci catej liny przebywa mréowka w kazdej kolejnej

sekundzie?
W ciggu sekundy | mréwka pokonuje | czes¢ catej dtugosci
pierwszej lem z 1km 1001000
drugiej lcm z 2km 2001000
trzeciej lecm z 3km 3001000
n-tej lcm z nkm m
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Szereg harmoniczny Mréwka na linie

Brawo, mréwa! Dac jej piwa!

Czy istnieje liczba n taka, ze suma: 155005 + 200000 + 300000 T+ - -

bedzie réwna 1, czyli catej dtugosci liny?
Szukamy n takiej, dla ktérej: 1+ 3 + 3 + ...+ L =100000.

1
-+ n-100000

n=1
1+§+%+%+%+%+%+%+%+$+ >
1+?+(1%+1%)+1-(§+%+é+§)+(16+ + &)+
1+§+§+§+§+ =

Istnieje zatem n taka, ze 1 + % + % +...4+ % > 100000. Mréwka dojdzie

do prawego korica liny w skoficzonym czasie!
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Szereg harmoniczny Mréwka na linie

Czy lenistwo ma granice?

e Stata Eulera-Mascheroniego +:
n
y=lim (3 # —Inn) = 0,5772156649501 ...
=00 k=1

Obecnie (20_13) nie wiadomo, czy ~ jest liczba algebraiczna czy
przestepna, ani czy jest liczba wymierna czy tez niewymierna.

e Mréwka dotrze do prawego kofica liny w czasie 199099~ sekund, co w
zapisie dziesietnym daje liczbe o ponad czterdziestu tysigcach cyfr.
Jest to czas tysigce razy dtuzszy od czasu istnienia Wszechswiata
(liczac od Wielkiego Wybuchu).

@ Skoro przestrzeri Wszechswiata rozszerza sie, a predkos¢ Swiatta jest
stata, to czy kiedy$ nocne niebo bedzie catkiem ciemne?

Szereg harmoniczny jest bardzo leniwy w swojej rozbieznosci. Czy istnieje
szereg najwolniej rozbiezny? Przemysl to w domu.
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Prepinit eretifor:
Rég Gabriela

Wierni jednej z parafii na dalekiej pétnocy kraju podarowali swojemu
arcybiskupowi ksztattna flaszke wypetniona winem. Sktada sie ona z walca
o promieniu i wysokosci réwnej jednostce (np. jednemu metrowi) oraz
szyjki, ktdra jest powierzchnia powstata poprzez obrét wykresu funkgji
f(x) = % w przedziale od 1 do nieskoficzonosci. Czy arcybiskup bedzie pit
z niej wiecznie, zaktadajac, ze codziennie pragnie, powiedzmy, ¢wiarteczki?

v

Rozwazmy dyskretne (gérne, zewnetrzne) przyblizenie szyjki flaszki:
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Problem dotyczy szyi, ekscelencjo. . .

o Powierzchnia P szyjki flaszki jest nieskoficzona, poniewaz:

[e.e] oo

P>r-12+ Y @r-1-H=rt27 3 1 =0
n=1 n=1

° Oqutoéé V' szyjki flaszki jest jednak skofczona, poniewaz:

V< Z( () 1)—7TZ =%

o0

Dowéd (Eulera), ze S = nl—z = %2 jest dos¢ ztozony. Pokazemy jedynie,
n=1

ze S jest liczba skonczona:

* +
22
PRI U A S
I+ 5+4+ =1+5+G) +0G)P+... =2 =2
2
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ol pomrclin
Typy porzadkéw (nieostrych):

o Czesciowe: (zwrotne), antysymetryczne, przechodnie.

o Liniowe: spéjne czesciowe.

@ Dobre: czesciowe, w ktérych kazdy niepusty podzbiér ma element
najmniejszy.

@ Drzewa: czesciowe, w ktérych poprzedniki kazdego elementu tworza
zbiér dobrze uporzadkowany.

@ Dyskretne: kazdy element ma bezposredni poprzednik i nastepnik
(oprécz ew. elementéw koncowych).

o Geste: miedzy kazdymi elementami jest element posredni.

o Ciagte: kazdy niepusty ograniczony z géry podzbiér ma kres gérny.

e Co to znaczy, ze porzadek jest naturalny? J
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Uporzadkowanie Funkcja pary Cantora

Jak grzecznie uporzadkowa¢ wszystkie utamki > 07

o Bijekcja c: Nx N =N
X+y

odmn:y+zy:y+%u+nu+y+n
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Uporzadkowanie Drzewo Calkina-Wilfa

Drzewo Calkina-Wilfa

i

1 / %\g
A G O

3] 2 3 1 a+b b
1/ \4 3/ \5 Z/ \E §/ \é
3 a3 5 2 5 3 4 it

£
+
(N

Wszystkie te utamki s3 w postaci nieskracalnej. Kazda dodatnia liczba
wymierna wystepuje w tym drzewie dokfadnie raz.

_ _ 1
q(l? =1 oraz q(n +1) O CO=TOEs! dlan>1,
gdzie | x| to najwieksza liczba naturalna < x.
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N . L GLILR  Drzewo Calkina-Wilfa
Spirala utamkéw

Kazda dodatnia liczba wymierna jest postaci b(brffr)l) (n > 0), gdzie
b(0) = b(1) =1 oraz:

b(2n+1) = b(n), b(2n+2) = b(n) + b(n+1).
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Uporzadkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Zmowa matematyka z zegarmistrzem

Czy dodawanie § © § = gifj jest gtupie?

—|o
o~

lo

N\
/ \
< /

Wszystkie te utamki s3 w postaci nieskracalnej. Kazda dodatnia liczba
wymierna wystepuje w tym drzewie doktadnie raz.
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Uporzadkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Jak trafi¢ do wybranego utamka?

0 2 « atc < £
b b+d d
@ Do kazdego utamka prowadzi (doktadnie jeden!) ciag skretéw (od

korzenia %) w lewo L oraz w prawo P. Dla przyktadu: % to LPLL.
o 1]
oraz | =

01

. . 11 (1 0
e Przy mterpretaqlL—[O 1}:[’— 11

b+-d

11 10 1 011 1] 3 4
LPPL_[O 1H1 1“1 1]_0 1_‘{2 3}H

kazdy utamek 2t reprezentowany jest macierza { I ] Np.:

~|c

Mnozenie macierzy:
[ ain an } [ bii b2 ] _ [ aiibir + aiobp1  ar1bio + azboo ]

a1 a» by1 b ar b1 + axbp1  ax1bio + axboo
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Uporzadkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Zréb tancuszek z utamka

o Ciag przyblizen liczby e w drzewie Sterna-Brocota to nieskonczona

gataz:
e PLOPLP?LPLAPLPOLPIEPLPYOLPL? . .

@ Drzewo Sterna-Brocota ma zwiazek np. z:

e przedstawieniem liczb wymiernych w postaci utamkéw tancuchowych
e algorytmem Euklidesa

o liczbami Fibonacciego Fo =0, F1 =1, F,=F,_1+ F,_»

e ciggami Fareya oraz okregami Forda.

1+2 %7

a7
:2++_[21715]
7

Przypomnijmy: @—2%—%:2—#51—3:24-

7+3 7+

2+1
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Uporzadkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Regularnosci w rozwinieciu 77

Liczba rozwiniecie fancuchowe
wymierna skoficzone
niewymierny pierwiastek kwadratowy | okresowe

niewymierna nieskonczone

Dla przyktadu: v2 =[1;2,2,2,..], vV3=1[1;1,2,1,2,1,2,...] = [1;1,2].

2
T = 412 — 412 — 3 + 1732
1"‘# 1‘*‘# 6“‘#
2+ 52 3+ 32 6+ 72
24— 5+ — 6+ -
24— 7+ .
: . 6+ °
2+ " 9+ -
1+v5 _ 1. _ 2
> =[1;1,1,1,1,1,..], e—2+ﬁ
3+4+ 5
5+.'
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Whepricei prefrema:
Kogo lubig dziewczyny?

Przypusémy, ze dziewczeta X, Y, Z chcg ustali¢, ktéry z facetéw A, B, C
jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczegélnych dziewczat
wygladaja nastepujaco (piszemy P > Q w znaczeniu: wybdr P jest
preferowany wzgledem wyboru Q; preferencje kazdego dziewczecia s3
przechodnie):

e X: A>B>C
e Y: B>C>A
e /Z: C>A>B.

Czy mozliwe jest liniowe uporzadkowanie kandydatéw zgodne z
preferencjami wiekszosci dziewczat? NIE, poniewaz:

(1] % dziewczat uwaza, ze A jest bardziej przystojny od B.
(2] % dziewczat uwaza, ze B jest bardziej przystojny od C.
(3] % dziewczat uwaza, ze C jest bardziej przystojny od A.
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Ten wyktad (szczesliwie!) nie jest nieskonczony

e Uwazamy, ze szkota moze (ostroznie!) przygotowywac uczniéw do
oswajania sie z nieskoficzonoscia.

o Zagadka o dwéch wujach: wystarczy, ze Kazimierz poslubi siostre
matki Stanistawa, a Stanistaw poslubi siostre matki Kazimierza. Co
ciekawe, ludzie podaja zwykle sztucznie skomplikowane rozwigzania tej
zagadki.

@ Uprzejmie dziekuje organizatorom za umozliwienie mi wygtoszenia
tego wykfadu.

o Jesli cos byto niejasne, to prosze o glosy krytyczne.

o W Dodatku 1 pokazujemy wykorzystanie Lematu Kéniga w
rozwigzaniu pewnej (pozornie banalnej!) zagadki. W Dodatku 2
opisujemy (zaskakujacy!) wynik dotyczacy pewnej gry planszowe;.

v
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Ieflo Samlliere
Opréznianie pudetka

Przypusémy, ze masz nieskonczenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi
liczbami catkowitymi, przy czym kazda taka liczba jest umieszczona na
nieskofczenie wielu kulach (masz wiec nieskoriczenie wiele kul z jedynka,
nieskofczenie wiele z dwdjka, nieskonczenie wiele z tréjka, itd.). Masz tez
pudetko, ktére zawiera skonczenie wiele ponumerowanych kul. Celem
zabawy jest opréznienie pudetka, wedle nastepujacej reguty. W kazdym
kroku wyjmujesz pewna kule, a na jej miejsce wktadasz catkiem dowolng
liczbe kul o mniejszych numerach. Poniewaz nie ma mniejszych od jedynki
dodatnich liczb catkowitych, wiec kuli z jedynka niczym nie zastepujesz.
Rozwiazanie wyglada prosto: wystarczy, ze zastapisz kazda kule w pudetku
kulg z jedynka, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynka po kolei.
Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, ze nie mozna z géry ograniczy¢ liczby
krokéw potrzebnych to opréznienia pudetka — pamietajmy, ze mozna
Jutrudniaé” poprzez doktadanie dowolnej skonczonej liczby kul, byle o
numerze mniejszym niz numer kuli zastepowane;.

v
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Ieflo Samlliere
Lemat Kdniga w dziataniu

Zabawe te przedstawi¢ mozna w postaci drzewa o ponumerowanych
wierzchotkach. Poczatkowa zawartos¢ pudetka reprezentujg wierzchotki
wychodzace bezposrednio z korzenia drzewa. Zastepowanie jakiej$ kuli
(liscia drzewa) zbiorem innych polega na dotaczeniu, w miejsce usuwanego
liscia, catego zbioru nowych lisci, reprezentujacych kule, zastepujace
usuwang kule. Drzewo ,rosnie w gére” w miare jak zastepujemy usuwane
kule nowymi. Zauwazmy, ze na kazde] gatezi drzewa wystepuja kule o coraz
mniejszych numerach. Ponadto, kazdy wierzchotek drzewa ma tylko
skonczenie wielu bezposrednich potomkéw. Gdyby drzewo miato
nieskonczona liczbe wierzchotkéw, to (na mocy Lematu Kéniga) musiatoby
mie¢ gataz nieskonczona. To jednak jest niemozliwe, ze wzgledu na
wspomniany juz fakt, ze numery na kazdej gatezi maleja, w miare
oddalania sie od korzenia drzewa. Tak wiec, zabawa w opréznianie pudetka
musi zakonczy¢ sie w skoiczonej liczbie krokéw.
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Dodatek 1: kule Smullyana i Lemat Kdniga Drzewa

Drzewa

e Drzewem (o korzeniu xg) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xo) taki, ze:

o (X, R) jest grafem o zbiorze wierzchotkéw X i zbiorze krawedzi
RCX x X;

e xg jest elementem R-najmniejszym w X;

e R jest przechodnia i antysymetryczna w X;

o dla kazdego elementu zbioru X — {xo}, zbidr jego wszystkich
R-poprzednikéw jest dobrze uporzadkowany przez relacje R.

o Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchotki, ktére nie
majg R-nastepnikéw.

o Jesli (x,y) € R jest krawedzig w D, to x nazywamy przodkiem y, a y
nazywamy potomkiem x. Jedli (x,y) € R — R? jest krawedzia w D, to
x nazywamy bezposrednim przodkiem y, a y nazywamy bezposrednim
potomkiem x.
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Dodatek 1: kule Smullyana i Lemat Kdniga Drzewa

tancuchy, gatezie, poziomy

o Kazdy podzbiér zbioru wierzchotkéw drzewa D, ktéry jest
uporzadkowany liniowo przez R nazywamy faricuchem w D. Kazdy
tancuch maksymalny (wzgledem inkluzji) w D nazywamy gafezia w D.

@ Przez dfugosé taricucha P rozumiemy liczbe elementéw zbioru P.

e Rzedem wierzchotka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkéw x.
Rzedem drzewa D jest kres gérny rzedéw wszystkich wierzchotkéw
drzewa D.

@ Drzewo D jest skoriczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest skonczony.
Drzewo D jest nieskoriczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest
nieskonczony. Drzewo D jest rzedu skoriczonego, jesli jego rzad jest
liczba skonczona.

o Przez indukcje definiujemy poziomy drzewa:

e poziom zerowy to zbiér jednoelementowy, ztozony z korzenia drzewa;

e poziom k-1 to zbiér wszystkich bezposrednich nastepnikéw
wierzchotkéw poziomu k.
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Lo (it
Dowdd Lematu Kdniga (wykorzystuje aksjomat wyboru)

Lemat Koniga. Jesli drzewo D = (X, R, xp) rzedu skonczonego jest
nieskonczone, to ma gataz nieskonczona.

Dowéd. Przypusémy, ze D jest nieskoniczone. Zdefiniujemy gataz
nieskoficzona {xp, x1,x2,...} w D przez indukcje.

Za element xg bierzemy korzen drzewa D. Poniewaz D jest nieskoficzone,
wiec xp ma nieskonczenie wiele R-nastepnikéw.

Przypusémy, ze xg, x1, X2, ..., Xa_1 zostaty zdefiniowane tak, ze x; nalezy
do i-tego poziomu drzewa D oraz x; ma nieskonczenie wiele
R-nastepnikéw. Z zatozenia, x,—1 ma tylko skoniczenie wiele bezposrednich
R-nastepnikéw. Poniewaz x,_1; ma nieskonczenie wiele R-nastepnikéw,
wiec co najmniej jeden z jego bezposrednich R-nastepnikéw takze ma
nieskonczenie wiele R-nastepnikéw. Wybieramy wiec element x, z n-tego
poziomu drzewa D o tej wtasnie whasnosci. Wtedy x, ma nieskonczenie
wiele R-nastepnikéw. Poniewaz jest tak dla kazdego n, pokazalismy
istnienie nieskorczonej gatezi {xop, x1, x2, ...} w drzewie D.

Jerzy Pogonowski (MEG) Urok Zagadek Matematycznych Krakéw, 24.X.2013 27 / 31




Dodatek 2: armia Conwaya

Jak wysoko mozna zaj$¢?

Ruchy: pionowo lub poziomo, usuwajgc przeskakiwany pionek.

RUEaoe
X3 x2|x!|x2 | x3

X610 | x| x| a2 |3 [ x4 | x5 | x0

X5|x4|x3| x| x5 | x6
XB{ X5 x4 x5 | x8|x7

x10] %9 x8[ 7| x6| x5 | %6 |7 | ¥8| x| x10
X1[x10) x0 [ %7 [ X6 | X9 [x10]x 11
X12[x111x10] x9 [ %8 X7 X x0 [xtofx11|x12
X3t x10] X0 %] a0 [x20[x 1 1[x12x 13

Pi:x®+x% Py x®4+2x8+x7 P3: x®4+3x8+3x" +x8
Metryka Manhattan: d((x1,x2), (y1,y2)) = |x1 — ya| + [x2 — y2|.
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Reguty w bitwie o poziom piaty

@ x"T2 + x"*! zostaje zastapione przez x”
@ x" + x"1 zostaje zastapione przez x”

Q x" + x"t1 zostaje zastgpione przez x"2.

Warto$¢ x > 0 dobieramy tak, aby warto$¢ otrzymanego wielomianu
zmniejszata sie w drugim i trzecim z powyzszych przypadkéw, a
pozostawata niezmieniona w pierwszym z nich. Skoro x > 0, to

X" 4+ x"1 > x" Jesli ma by¢ x™ + x" > x™2 to 1 + x > x?, co daje
nieréwno$é 0 < x < %(\@—i— 1). Wreszcie, dla pierwszego warunku nasz
wielomian ma nie zmienia¢ wartosci, czyli ma zachodzi¢ x"+2 4 x™1 = x”.
To oznacza, ze x + x? = 1, a wiec jesli przyjmiemy x = %(\/g— 1), to
wszystkie wymagane warunki s3 spetnione oraz zachodzi x + x? = 1.
Celowi T nadajemy wartos¢ 1.
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Dodatek 2: armia Conwaya

Wartos¢ nieskonczonej armii

e Kazda z konfiguracji pionkéw opisana jest skoficzonym wielomianem.
Jego wartos$¢ bedzie zatem mniejsza od sumy szeregu nieskofnczonego
(ktdry interpretowaé mozemy jako warto$¢ nieskofczonej armii):
P=x®4+3x04+5x" +7x®+ ... =x5(1+3x+5x2+7x3 +...).
S=1+4+3x+5x>+7x3+...

xS =x+3x2+5x3 +7x* + ...
S—xS=S(1—-x)=1+2x+2x*>+2x3+...
SA—x)=14+2(x+x>2+x3+..)

S(1—x)=1+ 2 =1

1—x

S= a5y

x3(14x)

e Poniewaz P = x°S, wiec P = A=) -
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Nieosiggalny poziom piaty

@ Przypomnijmy, ze nasz wybdér wartosci dla x spetnia warunek

x+x2=x(1+x)=1awiecl+x=1orazl—x=x%

1
o Tak wiec: P = X(51(,1j:));) = )(()5(£§2) = i—i =1.

e Oznacza to, ze wartos¢ przypisana kazdej poczatkowej (skoficzonej!)
konfiguracji pionkéw ponizej bariery musi by¢ mniejsza od 1, a
poniewaz kazdy ruch albo zmniejsza wartos¢ konfiguracji, albo
pozostawia jg bez zmian, wiec warto$¢ zadnego z pionkdéw nie osiagnie
nigdy 1.

@ A to znaczy, ze zaden pionek ze skoficzonej armii pod barierg,
niezaleznie od tego jak licznej i jak sprytnie rozstawionej, nigdy nie
osiaggnie poziomu piatego.

W sieci znalez¢é mozna ciekawe uogélnienia tej gry.
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