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Wst¦p Cel projektu

Plan na dzi±:

Zagadki b¦d¡ dotyczyªy niesko«czono±ci.

Rozwi¡zania niektórych zagadek stanowi¡ wyzwanie dla intuicji
utrwalanych poprzez do±wiadczenie potoczne.

Tre±¢ odczytu wi¡»e si¦ z prowadzon¡ przez prelegenta w UAM
dydaktyk¡: www.logic.amu.edu.pl/index.php/Dydaktyka

Wykorzystujemy ilustracje dost¦pne w sieci.

Czym zagadka matematyczna ró»ni si¦ od zwykªego zadania?

Kazimierz jest wujem Stanisªawa, a Stanisªaw jest wujem Kazimierza.
Czy to mo»liwe? Odpowied¹ na ko«cu wykªadu.
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Niesko«czone Intuicje dotycz¡ce niesko«czono±ci

Przewrócona ósemka

Co szkoªa mówi o ∞?

A jakie s¡ twoje intuicje? Co wykorzystujesz, próbuj¡c zbli»y¢ si¦ do
rozumienia niesko«czono±ci:

czas?
przestrze«?
uporz¡dkowanie?
jakie± operacje (np. arytmetyczne)?

Paradoksy równoliczno±ci. �apówki. Po±cig za »óªwiem. Dzielenie
ciasta. Supermucha. Hotel Hilberta.

Czy mo»na zde�niowa¢ niesko«czono±¢?

Propozycja Dedekinda: zbiór jest niesko«czony wtedy i tylko wtedy,
gdy jest równoliczny ze swoim podzbiorem wªa±ciwym.
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Niesko«czone Spirale

Prz¦d¹ si¦, prz¦d¹, wrzeciono. . .

1 Spirala �odfruwa� w niesko«czono±¢, np.:

Spirala Archimedesa r = aϕ.
Spirala logarytmiczna r = aebϕ (dla ϕ→ −∞ mamy r → 0).
Spirala (±limak) Teodorosa tan(ϕn) =

1√
n
.

2 Spirala zwija si¦ (zob. osobny rysunek na tablicy):
2πr
2

+
2π r

2
2

+
2π r

4
2

+ . . . = πr(1+ 1
2
+ 1

4
+ . . .) = πr 1

1− 1
2

= 2πr .

Niech a1 > a2 > a3 > . . ., gdzie an ∈ R+ dla n ∈ N. Budujemy spiral¦
z odcinków o dªugo±ciach: a1, a1 + a2, a2 + a3, . . . (powiedzmy,

prawoskr¦tn¡, k¡t skr¦tu −π
2
). Dªugo±¢ tej spirali to: 2

∞∑
n=1

an. Spirala

mie±ci si¦ na ograniczonym obszarze.

Dla ci¡gu an = qn−1 oraz q = 95
100

spirala ma dªugo±¢ 40.

A jaka jest jej dªugo±¢ dla ci¡gu an = 1
n
? Cierpliwo±ci. . .
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Niesko«czone Drzewo dwójkowe

Ile jest niesko«czono±ci?
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Ka»dy z kolejnych wierzchoªków ma dwóch bezpo±rednich potomków. Wierzchoªki

(oprócz korzenia) kodujemy ci¡gami zer i jedynek. Je±li jaki± wierzchoªek ma kod

s, to jego bezpo±rednimi potomkami s¡ wierzchoªki o kodach: s0 oraz s1. Gaª¦zi¡

nazwiemy ka»dy niesko«czony ci¡g zªo»ony z zer i jedynek. Czy mo»liwe jest

ponumerowanie (liczbami naturalnymi: 0, 1, 2, 3, 4, 5,. . . ) wszystkich gaª¦zi?
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Niesko«czone Drzewo dwójkowe

Metoda przek¡tniowa

Przypu±¢my, »e mo»na ponumerowa¢ wszystkie gaª¦zie liczbami
naturalnymi (ka»da aji jest zerem lub jedynk¡):
g1 = a11a

2
1a

3
1 . . .

g2 = a12a
2
2a

3
2 . . .

g3 = a13a
2
3a

3
3 . . .

. . .

Rozwa»my ci¡g G = b1b2b3 . . ., gdzie:

je±li ann = 0, to bn = 1
je±li ann = 1, to bn = 0.

Wtedy ci¡g G ró»ni si¦ od ka»dego z ci¡gów gn (co najmniej na n-tym
miejscu). Tak wi¦c, jakkolwiek chcieliby±my ponumerowa¢ wszystkie
gaª¦zie peªnego drzewa dwójkowego liczbami naturalnymi, to zawsze
pozostan¡ gaª¦zie, dla których numerów nie starczy.
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Szereg harmoniczny Mrówka na linie

Gªosujemy: dojdzie czy nie?

Po doskonale elastycznej linie o pocz¡tkowej dªugo±ci 1 km drepcze
mrówka z pr¦dko±ci¡ 1 cm/sek (wzgl¦dem liny). Lina rozci¡ga si¦ z
pr¦dko±ci¡ 1 km/sek. Mrówka startuje z lewego, nieruchomego ko«ca liny.
Czy dojdzie w sko«czonym czasie do prawego jej ko«ca?
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Szereg harmoniczny Mrówka na linie

Demony bywaj¡ pomocne

Rozwi¡zanie ci¡gªe wymaga caªkowania równania ró»niczkowego, czyli
rzeczy w polskiej szkole zabronionej. Zaªó»my wi¦c, »e wraz z wybiciem
ka»dej sekundy lin¦ rozci¡ga Demon (o Demonach wolno mówi¢ � zapytaj
Pani¡ Katechetk¦): po pierwszej sekundzie z 1 do 2 km, po 2 sekundzie z 2
do 3 km, itd. A mrówka caªy czas drepcze. . .

Jak¡ cz¦±¢ dªugo±ci caªej liny przebywa mrówka w ka»dej kolejnej

sekundzie?

W ci¡gu sekundy mrówka pokonuje cz¦±¢ caªej dªugo±ci

pierwszej 1cm z 1km 1
100000

drugiej 1cm z 2km 1
200000

trzeciej 1cm z 3km 1
300000

n-tej 1cm z nkm 1
n·100000
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Szereg harmoniczny Mrówka na linie

Brawo, mrówa! Da¢ jej piwa!

Czy istnieje liczba n taka, »e suma: 1
100000

+ 1
200000

+ 1
300000

+ . . .+ 1
n·100000

b¦dzie równa 1, czyli caªej dªugo±ci liny?
Szukamy n takiej, dla której: 1+ 1

2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
= 100000.

Liczby harmoniczne: Hn =
n∑

k=1

1
k

Szereg
∞∑
n=1

1
n
jest rozbie»ny. Porównajmy bowiem:

1+ 1
2
+ 1

3
+ 1

4
+ 1

5
+ 1

6
+ 1

7
+ 1

8
+ 1

9
+ 1

10
+ . . . >

1+ 1
2
+ (1

4
+ 1

4
) + (1

8
+ 1

8
+ 1

8
+ 1

8
) + ( 1

16
+ . . .+ 1

16
) + . . . =

1+ 1
2
+ 1

2
+ 1

2
+ 1

2
+ . . . =∞

Istnieje zatem n taka, »e 1+ 1
2
+ 1

3
+ . . .+ 1

n
> 100000. Mrówka dojdzie

do prawego ko«ca liny w sko«czonym czasie!
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Szereg harmoniczny Mrówka na linie

Czy lenistwo ma granice?

Staªa Eulera-Mascheroniego γ:

γ = lim
n→∞

(
n∑

k=1

1
k
− ln n) = 0, 5772156649501 . . .

Obecnie (2013) nie wiadomo, czy γ jest liczb¡ algebraiczn¡ czy
przest¦pn¡, ani czy jest liczb¡ wymiern¡ czy te» niewymiern¡.

Mrówka dotrze do prawego ko«ca liny w czasie e100000−γ sekund, co w
zapisie dziesi¦tnym daje liczb¦ o ponad czterdziestu tysi¡cach cyfr.
Jest to czas tysi¡ce razy dªu»szy od czasu istnienia Wszech±wiata
(licz¡c od Wielkiego Wybuchu).

Skoro przestrze« Wszech±wiata rozszerza si¦, a pr¦dko±¢ ±wiatªa jest
staªa, to czy kiedy± nocne niebo b¦dzie caªkiem ciemne?

Szereg harmoniczny jest bardzo leniwy w swojej rozbie»no±ci. Czy istnieje
szereg najwolniej rozbie»ny? Przemy±l to w domu.
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Szereg harmoniczny Pragnienie arcybiskupa

Róg Gabriela

Wierni jednej z para�i na dalekiej póªnocy kraju podarowali swojemu
arcybiskupowi ksztaªtn¡ �aszk¦ wypeªnion¡ winem. Skªada si¦ ona z walca
o promieniu i wysoko±ci równej jednostce (np. jednemu metrowi) oraz
szyjki, która jest powierzchni¡ powstaª¡ poprzez obrót wykresu funkcji
f (x) = 1

x
w przedziale od 1 do niesko«czono±ci. Czy arcybiskup b¦dzie piª

z niej wiecznie, zakªadaj¡c, »e codziennie pragnie, powiedzmy, ¢wiarteczki?

Rozwa»my dyskretne (górne, zewn¦trzne) przybli»enie szyjki �aszki:
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Szereg harmoniczny Pragnienie arcybiskupa

Problem dotyczy szyi, ekscelencjo. . .

Powierzchnia P szyjki �aszki jest niesko«czona, poniewa»:

P > π · 12 +
∞∑
n=1

(2π · 1 · 1
n
) = π + 2π

∞∑
n=1

1
n
=∞

Obj¦to±¢ V szyjki �aszki jest jednak sko«czona, poniewa»:

V <
∞∑
n=1

(π( 1
n
)2 · 1) = π

∞∑
n=1

1
n2

= π π2

6

Dowód (Eulera), »e S =
∞∑
n=1

1
n2

= π2

6
jest do±¢ zªo»ony. Poka»emy jedynie,

»e S jest liczb¡ sko«czon¡:
S = 1+ ( 1

22
+ 1

32
) + ( 1

42
+ 1

52
+ 1

62
+ 1

72
) + . . . <

1+ ( 1
22

+ 1
22
) + ( 1

42
+ 1

42
+ 1

42
+ 1

42
) + . . . =

1+ 2
22

+ 4
42

+ . . . = 1+ 1
2
+ (1

2
)2 + (1

2
)3 + . . . = 1

1− 1
2

= 2.
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Uporz¡dkowanie Rodzaje porz¡dków

Typy porz¡dków (nieostrych):

Cz¦±ciowe: (zwrotne), antysymetryczne, przechodnie.

Liniowe: spójne cz¦±ciowe.

Dobre: cz¦±ciowe, w których ka»dy niepusty podzbiór ma element
najmniejszy.

Drzewa: cz¦±ciowe, w których poprzedniki ka»dego elementu tworz¡
zbiór dobrze uporz¡dkowany.

Dyskretne: ka»dy element ma bezpo±redni poprzednik i nast¦pnik
(oprócz ew. elementów ko«cowych).

G¦ste: mi¦dzy ka»dymi elementami jest element po±redni.

Ci¡gªe: ka»dy niepusty ograniczony z góry podzbiór ma kres górny.

Co to znaczy, »e porz¡dek jest naturalny?
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Uporz¡dkowanie Funkcja pary Cantora

Jak grzecznie uporz¡dkowa¢ wszystkie uªamki > 0?

Bijekcja c : N× N→ N

c(x , y) = y +
x+y∑
i=0

i = y + 1
2
(x + y)(x + y + 1)
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Uporz¡dkowanie Drzewo Calkina-Wilfa

Drzewo Calkina-Wilfa

Wszystkie te uªamki s¡ w postaci nieskracalnej. Ka»da dodatnia liczba
wymierna wyst¦puje w tym drzewie dokªadnie raz.

q(1) = 1 oraz q(n + 1) = 1
bq(n)c−(q(n)−bq(n)c)+1

dla n > 1,

gdzie bxc to najwi¦ksza liczba naturalna 6 x .

Jerzy Pogonowski (MEG) Urok Zagadek Matematycznych Kraków, 24.X.2013 15 / 31



Uporz¡dkowanie Drzewo Calkina-Wilfa

Spirala uªamków

Ka»da dodatnia liczba wymierna jest postaci b(n)
b(n+1) (n > 0), gdzie

b(0) = b(1) = 1 oraz:
b(2n + 1) = b(n), b(2n + 2) = b(n) + b(n + 1).
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Uporz¡dkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Zmowa matematyka z zegarmistrzem

Czy dodawanie a
b
⊕ c

d
= a+c

b+d
jest gªupie?

Wszystkie te uªamki s¡ w postaci nieskracalnej. Ka»da dodatnia liczba
wymierna wyst¦puje w tym drzewie dokªadnie raz.
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Uporz¡dkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Jak tra�¢ do wybranego uªamka?

a
b
< a+c

b+d
< c

d

Do ka»dego uªamka prowadzi (dokªadnie jeden!) ci¡g skr¦tów (od
korzenia 1

1
) w lewo L oraz w prawo P . Dla przykªadu: 4

7
to LPLL.

Przy interpretacji L =

[
1 1
0 1

]
, P =

[
1 0
1 1

]
oraz I =

[
1 0
0 1

]
ka»dy uªamek a+c

b+d
reprezentowany jest macierz¡

[
b d

a c

]
. Np.:

LPPL =

[
1 1
0 1

] [
1 0
1 1

] [
1 0
1 1

] [
1 1
0 1

]
=

[
3 4
2 3

]
7→ 5

7

Mno»enie macierzy:[
a11 a12
a21 a22

] [
b11 b12
b21 b22

]
=

[
a11b11 + a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 a21b12 + a22b22

]
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Uporz¡dkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Zrób ªa«cuszek z uªamka

Ci¡g przybli»e« liczby e w drzewie Sterna-Brocota to niesko«czona
gaª¡¹:
e 7→ PL0PLP2LPL4PLP6LPL8PLP10LPL12 . . .

Drzewo Sterna-Brocota ma zwi¡zek np. z:

przedstawieniem liczb wymiernych w postaci uªamków ªa«cuchowych
algorytmem Euklidesa
liczbami Fibonacciego F0 = 0, F1 = 1, Fn = Fn−1 + Fn−2
ci¡gami Fareya oraz okr¦gami Forda.

Przypomnijmy: 153
53

= 2+ 47
53

= 2+ 1
53
47

= 2+ 1

1+ 6
47

= 2+ 1

1+ 1
47
6

=

2+ 1

1+ 1

7+ 5
6

= 2+ 1

1+ 1

7+ 1
1
6
5

= 2+ 1

1+ 1

7+ 1

1+ 1
5

= [2; 1, 7, 1, 5]
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Uporz¡dkowanie Drzewo Sterna-Brocota

Regularno±ci w rozwini¦ciu π?

Liczba rozwini¦cie ªa«cuchowe

wymierna sko«czone
niewymierny pierwiastek kwadratowy okresowe
niewymierna niesko«czone

Dla przykªadu:
√
2 = [1; 2, 2, 2, . . .],

√
3 = [1; 1, 2, 1, 2, 1, 2, . . .] = [1; 1, 2].

π = 4

1+ 12

2+ 32

2+ 52

2+ 72

2+
...

= 4

1+ 12

3+ 22

5+ 32

7+ 42

9+
...

= 3+ 12

6+ 32

6+ 52

6+ 72

6+
...

1+
√
5

2
= [1; 1, 1, 1, 1, 1, . . .], e = 2+ 2

2+ 3

3+ 4

4+ 5

5+
...

Jerzy Pogonowski (MEG) Urok Zagadek Matematycznych Kraków, 24.X.2013 20 / 31



Uporz¡dkowanie Nieprzechodnie preferencje

Kogo lubi¡ dziewczyny?

Przypu±¢my, »e dziewcz¦ta X , Y , Z chc¡ ustali¢, który z facetów A, B , C
jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczególnych dziewcz¡t
wygl¡daj¡ nast¦puj¡co (piszemy P > Q w znaczeniu: wybór P jest
preferowany wzgl¦dem wyboru Q; preferencje ka»dego dziewcz¦cia s¡
przechodnie):

X : A > B > C

Y : B > C > A

Z : C > A > B .

Czy mo»liwe jest liniowe uporz¡dkowanie kandydatów zgodne z
preferencjami wi¦kszo±ci dziewcz¡t? NIE, poniewa»:

1 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e A jest bardziej przystojny od B .

2 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e B jest bardziej przystojny od C .

3 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e C jest bardziej przystojny od A.

Jerzy Pogonowski (MEG) Urok Zagadek Matematycznych Kraków, 24.X.2013 21 / 31



Koniec

Ten wykªad (szcz¦±liwie!) nie jest niesko«czony

Uwa»amy, »e szkoªa mo»e (ostro»nie!) przygotowywa¢ uczniów do
oswajania si¦ z niesko«czono±ci¡.

Zagadka o dwóch wujach: wystarczy, »e Kazimierz po±lubi siostr¦
matki Stanisªawa, a Stanisªaw po±lubi siostr¦ matki Kazimierza. Co
ciekawe, ludzie podaj¡ zwykle sztucznie skomplikowane rozwi¡zania tej
zagadki.

Uprzejmie dzi¦kuj¦ organizatorom za umo»liwienie mi wygªoszenia
tego wykªadu.

Je±li co± byªo niejasne, to prosz¦ o gªosy krytyczne.

W Dodatku 1 pokazujemy wykorzystanie Lematu Königa w
rozwi¡zaniu pewnej (pozornie banalnej!) zagadki. W Dodatku 2
opisujemy (zaskakuj¡cy!) wynik dotycz¡cy pewnej gry planszowej.
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Dodatek 1: kule Smullyana i Lemat Königa Kule Smullyana

Opró»nianie pudeªka

Przypu±¢my, »e masz niesko«czenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi
liczbami caªkowitymi, przy czym ka»da taka liczba jest umieszczona na
niesko«czenie wielu kulach (masz wi¦c niesko«czenie wiele kul z jedynk¡,
niesko«czenie wiele z dwójk¡, niesko«czenie wiele z trójk¡, itd.). Masz te»
pudeªko, które zawiera sko«czenie wiele ponumerowanych kul. Celem
zabawy jest opró»nienie pudeªka, wedle nast¦puj¡cej reguªy. W ka»dym
kroku wyjmujesz pewn¡ kul¦, a na jej miejsce wkªadasz caªkiem dowoln¡
liczb¦ kul o mniejszych numerach. Poniewa» nie ma mniejszych od jedynki
dodatnich liczb caªkowitych, wi¦c kuli z jedynk¡ niczym nie zast¦pujesz.
Rozwi¡zanie wygl¡da prosto: wystarczy, »e zast¡pisz ka»d¡ kul¦ w pudeªku
kul¡ z jedynk¡, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynk¡ po kolei.
Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, »e nie mo»na z góry ograniczy¢ liczby
kroków potrzebnych to opró»nienia pudeªka � pami¦tajmy, »e mo»na
�utrudnia¢� poprzez dokªadanie dowolnej sko«czonej liczby kul, byle o
numerze mniejszym ni» numer kuli zast¦powanej.
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Dodatek 1: kule Smullyana i Lemat Königa Kule Smullyana

Lemat Königa w dziaªaniu

Zabaw¦ t¦ przedstawi¢ mo»na w postaci drzewa o ponumerowanych
wierzchoªkach. Pocz¡tkow¡ zawarto±¢ pudeªka reprezentuj¡ wierzchoªki
wychodz¡ce bezpo±rednio z korzenia drzewa. Zast¦powanie jakiej± kuli
(li±cia drzewa) zbiorem innych polega na doª¡czeniu, w miejsce usuwanego
li±cia, caªego zbioru nowych li±ci, reprezentuj¡cych kule, zast¦puj¡ce
usuwan¡ kul¦. Drzewo �ro±nie w gór¦� w miar¦ jak zast¦pujemy usuwane
kule nowymi. Zauwa»my, »e na ka»dej gaª¦zi drzewa wyst¦puj¡ kule o coraz
mniejszych numerach. Ponadto, ka»dy wierzchoªek drzewa ma tylko
sko«czenie wielu bezpo±rednich potomków. Gdyby drzewo miaªo
niesko«czon¡ liczb¦ wierzchoªków, to (na mocy Lematu Königa) musiaªoby
mie¢ gaª¡¹ niesko«czon¡. To jednak jest niemo»liwe, ze wzgl¦du na
wspomniany ju» fakt, »e numery na ka»dej gaª¦zi malej¡, w miar¦
oddalania si¦ od korzenia drzewa. Tak wi¦c, zabawa w opró»nianie pudeªka
musi zako«czy¢ si¦ w sko«czonej liczbie kroków.
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Dodatek 1: kule Smullyana i Lemat Königa Drzewa

Drzewa

Drzewem (o korzeniu x0) nazwiemy ka»dy ukªad 〈X ,R, x0〉 taki, »e:
〈X ,R〉 jest grafem o zbiorze wierzchoªków X i zbiorze kraw¦dzi

R ⊆ X × X ;
x0 jest elementem R-najmniejszym w X ;
R jest przechodnia i antysymetryczna w X ;
dla ka»dego elementu zbioru X − {x0}, zbiór jego wszystkich
R-poprzedników jest dobrze uporz¡dkowany przez relacj¦ R.

Li±¢mi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoªki, które nie
maj¡ R-nast¦pników.

Je±li (x , y) ∈ R jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy przodkiem y , a y

nazywamy potomkiem x . Je±li (x , y) ∈ R − R2 jest kraw¦dzi¡ w D, to
x nazywamy bezpo±rednim przodkiem y , a y nazywamy bezpo±rednim

potomkiem x .
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Dodatek 1: kule Smullyana i Lemat Königa Drzewa

�a«cuchy, gaª¦zie, poziomy

Ka»dy podzbiór zbioru wierzchoªków drzewa D, który jest
uporz¡dkowany liniowo przez R nazywamy ªa«cuchem w D. Ka»dy
ªa«cuch maksymalny (wzgl¦dem inkluzji) w D nazywamy gaª¦zi¡ w D.

Przez dªugo±¢ ªa«cucha P rozumiemy liczb¦ elementów zbioru P .

Rz¦dem wierzchoªka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomków x .
Rz¦dem drzewa D jest kres górny rz¦dów wszystkich wierzchoªków
drzewa D.

Drzewo D jest sko«czone, je±li zbiór jego wierzchoªków jest sko«czony.
Drzewo D jest niesko«czone, je±li zbiór jego wierzchoªków jest
niesko«czony. Drzewo D jest rz¦du sko«czonego, je±li jego rz¡d jest
liczb¡ sko«czon¡.

Przez indukcj¦ de�niujemy poziomy drzewa:

poziom zerowy to zbiór jednoelementowy, zªo»ony z korzenia drzewa;
poziom k+1 to zbiór wszystkich bezpo±rednich nast¦pników
wierzchoªków poziomu k.
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Dodatek 1: kule Smullyana i Lemat Königa Lemat Königa

Dowód Lematu Königa (wykorzystuje aksjomat wyboru)

Lemat Königa. Je±li drzewo D = 〈X ,R, x0〉 rz¦du sko«czonego jest
niesko«czone, to ma gaª¡¹ niesko«czon¡.
Dowód. Przypu±¢my, »e D jest niesko«czone. Zde�niujemy gaª¡¹
niesko«czon¡ {x0, x1, x2, . . .} w D przez indukcj¦.
Za element x0 bierzemy korze« drzewa D. Poniewa» D jest niesko«czone,
wi¦c x0 ma niesko«czenie wiele R-nast¦pników.
Przypu±¢my, »e x0, x1, x2, . . . , xn−1 zostaªy zde�niowane tak, »e xi nale»y
do i-tego poziomu drzewa D oraz xi ma niesko«czenie wiele
R-nast¦pników. Z zaªo»enia, xn−1 ma tylko sko«czenie wiele bezpo±rednich

R-nast¦pników. Poniewa» xn−1 ma niesko«czenie wiele R-nast¦pników,
wi¦c co najmniej jeden z jego bezpo±rednich R-nast¦pników tak»e ma
niesko«czenie wiele R-nast¦pników. Wybieramy wi¦c element xn z n-tego
poziomu drzewa D o tej wªa±nie wªasno±ci. Wtedy xn ma niesko«czenie
wiele R-nast¦pników. Poniewa» jest tak dla ka»dego n, pokazali±my
istnienie niesko«czonej gaª¦zi {x0, x1, x2, . . .} w drzewie D.
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Dodatek 2: armia Conwaya

Jak wysoko mo»na zaj±¢?

Ruchy: pionowo lub poziomo, usuwaj¡c przeskakiwany pionek.

P1 : x5 + x6 P2 : x5 + 2x6 + x7 P3 : x5 + 3x6 + 3x7 + x8

Metryka Manhattan: d((x1, x2), (y1, y2)) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|.
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Dodatek 2: armia Conwaya

Reguªy w bitwie o poziom pi¡ty

1 xn+2 + xn+1 zostaje zast¡pione przez xn

2 xn + xn−1 zostaje zast¡pione przez xn

3 xn + xn+1 zostaje zast¡pione przez xn+2.

Warto±¢ x > 0 dobieramy tak, aby warto±¢ otrzymanego wielomianu
zmniejszaªa si¦ w drugim i trzecim z powy»szych przypadków, a
pozostawaªa niezmieniona w pierwszym z nich. Skoro x > 0, to
xn + xn−1 > xn. Je±li ma by¢ xn + xn+1 > xn+2, to 1+ x > x2, co daje
nierówno±¢ 0 < x < 1

2
(
√
5+ 1). Wreszcie, dla pierwszego warunku nasz

wielomian ma nie zmienia¢ warto±ci, czyli ma zachodzi¢ xn+2 + xn+1 = xn.
To oznacza, »e x + x2 = 1, a wi¦c je±li przyjmiemy x = 1

2
(
√
5− 1), to

wszystkie wymagane warunki s¡ speªnione oraz zachodzi x + x2 = 1.
Celowi T nadajemy warto±¢ 1.
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Dodatek 2: armia Conwaya

Warto±¢ niesko«czonej armii

Ka»da z kon�guracji pionków opisana jest sko«czonym wielomianem.
Jego warto±¢ b¦dzie zatem mniejsza od sumy szeregu niesko«czonego
(który interpretowa¢ mo»emy jako warto±¢ niesko«czonej armii):
P = x5 + 3x6 + 5x7 + 7x8 + . . . = x5(1+ 3x + 5x2 + 7x3 + . . .).

S = 1+ 3x + 5x2 + 7x3 + . . .

xS = x + 3x2 + 5x3 + 7x4 + . . .

S − xS = S(1− x) = 1+ 2x + 2x2 + 2x3 + . . .

S(1− x) = 1+ 2(x + x2 + x3 + . . .)

S(1− x) = 1+ 2x
1−x = 1+x

1−x

S = 1+x
(1−x)2

Poniewa» P = x5S , wi¦c P = x5(1+x)
(1−x)2 .
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Dodatek 2: armia Conwaya

Nieosi¡galny poziom pi¡ty

Przypomnijmy, »e nasz wybór warto±ci dla x speªnia warunek
x + x2 = x(1+ x) = 1, a wi¦c 1+ x = 1

x
oraz 1− x = x2.

Tak wi¦c: P = x5(1+x)
(1−x)2 =

x5( 1
x
)

(x2)2
= x4

x4
= 1.

Oznacza to, »e warto±¢ przypisana ka»dej pocz¡tkowej (sko«czonej!)
kon�guracji pionków poni»ej bariery musi by¢ mniejsza od 1, a
poniewa» ka»dy ruch albo zmniejsza warto±¢ kon�guracji, albo
pozostawia j¡ bez zmian, wi¦c warto±¢ »adnego z pionków nie osi¡gnie
nigdy 1.

A to znaczy, »e »aden pionek ze sko«czonej armii pod barier¡,
niezale»nie od tego jak licznej i jak sprytnie rozstawionej, nigdy nie
osi¡gnie poziomu pi¡tego.

W sieci znale¹¢ mo»na ciekawe uogólnienia tej gry.
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