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Plan na dzis:

1. Semantyczna réwnowazno$¢ formut

2. Postacie normalne: koniunkcyjna oraz alternatywna
3. Postacie prefiksowe

4. Skolemizacja

Pewne dodatkowe informacje (uktady funkcji prawdziwosciowych, twierdze-
nie Posta) znajda zainteresowani shuchacze w prezentacji (slajdy 25-42):

http://logic.amu.edu.pl/images/9/98/Mdt3xi2015.pdf

Przypomnijmy, ze w sprawie notacji logicznej autorzy reprezentuja rézne sta-
nowiska:

1. Podejscie leniwe (np. Fitting 1990): uzywanie tych samych symboli na ozna-
czenie funktoréw (spdjnikow) prawdziwosciowych oraz odpowiadajacych
im funkcji prawdziwosciowych.

2. Podejscie skrupulatne (np. Batég, T. 1999. Podstawy logiki. Wydawnictwo
Naukowe UAM, Poznan): osobne symbole dla funktoréw (w jezyku przed-
miotowym) oraz funkcji prawdziwoSciowych (w metajezyku). Dla przyktadu,
(dwuargumentowe) funkcje prawdziwosciowe Kn, Al, Im, Rw, Ar:

Kn(z,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | z = 1lorazy =1
Al(xz,y) =0 | wtedy i tylko wtedy, gdy | = O orazy = 0
Im(z,y) =0 | wtedy i tylko wtedy, gdy | * = 1 orazy = 0
Rw(z,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | z =y
Ar(z,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | z # y

A takze funkcja Ng : {0,1} — {0,1}, gdzie Ng(0) = 1, Ng(1) = 0.



1 Semantyczna réwnowaznos¢ formut

1.

2.
3.

Formuly ¢ i ¢ jezyka KRZ sg semantycznie rownowazne, gdy dla kazdego
warto$ciowania v: v(p) = v(¢)). Jesli ¢ i 1 s semantycznie réwnowazne,
to piszemy ¢ ~ .

~ jest relacja réwnowaznosci.

Fakt: ¢ ~ 1 wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ = 9 jest tautologia KRZ.

Formuty ¢ i ¢ jezyka KRZ sa inferencyjnie rownowazne, gdy teza KRZ jest
formuta ¢ = . [W tej definicji zaktadamy, ze odnosimy si¢ do ustalonej relacji
konsekwencji. Podobnie dla inferencyjnej réwnowaznosci w KRP.]

Formuly ¢ i ¢ jezyka KRP sa réwnospetnialne, gdy: ¢ jest spelnialna wtedy i
tylko wtedy, gdy 1 jest spetnialna.

2 Postacie normalne

2.1

1.

Notacja

Literatami nazywamy zmienne zdaniowe, negacje zmiennych zdaniowych
oraz state T i L. Jedli literat L ma postaé p,, to literalem sprzeZonym z L
jest —py,. Jesli literat L ma postaé —p,,, to literatem sprzezonym z L jest py,.

. Wielocztonowa koniunkcje formut ¢1, @9, ..., ¢, zapisywa¢ mozemy bez

uzycia nawiasow: o1 A pa A ... A @p.

. Podobnie, wielocztonowa alternatywe formut 1, o, . . ., @, zapisywaé mo-

zemy bez uzycia nawiaséw: 1 V 2 V...V ©p,.

Notacja Fittinga:

1.
2.

2.2

V1 A2 A ...\ @y zapisujemy jako (Y1, ¥2, .. ., Pn).

1V P2 V...V, zapisujemy jako [p1, P2, - - ., ©n]-

Terminologia

. Koniunkcjq elementarng nazwiemy dowolna koniunkcje literatéw.
. Alternatywq elementarnqg nazwiemy dowolng alternatywe literatéw.

. Alternatywnq postaciq normalnq (apn) nazwiemy dowolng alternatywe ko-

niunkcji elementarnych.



4. Koniunkcyjng postaciq normalng (kpn) nazwiemy dowolna koniunkcj¢ al-
ternatyw elementarnych.

5. Apn (odpowiednio: kpn) ¢ nazywamy istotng i oznaczamy iafn (odpowied-
nio: ikpn), jesli kazda zmienna zdaniowa formuly ¢ wystepuje w kazdej
elementarnej koniunkcji (odpowiednio: alternatywie) doktadnie raz, zaprze-
czona badZ niezaprzeczona.

6. Kazda apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn) semantycznie rdwnowazng danej

formule ¢ nazywamy apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn) formuty .

2.3 Ideologia

Dla kazdej formuty ¢ jezyka KRZ istnieje formuta 1) taka, ze ¢ ~ 1) 1 9 jest kpn.
Dla dowodu wystarczy zauwazy¢, ze tautologiami KRZ sa:

Le=v)={(e=29)A W= 9))
2. (p =) =((m9) V)

3. (e AY) = (me V)
(VYY) = (mp A1)

P =

6. (¢V (¥AX))
7. (@A (¥ VX))

Podobnie, dla kazdej formuly ¢ jezyka KRZ istnieje formuta ¢ taka, ze ¢ ~ 1)
i jest apn.

woos

(V) A (e VX))

(e AP) V(e AX))

2.4 Przyklad

Wykorzystamy powyzsze prawa do znalezienia koniunkcyjnej postaci normalnej
formuty ((p = ¢q) = (p = 7)) = (¢ = p)

L(p=qg)—=@—r)—(¢—Dp)
2. ((p—=a)A(g—=p)—=@—71)—(¢—p)
3. ~((p—=a)AN(g—p) = (—1)V(¢g—p)

4. =(~((p—=a)Alg—=p)V(p—7)V(g—p)



5. 2(=((=pV ) A (=g Vp))V(=pVr))V(=qVp)

6. (==((=pV @) A (=g Vp)) A=(=pVr)))V(~gVp)

7. ((pV @) A =gV p) A(==p A=r)) V(=g V p)

8. (((pV @) A (=gVp) ApA-T)V(=gVp)

9. (=pV gV =gVp)A(gVpV-gVp) APV =gVp)A(-rV-gVp)

2.5 Koniunkcyjne postacie normalne

Po pierwsze: jesli ¢ jest tautologia KRZ oraz ¢ ~ 1, to takze 1 jest tautologia
KRZ.

Po drugie: jesli ¢ jest kpn, to jest postaci: Ay A Aa A ... A A,, gdzie kazda
formuta A; jest alternatywa elementarng postaci: L} \% L? V...V L, gdzie z kolei
kazda formuta Lg jest literatem.

Koniunkcja A1 A As A ... A A, jest tautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy
wszystkie formuty A; sg tautologiami.

Formula A; (czyli formuta L} V L? V...V L") jest tautologia KRZ wtedy i
tylko wtedy, gdy wsrod Lzl, L?, ..., L wystepuje co najmniej jedna para literatléw
sprzezonych.

Tak wigc: sprowadzanie formut do kpn dostarcza algorytmu sprawdzajacego
tautologicznos¢.

2.6 Alternatywne postacie normalne

Po pierwsze: jesli ¢ jest kontrtautologia KRZ oraz ¢ ~ 1), to takze 1) jest kontr-
tautologia KRZ.

Po drugie: jesli ¢ jest apn, to jest postaci: A1 V As V ...V A,, gdzie kazda
formuta A; jest koniunkcjg elementarna postaci: L} A L? A...N\L}", gdzie z kolei
kazda formuta Lg jest literalem.

Alternatywa A1 V As V...V A, jest kontrtautologia KRZ wtedy i tylko wtedy,
gdy wszystkie formuty A; sa kontrtautologiami.

Formula A; (czyli formuta LI AL? A. .. AL™) jest kontrtautologia KRZ wtedy i
tylko wtedy, gdy wsréd L}, L?, ..., L7 wystepuje co najmniej jedna para literatow
sprzgzonych.

Tak wigc: sprowadzanie formut do apn dostarcza algorytmu sprawdzajacego
kontrtautologicznos¢.



2.7 Algorytmy
2.8 Algorytm dla kpn

Korzystamy z notacji Smullyana. Reguty redukcji (Fitting 1990, 26), wykorzysty-
wane w tworzeniu kpn:

P 1 T
I5] «
‘ PN
b1 ap az
\
B2

Reguta dla S-formut dziata wewnatrz klauzuli, reguta dla a-formut tworzy
dwie klauzule.
Aby sprowadzié ¢ do kpn (Fitting 1990, 27) korzystamy z algorytmu:

1. begin

(a) Niech S bedzie ([¢])
(b) while jakis element S zawiera nie-literat do

i. wybierz z S element D zawierajacy nie-literat
ii. wybierz z D nie-literat N
iii. zastosuj odpowiednia regute redukcyjna do N
iv. niech S oznacza nowoutworzona formute

(c) end
2. end

Wykonanie algorytmu podaje kpn dla ¢. Podobny algorytm dziata w przypadku
apn.

2.9 Kpn: przyklad
Przyktad: kpndla (p — (¢ = 7)) = ((p = q) = (p — 7))

L{(p=(g—=r) = (=9 — @)




[(p—=(g—=7),((p—q) = (p—=r))])

[=(p = (g—7)),~(p—a),p—7)])

[=(p = (g— 1)), ~(p— q),~p,7])

(
(
(

Alps2(p = @), . r], [2(g = 1), ~(p — @), —p, 7))
([psp, —p, 7], [P, —q, —p, 7] [2(g = 1), = (p = @), —p,7])
([p,p, ~p, 7], s =g, ~p, 7], (g, = (0 = @), —p, 7], [=r, =(p — @), =, 7])
(

[p, p, =, 7], [P, =g, —p, 7], [q, p, ~p, 7], [q, =g, —p, 7],
[—r,=(p — q),—p,7])

. <[p7p7 -p, T]v [p7 —-q, P, T]a [q7p7 -p, T]v [(L —-q, P, T]v
(=7, p, =, 7], [, =g, —p, 7))

Podkreslono formutg, do ktdrej stosowano regute redukcji.

2.10 Algorytm dla apn

Korzystamy z notacji Smullyana. Reguty redukcji (Fitting 1990, 29), wykorzysty-
wane w tworzeniu apn:

P 1 T
a B
‘ N
aq B1 Bo
\
(0%

Reguta dla a-formut dziata wewnatrz klauzuli, reguta dla S-formut tworzy
dwie klauzule.
Aby sprowadzié ¢ do apn (Fitting 1990, 30) korzystamy z algorytmu:

1. begin

(a) Niech S bedzie [(¢)]

(b) while jakis element S zawiera nie-literat do



i. wybierz z S element D zawierajacy nie-literat
ii. wybierz z D nie-literat N
iii. zastosuj odpowiednig regulte redukcyjng do N
iv. niech S oznacza nowoutworzona formute
(c) end
2. end
Wykonanie algorytmu podaje apn dla . Zauwaz, ze struktura algorytmu jest
taka sama, jak poprzednio (inne sa tylko reguty redukc;ji).
2.11 Apn: przykiad
Przyktad: apn dla (p — q) A (p A —q)
[((p = a) A (pA—q))]

1.
2.
3.
4.

p— ¢,pAg)]

p = q,p,q)]

(
(
(
[(=p, P, 2q), {4, P, ~q)]

Ten przyktad byt prosty — od razu widaé, ze (p — ¢) A (p A —q) jest seman-
tycznie réwnowazna formule: (—p A p A =q) V (¢ A p A —q). Widaé tez, ze badana
formuta jest kontrtautologia.

3 Postacie prefiksowe

Sprowadzenie formut jezyka KRP do pewnych standardowych postaci (np. ze wszyst-
kimi kwantyfikatorami na poczatku formuty) utatwia tworzenie dowodéw (w wielu
metodach dowodowych).

Formuta ¢ jezyka KRP jest w prefiksowej postaci normalnej, gdy jest ona po-
staci Q11 ... Qnxy ¢, gdzie ¥ jest formuta bez kwantyfikatoréw, a kazdy symbol
Q; jest jednym z kwantyfikatoréw: V lub 3. Jesli w dodatku ¢ jest w kpn, to ¢ jest
w koniunkcyjnej prefiksowej postaci normalnej. Ciag Q1z1 . .. Qnx, nazywamy
prefiksem formuty o, a formutg v jej matrycq.

Przez formute uniwersalng rozumiemy kazda formute¢ w prefiksowej postaci
normalnej, w ktérej prefiksie wystepuja jedynie kwantyfikatory generalne. For-
mula jest otwarta, jesli zawiera zmienne wolne. W przeciwnym przypadku jest
zamknieta.

Prawami KRP sa (zmienna x nie jest wolna w ¢):



1. dzvp — ¢ = V(v —

( )
2. Vzp — ¢ = Fz(yh — @)
3. ¢ = Jzyp = Fx(p — )
4. p =V = Va(p — )
5.3z AN = Fx(Y A )
6. Vo Ap = Va(y A )
7. o Adzp = Fx(p AY)
8. ¢ AVxyp = Va(p Av)
9. Jzp Ve = Jx(¢ V@)
10. Yz Vo = V(¢ V @)
1. oV 3zy = Fz(p V)
12. o VVayp = Va(p V)
Dalsze potrzebne prawa KRP:
1. =Vzp = dz—p
2. ~dxp =V

Przy zalozeniu, Ze zmienna y nie jest wolna w ¢ oraz ze y jest podstawialna za
TW

1. Vap = Vyplz/y]
2. Jzp = Jyplx/y]

Ponadto: ¢ = 1) zastgpujemy przez (¢ — ¥) A (Y — ¢).

Dla dowolnej formuly ¢ jezyka KRP istnieje rownowazna jej formuta ¢ w
prefiksowej postaci normalnej, o tych samych zmiennych wolnych co . Kazda
taka formute ¢’ nazywamy prefiksowq postaciq normalng formuty .

Formute w prefiksowej postaci normalnej réwnowazna inferencyjnie z:

(1) VadyP(z,y) VvV ~J2vVyQ(z,y)

mozemy znaleZ¢ np. w nastgpujacy sposéb:



1. VaIyP(z,y) V ~IzVyQ(z,y)
2. Yu(3yP(u,y
3. YuTv(P(u,v

[NV N
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Formutg w prefiksowej postaci normalnej rownowazng inferencyjnie z:

(2) VaVy(Iz(P(z,z) A P(y,2)) = FuQ(z,y,u))

mozemy znaleZ¢ np. w nastgpujacy sposéb:
1. VaVy(3z(P(z,2z) A P(y, z)) = FuQ(z,y,u))
2. VaVyVw((P(z,w) A P(y,w)) = FuQ(z,y,u))
3. VaVyVw3z((P(z,w) A P(y,w)) = Q(x,y, 2)).

4 Skolemizacja

Mozna wyeliminowa¢ kwantyfikatory egzystencjalne kosztem wprowadzenia no-
wych symboli funkcyjnych.

Niech £ begdzie jezykiem KRP ustalonej sygnatury .

Dla dowolnego zdania ¢ o postaci V... Vax,Jy jezyka £ zdanie ¢’ o po-
staci Vaq ... Ve, o(f(z1,...,2,)), gdzie f jest nowym symbolem funkcyjnym
spoza 2J, jest rownospetnialne z (.

Dla dowolnego zdania ¢ jezyka L istnieje formuta uniwersalna ¢’ w jezyku
L' o sygnaturze rozszerzonej o nowe symbole funkcyjne taka, ze ¢ oraz ¢’ sa
réwnospetnialne.

Kazda formule ¢’ spetniajaca teze powyzszego twierdzenia nazywamy skole-
mowq postaciq normalng formuty .

Przypomnijmy, jak wygladaty formuty (1) oraz (2):

1. VeAyP(z,y) V -F2VyQ(z,y)
2. VaVy(3z(P(xz,2) A P(y, 2)) = JuQ(z,y,u))



Przypomnijmy tez postacie prefiksowe formut (1) oraz (2):

1. YudowVw3z(P(u,v) V =Q(w, 2))
2. VaVyVw3z((P(xz,w) A P(y,w)) = Q(z,y, 2)).

Mozliwymi postaciami skolemowymi wspomnianych wyzej formut (1) oraz
(2) sa np.:

L (1) Yudw(P(u, f(u)) V ~Q(w, g(u, w)))
2. (2)" Vavyvw((P(z,w) A Py, w)) = Q(z,y, f(z,y,w))).
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