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Wst¦p

Plan wykªadu

Przygotowujemy si¦ do przedstawienia kilku wa»nych twierdze«
metalogicznych (Gödla, Rossera, Tarskiego, Löba).

Przypomnimy aksjomatyczn¡ teori¦ arytmetyki: PA (Arytmetyk¦
Peana pierwszego rz¦du).

Powiemy, co to znaczy, »e zbiory, relacje i funkcje rekurencyjne s¡
reprezentowalne w PA.

Poka»emy tak»e, jak dokonuje si¦ arytmetyzacji skªadni, czyli jak
koduje si¦ w PA poj¦cia skªadniowe.

Podamy de�nicj¦ hierarchii arytmetycznej.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Skªadnia

J¦zyk PA

Alfabet symboli:

staªe logiczne: ¬, ∧, ∨, →, ≡, ∀, ∃,
zmienne indywidualne: x1, x2, . . .,

predykat (2-arg.) identyczno±ci:
.

=,

staªa indywidualna (zero): 0,

symbol funkcyjny (1-arg.) nast¦pnika: s,

symbole funkcyjne (2-arg.) dodawania + oraz mno»enia ×,
symbole pomocnicze: nawias lewy ( oraz nawias prawy ).

Wyra»eniem j¦zyka PA jest dowolny sko«czony ci¡g symboli alfabetu j¦zyka
PA.
Uwaga. Skorzystamy z mo»liwo±ci zast¡pienia notacji in�ksowej przez
pre�ksow¡.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Skªadnia

Termy

Zbiór termów jest najmniejszym zbiorem wyra»e« j¦zyka PA takim, »e:

staªa 0 jest termem,

ka»da zmienna indywidualna x1, x2, . . . jest termem,

je±li t jest termem, to s(t) jest termem,

je±li t1 i t2 s¡ termami, to (t1+t2) oraz (t1×t2) s¡ termami.

Ze wzgl¦dów natury psychologicznej piszemy zwykle:

(t1+t2) zamiast +(t1, t2)

(t1×t2) zamiast ×(t1, t2).
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Przypomnienie: arytmetyka PA Skªadnia

Formuªy

Zbiór formuª jest najmniejszym zbiorem wyra»e« j¦zyka PA takim, »e:

je±li t1, t2 s¡ termami, to t1
.

= t2 jest formuª¡,

je±li ψ jest formuª¡, a xi zmienn¡ indywidualn¡, to formuªami s¡ te»
¬ψ, ∀xiψ, ∃xiψ,
je±li ϕ, ψ s¡ formuªami, to formuªami s¡ tak»e: (ϕ ∧ ψ), (ϕ ∨ ψ),
(ϕ→ ψ), (ϕ ≡ ψ).

Stosujemy konwencje opuszczania nawiasów, znane z elementarnego kursu
logiki. Dla wygody, opuszczamy te» czasem indeks przy zmiennych
indywidualnych.

Jerzy Pogonowski (MEG) Arytmetyzacja skªadni 12i2016 5 / 70



Przypomnienie: arytmetyka PA Skªadnia

Aksjomaty logiczne

Aksjomatami logicznymi s¡ wszystkie podstawienia formuª j¦zyka PA za
zmienne zdaniowe w nast¦puj¡cych formuªach j¦zyka KRZ:

1) p → (q → p) 8) (p → q)→ ((p → r)→ p → (q ∧ r))
2) (p → (q → r))→ ((p → q)→ (p → r)) 9) p → (p ∨ q)
3) (p → q)→ (¬q → ¬p) 10) q → (p ∨ q)
4) ¬¬p → p 11) (p → r)→ ((q → r)→ ((p ∨ q)→ r))
5) p → ¬¬p 12) (p ≡ q)→ (p → q)
6) (p ∧ q)→ p 13) (p ≡ q)→ (q → p)
7) (p ∧ q)→ q 14) (p → q)→ ((q → p)→ (p ≡ q))
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Przypomnienie: arytmetyka PA Skªadnia

Aksjomaty identyczno±ci

Aksjomatami identyczno±ci dla PA s¡:

x
.

= x

x
.

= y → y
.

= x

(x
.

= y ∧ y
.

= z)→ x
.

= z

x
.

= y → s(x)
.

= s(y)

x
.

= y → x+z
.

= y+z

x
.

= y → z+x
.

= z+y

x
.

= y → x×z .
= y×z

x
.

= y → z×x .
= z×y
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Przypomnienie: arytmetyka PA Skªadnia

Aksjomaty pozalogiczne

Aksjomatami specy�cznymi PA s¡:

(A1) s(x)
.

= s(y)→ x = y

(A2) ¬0 .
= s(x)

(A3) x+0
.

= x

(A4) x+s(y)
.

= s(x+y)

(A5) x×0 .
= 0

(A6) x×s(y)
.

= (x×y)+x

(A7) (ϕ(0) ∧ ∀x(ϕ(x)→ ϕ(s(x))))→ ∀xϕ(x)

(A7) jest schematem (niesko«czenie wielu) aksjomatów, zwanym
schematem indukcji matematycznej.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Skªadnia

Reguªy wnioskowania

Reguªami wnioskowania s¡:

reguªa podstawiania: ψ
ψ(x/t) , o ile term t jest podstawialny za zmienn¡

x w formule ψ,

reguªa odrywania: ϕ→ψ ϕ
ψ

reguªa generalizacji: ψ
∀xψ

reguªa (O∀): ϕ→∀xψ
ϕ→ψ

reguªa (D∀): ϕ→ψ
ϕ→∀xψ , o ile x nie jest zmienn¡ woln¡ w ϕ

reguªa (O∃): ∃xϕ→ψϕ→ψ

reguªa (D∃): ∃xϕ→ψϕ→ψ , o ile x nie jest zmienn¡ woln¡ w ψ.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Semantyka

Semantyka

Wykorzystujemy semantyk¦ dla teorii pierwszego rz¦du, podan¡ w
elementarnym kursie logiki.

Spo±ród wszystkich modeli PA (a jest ich bardzo wiele!) wyró»nia si¦
model standardowy N0, w którym:

uniwersum stanowi¡ wszystkie liczby naturalne {0, 1, 2, 3, . . .}
interpretacj¡ staªej 0 jest liczba zero,

interpretacj¡ predykatu
.

= jest relacja równo±ci =,

interpretacj¡ symbolu + jest operacja dodawania +,

interpretacj¡ symbolu × jest operacja mno»enia ·,
interpretacj¡ symbolu s jest funkcja nast¦pnika s: s(n) = n + 1.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Arytmetyka Robinsona

Arytmetyka Robinsona

Aksjomat indukcji nie mo»e zosta¢ zast¡piony »adnym równowa»nym
mu sko«czonym zbiorem aksjomatów.

Nie mo»na zast¡pi¢ go tak»e »adn¡ równowa»n¡ (nawet niesko«czon¡)
liczb¡ przypadków szczególnych, tj. aksjomatu indukcji dla formuª o
dowolnie z góry ograniczonej liczbie kwanty�katorów.

System w powy»szym j¦zyku, o aksjomatach pozalogicznych (A1)�(A6) (a
wi¦c bez aksjomatu indukcji) nazywa si¦ Arytmetyk¡ Robinsona i bywa
oznaczany Q.

Q jest istotnie sªabszy od PA: mo»na w nim dowodzi¢ konkretnych
prawd arytmetycznych (np. tego, »e 2 + 2 = 4), ale nie wielu praw
ogólnych (np. tego, »e dodawanie jest przemienne).
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Przypomnienie: arytmetyka PA Kilka prostych twierdze« arytmetycznych

Wybrane proste twierdzenia arytmetyczne

Je±li ψ jest twierdzeniem PA, to piszemy: PA ` ψ.
Wygodnie jest wprowadzi¢ pewne zde�niowane predykaty, np. mniejszo±¢:

x<y ≡df ∃z(¬z .
= 0 ∧ z+x

.
= y).

Wtedy interpretacj¡ < w N0 jest relacja mniejszo±ci <.
Uwaga. Nie myl predykatu < (podkre±lony symbol <) z predykatem
nazywaj¡cym relacj¦ �mniejsze lub równe�, któr¡ zapisujemy 6. Odró»niaj
predykat identyczno±ci

.
= od relacji równo±ci =, staª¡ 0 od liczby 0, symbol

funkcyjny s od funkcji nast¦pnika s, itd.

Niektóre proste twierdzenia arytmetyczne s¡ potrzebne w dowodach
twierdze« o reprezentowalno±ci oraz twierdze« dotycz¡cych arytmetyzacji
skªadni. Podamy wybrane z nich.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Kilka prostych twierdze« arytmetycznych

Dygresja

Odró»nili±my (poprzez ksztaªt stosowanych symboli) staªe pozalogiczne
arytmetyki od ich semantycznych interpretacji.

Dla peªnej (pedantycznej) poprawno±ci trzeba byªoby równie» np. u»ywa¢
innych oznacze« na staªe logiczne w j¦zyku przedmiotowym, a inne w tej
roli w metaj¦zyku.
Podobnie, ksztaªt zmiennych j¦zyka przedmiotowego powinien by¢ ró»ny od
zmiennych metaj¦zykowych (przebiegaj¡cych, w naszym przypadku, liczby
naturalne).

Nie robimy tego. Ufamy. Ufamy, »e kontekst u»ycia symbolu pozwala na
unikni¦cie nieporozumie« w rozumieniu, co w tek±cie porabia ten symbol,
jaki jest jego status, itd.
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Przypomnienie: arytmetyka PA Kilka prostych twierdze« arytmetycznych

Wybrane proste twierdzenia arytmetyczne

W PA mo»na udowodni¢:

ª¡czno±¢ i przemienno±¢ dodawania i mno»enia,

rozdzielno±¢ mno»enia wzgl¦dem dodawania,

prawa skracania dla dodawania i mno»enia,

zgodno±¢ porz¡dku z operacjami arytmetycznymi.

PA ` ¬x<0.
PA ` x<s(y) ≡ (x<y ∨ x

.
= y).

PA ` x<y ∨ x
.

= y ∨ y<x .
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Przypomnienie: arytmetyka PA Kilka prostych twierdze« arytmetycznych

Wybrane proste twierdzenia arytmetyczne

Niech formuªa ϕ′ powstaje z formuªy ϕ poprzez zast¡pienie niektórych
wyst¡pie« formuª ψ1, . . . , ψn odpowiednio formuªami ψ′1, . . . , ψ

′
n i zaªó»my,

»e: PA ` ψ1 ≡ ψ′1, . . . ,PA ` ψn ≡ ψ′n. Wtedy: PA ` ϕ ≡ ϕ′.

Niech term t powstaje z termu t ′ poprzez (poprawne!) zast¡pienie
niektórych wyst¡pie« termów t1, . . . , tn odpowiednio termami t ′1, . . . , t

′
n, a

formuªa ϕ′ powstaje z formuªy ϕ poprzez takie samo zast¡pienie
wymienionych termów. Zaªó»my, »e: PA ` t1

.
= t ′1, . . . ,PA ` tn

.
= β′n.

Wtedy: PA ` t
.

= t ′ oraz PA ` ϕ ≡ ϕ′.

Powy»sze twierdzenia zachodz¡ nie tylko dla PA, lecz tak»e dla dowolnej
teorii pierwszego rz¦du.
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Reprezentowalno±¢ w PA Liczebniki

Liczebniki

De�nicja liczebników.

Term 0 jest liczebnikiem.

Je±li term α jest liczebnikiem, to term s(α) jest liczebnikiem.

Liczebnikami s¡ tylko termy opisane w powy»szy sposób.

Oznaczmy: n = s(s(. . . s︸ ︷︷ ︸
n razy

(0) . . .)).

n jest zatem liczebnikiem nazywaj¡cym liczb¦ n.

Uwaga. Liczebniki s¡ symbolami j¦zykowymi, liczby naturalne s¡
elementami uniwersum modelu standardowego.
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Reprezentowalno±¢ w PA Sªaba reprezentowalno±¢ relacji

Sªaba reprezentowalno±¢ relacji

Formuªa ϕ j¦zyka PA o n zmiennych wolnych sªabo reprezentuje w
PA relacj¦ R ⊆ ωn, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych k1, . . . , kn zachodzi równowa»no±¢:
R(k1, . . . , kn) wtedy i tylko wtedy, gdy PA ` ϕ(k1, . . . , kn).

Relacj¦ R ⊆ ωn nazywamy sªabo reprezentowaln¡ w PA, je±li istnieje
formuªa j¦zyka PA, która sªabo reprezentuje R .

Uwaga. Formuªa ϕ sªabo reprezentuje R w PA wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodz¡ implikacje:

Je±li R(k1, . . . , kn), to ` ϕ(k1, . . . , kn).

Je±li ` ϕ(k1, . . . , kn), to R(k1, . . . , kn).
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Reprezentowalno±¢ w PA Mocna reprezentowalno±¢ relacji

Mocna reprezentowalno±¢ relacji

Formuªa ϕ j¦zyka PA o n zmiennych wolnych mocno reprezentuje w
PA relacj¦ R ⊆ ωn, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych k1, . . . , kn zachodz¡ implikacje:

Je±li R(k1, . . . , kn), to PA ` ϕ(k1, . . . , kn).
Je±li ¬R(k1, . . . , kn), to PA ` ¬ϕ(k1, . . . , kn).

Relacj¦ R ⊆ ωn nazywamy mocno reprezentowaln¡ w PA, je±li
istnieje formuªa j¦zyka PA, która mocno reprezentuje R .

Uwaga. Ka»da relacja mocno reprezentowalna w PA jest te» sªabo
reprezentowalna w PA, lecz nie na odwrót.
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Reprezentowalno±¢ w PA Mocna reprezentowalno±¢ relacji

Reprezentowalno±¢ relacji

Je±li PA jest niesprzeczna oraz R jest mocno reprezentowana w PA przez
formuª¦ ϕ, to zachodz¡ nast¦puj¡ce równowa»no±ci:

R(k1, . . . , kn) wtedy i tylko wtedy, gdy PA ` ϕ(k1, . . . , kn).

¬R(k1, . . . , kn) wtedy i tylko wtedy, gdy PA ` ¬ϕ(k1, . . . , kn).

Na mocy powy»szego twierdzenia, relacja R jest mocno reprezentowalna w
PA wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuªa ϕ j¦zyka PA taka, »e:

R jest sªabo reprezentowana przez ϕ,

¬R jest sªabo reprezentowana przez ¬ϕ.
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Reprezentowalno±¢ w PA Reprezentowalno±¢ funkcji

Reprezentowalno±¢ funkcji

Formuªa ϕ j¦zyka PA o n + 1 zmiennych wolnych reprezentuje w PA
funkcj¦ f : ωn → ω wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych k1, . . . , kn:
PA` ∀y(ϕ(k1, . . . , kn) ≡ (y

.
= f (k1, . . . , kn))).

Funkcj¦ f : ωn → ω nazywamy reprezentowaln¡ w PA wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje formuªa ϕ j¦zyka PA o n + 1 zmiennych wolnych
taka, »e ϕ reprezentuje f w PA.
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Reprezentowalno±¢ w PA Reprezentowalno±¢: proste przykªady

Reprezentowalno±¢

Relacja identyczno±ci = jest mocno reprezentowana w PA przez
formuª¦ x1

.
= x2.

Funkcja dodawania jest reprezentowana w PA przez formuª¦
x1+x2

.
= x3.

Funkcja mno»enia jest reprezentowana w PA przez formuª¦
x1×x2

.
= x3.

Relacja mniejszo±ci jest mocno reprezentowana w PA przez formuª¦
x1<x2.

Relacja R ⊆ ωn jest mocno reprezentowalna w PA wtedy i tylko wtedy,
gdy jej funkcja charakterystyczna jest reprezentowalna w PA.
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Reprezentowalno±¢ w PA Twierdzenie o reprezentowalno±ci

Twierdzenie o reprezentowalno±ci

Dla dowolnej formuªy ϕ j¦zyka PA i dowolnej liczby naturalnej n:
PA ` (ϕ(0) ∧ ϕ(1) ∧ . . . ∧ ϕ(n − 1) ∧ x<n)→ ϕ(x).

Dla dowolnej formuªy ϕ j¦zyka PA i dowolnej liczby naturalnej n, je»eli dla
ka»dego i < n, PA ` ¬ϕ(i) oraz PA ` ϕ(n), to:
PA ` (ϕ(x) ∧ ∀y(y<x → ¬ϕ(y))) ≡ (x

.
= n).

Twierdzenie o reprezentowalno±ci.

Ka»da funkcja rekurencyjna jest reprezentowalna w PA.

Ka»da relacja rekurencyjna jest mocno reprezentowalna w PA.
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Reprezentowalno±¢ w PA Twierdzenie o reprezentowalno±ci

Twierdzenie o reprezentowalno±ci

Dowód twierdzenia o reprezentowalno±ci jest do±¢ ªatwy, cho¢ nieco
»mudny. Dowodzi si¦ mianowicie kolejno, »e:

funkcje proste s¡ reprezentowalne,

funkcja powstaj¡ca przez zªo»enie z funkcji reprezentowalnych jest
reprezentowalna,

funkcja powstaj¡ca przez schemat rekursji prostej z funkcji
reprezentowalnych jest reprezentowalna,

funkcja powstaj¡ca przez zastosowanie operacji minimum efektywnego
do funkcji reprezentowalnej jest reprezentowalna.

W dowodzie wykorzystuje si¦ (metasystemow¡) zasad¦ indukcji
matematycznej.
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Arytmetyzacja skªadni

Arytmetyzacja skªadni

Mo»liwo±¢ kodowania wyra»e« j¦zyka PA przez liczby naturalne pozwala na
�mówienie� o arytmetyce w niej samej, i to bez popadania w paradoksy
pomieszania j¦zyka przedmiotowego i metaj¦zyka.
Dokªadniej, owo �mówienie� w PA o PA umo»liwione jest dodatkowo przez
dwa fakty: to, »e poj¦ciom metalogicznym odpowiadaj¡ funkcje i relacje
rekurencyjne oraz to, »e funkcje i relacje rekurencyjne s¡ reprezentowalne w
PA.

S¡ ró»ne mo»liwo±ci (jednoznacznego i efektywnego) kodowania wyra»e«
(sko«czonych ci¡gów symboli), np.:

u»ycie rozkªadu liczb naturalnych na czynniki pierwsze;

zastosowanie funkcji koduj¡cej Cantora;

zastosowanie funkcji koduj¡cej β Gödla;

konkatenacj¦ w bazie dziesi¦tnej, itd.
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Arytmetyzacja skªadni Wybór funkcji koduj¡cej ci¡gi symboli

Wybór funkcji koduj¡cej ci¡gi

Lemat (funkcja β Gödla). Istnieje 2-argumentowa funkcja rekurencyjna

β taka, »e:

dla dowolnych a oraz i : β(a, i) 6 a . 1

dla dowolnych a0, a1, . . . , an−1 istnieje a taka, »e β(a, i) = ai , dla

i < n.

Dla dowolnego ci¡gu liczb naturalnych a1, . . . , an niech:
〈a1, . . . , an〉β = µx (β(x , 0) = n ∧ β(x , 1) = a1 ∧ . . . ∧ β(x , n) = an).

lhβ(a) = β(a, 0).

(a)βi = β(a, i + 1).

seqβ(a) ≡ ∀x < a (lhβ(x) 6= lhβ(a) ∨ ∃i < lhβ(a) (x)βi 6= (a)βi ).

Dla ka»dej n, funkcja (a1, . . . , an) 7→ 〈a1, . . . , an〉β jest rekurencyjna.

Funkcje lhβ i ( )βi s¡ rekurencyjne. seqβ jest relacj¡ rekurencyjn¡.
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Arytmetyzacja skªadni Wybór funkcji koduj¡cej ci¡gi symboli

Wybór funkcji koduj¡cej ci¡gi

Nast¦puj¡ce funkcje s¡ rekurencyjne (co wida¢ z de�nicji):

Inβ(a, i) = µx (lhβ(x) = i ∧ ∀j < i (x)βj = (a)βj ).

a ∗β b = µx (lhβ(x) = lhβ(a) + lhβ(b) ∧ ∀i < lhβ(a) (x)βi = (a)βi ∧
∧∀i < lhβ(b) (x)β

lhβ(a)+i
= (b)βi ).

Wcze±niej poznali±my funkcje podobne do powy»szych (koduj¡ce i
odkodowuj¡ce) � funkcj¦ pary Cantora oraz funkcj¦ kodowania
wykorzystuj¡c¡ rozkªad na czynniki pierwsze.

W dalszym ci¡gu b¦dziemy pomija¢ indeks górny β przy
wprowadzonych wy»ej symbolach.
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Arytmetyzacja skªadni Wybór funkcji koduj¡cej ci¡gi symboli

Dowód lematu

Zarys dowodu lematu.

Przypomnijmy, »e relacja podzielno±ci div jest rekurencyjna:
div(a, b) ≡ ∃z 6 a (a = b · z).

Rekurencyjna jest te» symetryczna relacja rp zde�niowana wzorem:
rp(a, b) ≡ a 6= 0 ∧ b 6= 0 ∧ ∀x 6 a · b (div(a · x , b)→ div(x , b)),
która zachodzi mi¦dzy a i b dokªadnie wtedy, gdy a i b s¡ wzgl¦dnie
pierwsze.

(∗) Dla dowolnych ró»nych od 0 i od 1 liczb a1, . . . , an, b1, . . . , bm
takich, »e rp(ai , bj) dla wszystkich i oraz j istnieje liczba c taka, »e
div(c , ai ) dla i = 1, . . . , n, natomiast nie zachodzi div(c , bj) dla
j = 1, . . . ,m.

Wprost z de�nicji relacji div oraz rp mamy:
(†) (k 6= 0 ∧ z 6= 0 ∧ div(z , k))→ rp(1 + (j + k) · z , 1 + j · z).
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Arytmetyzacja skªadni Wybór funkcji koduj¡cej ci¡gi symboli

Dowód lematu

Funkcja op(a, b) = (a + b) · (a + b) + a + 1 jest rekurencyjna. Nadto:
(‡) op(a, b) = op(c , d)→ a = c ∧ b = d .

De�niujemy funkcj¦ β:
β(a, i) = µx < a . 1 (∃y < a∃z < a (a = op(y , z) ∧ div(y , 1+ (op(x , i) + 1) · z))).

Z de�nicji wynika, »e β jest rekurencyjna oraz »e β(a, i) 6 a . 1.

Dla danych liczb a0, a1, . . . , an−1 trzeba znale¹¢ liczb¦ a tak¡, »e
β(a, i) = ai dla i < n.

Niech c b¦dzie najwi¦ksz¡ z liczb op(ai , i) + 1 dla i < n, natomiast z
liczb¡ podzieln¡ przez wszystkie x takie, »e x < c .

Na mocy (†) dla k = r − j mamy: je±li j < r < c , to
rp(1 + j · z , 1 + r · z).
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Arytmetyzacja skªadni Wybór funkcji koduj¡cej ci¡gi symboli

Dowód lematu

Na mocy (∗) istnieje y taka, »e dla j < c : div(y , 1 + j · z) dokªadnie
wtedy, gdy j jest postaci op(ai , i) + 1.

Niech a = op(y , z). Wtedy ai < y < a oraz z < a.

Dla dowodu, »e β(a, i) = ai dla i < n wystarczy pokaza¢, »e:
ai = µx div(y , 1 + (op(x , i) + 1) · z).

To wynika z faktu, »e: je±li x < ai , to op(x , i) < c oraz op(x , i) nie
jest postaci op(aj , j) dla j < n.

Na mocy (‡) mamy jednak: op(x , i) 6 op(ai , i) < c oraz
op(x , i) 6= op(aj , j), co ko«czy dowód.
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Arytmetyzacja skªadni Dygresja: funkcja-pami¦¢

Funkcja-pami¦¢

Dla dowolnej funkcji f : ωn → ω jej ±ci¡gni¦ciem nazywamy funkcj¦:
df e(a) = f ((a)0, . . . , (a)n−1)

Dla dowolnej relacji R ⊆ ωn jej ±ci¡gni¦ciem nazywamy relacj¦:
dRe(a) ≡ R((a)0, . . . , (a)n−1).

Dla dowolnej funkcji f : ωn → ω jej funkcj¡-pami¦ci¡ nazywamy
funkcj¦: f̂ (a1, . . . , an−1, b) =

= 〈f (a1, . . . , an−1, 0), f (a1, . . . , an−1, 1), . . . , f (a1, . . . , an−1, b − 1)〉.

f (a1, . . . , an) = df e(〈a1, . . . , an〉).
R(a1, . . . , an) ≡ dRe(〈a1, . . . , an〉).

Funkcja-pami¦¢ mo»e te» zosta¢ okre±lona przy u»yciu innych (pierwotnie
rekurencyjnych) funkcji koduj¡cych.
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Arytmetyzacja skªadni Dygresja: funkcja-pami¦¢

Funkcja-pami¦¢

Funkcja f jest rekurencyjna dokªadnie wtedy, gdy rekurencyjna jest jej
funkcja-pami¦¢ f̂ .

Dowód.

Je±li f rekurencyjna, to f̂ rekurencyjna, poniewa»:
f̂ (a1, . . . , an, b) = µx (seq(x) ∧ lh(x) = b∧

∀i < b ((x)i ) = f (a1, . . . , an, b)).

Je±li f̂ rekurencyjna, to f rekurencyjna, poniewa»:
f (a1, . . . , an, b) = (f̂ (a1, . . . , an, b + 1))b.

Funkcja-pami¦¢ pozwala zast¡pi¢ pewne de�nicje przez schematy rekursji
de�nicjami u»ywaj¡cymi tylko funkcji pierwotnie rekurencyjnych oraz
efektywnego operatora minimum:
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Arytmetyzacja skªadni Dygresja: funkcja-pami¦¢

Funkcja-pami¦¢

Je±li g oraz h s¡ funkcjami rekurencyjnymi, to funkcja f okre±lona
nast¦puj¡cym schematem rekursji:

f (a1, . . . , an, b) = g(a1, . . . , an, ), gdy b = 0,

f (a1, . . . , an, b) = h(f̂ (a1, . . . , an, b), a1, . . . , an, b), gdy b > 0

tak»e jest rekurencyjna.

Mamy bowiem:
H(a1, . . . , an, b) = µx (seq(x) ∧ lh(x) = b ∧ (x)0 = g(a1, . . . , an)∧

∀i < b (i > 0→ (x)i ) = h(In(x , i), a1, . . . , an, i)).
A zatem H jest rekurencyjna. Nadto, jest równa funkcji f . Rekurencyjno±¢
f jest teraz oczywista:

dla b = 0 funkcja f jest równa rekurencyjnej funkcji g ,

dla b > 0 mamy: f (a1, . . . , an, b) = h(H(a1, . . . , an, b), a1, . . . , an, b).
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Arytmetyzacja skªadni Dygresja: funkcja-pami¦¢

Funkcja-pami¦¢

W konsekwencji, je±li g i h s¡ rekurencyjne, to funkcja f okre±lona
warunkami:

f (a1, . . . , an, 0) = g(a1, . . . , an, )

f (a1, . . . , an, b + 1) = h(f (a1, . . . , an, b), a1, . . . , an, b)

równie» jest rekurencyjna.

Wyra»enie schematów rekursji przez funkcj¦-pami¦¢ pozwala lepiej
zrozumie¢ dziaªanie tych schematów.

Wªasno±ci operacji ±ci¡gni¦cia ukazuj¡ natomiast, »e funkcje (i relacje)
wieloargumentowe (na liczbach naturalnych) mo»emy zast¡pi¢ przez równe
im funkcje (i relacje) jednoargumentowe.
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Arytmetyzacja skªadni Numery symboli

Numery symboli

Ka»demu symbolowi X j¦zyka PA przyporz¡dkowujemy numer sn(X ), np.
w taki sposób:

X ¬ ∨ ∧ → ≡ ∃
sn(X ) 3 5 7 9 11 13

X ∀ s + × 0
.

=

sn(X ) 15 17 19 21 23 25

Zmiennej xi przyporz¡dkowujemy liczb¦ 2i : sn(xi ) = 2i .
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie wyra»e«

Kodowanie wyra»e«

Zakªadamy, »e ka»dy term i ka»da formuªa j¦zyka PA s¡ zapisane w notacji
pre�ksowej (polskiej), czyli: funktor przed swoim argumentami. Tak
wi¦c, ka»dy term jest ci¡giem o postaci vv1 . . . , vn, gdzie v jest symbolem
funkcyjnym, a v1 . . . , vn s¡ termami. Ka»da formuªa jest ci¡giem o postaci
vv1 . . . , vn, gdzie: albo v jest funktorem prawdziwo±ciowym, a v1 . . . , vn s¡
formuªami lub termami, albo v jest kwanty�katorem, a v1 . . . , vn s¡
formuªami lub termami. Notacja pre�ksowa nie wymaga stosowania
nawiasów.

Ka»demu termowi lub formule u o postaci vv1 . . . vn
przyporz¡dkowujemy jego/jej numer gödlowski puq, zde�niowany
nast¦puj¡co:
puq = 〈sn(v), pv1q, . . . pvnq〉.
Powy»sza de�nicja mo»e te» by¢ �rozpisana� w sposób wyra¹ny, dla
ka»dego rodzaju termu lub formuªy.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie wyra»e«

Kodowanie wyra»e«

Dla przykªadu, numer gödlowski formuªy ∀x1 (x1
.

= 0→ (x1×s(x1))
.

= 0)
obliczamy nast¦puj¡co:

Przeksztaªcamy formuª¦ do postaci pre�ksowej:
∀x1 →

.
= x10

.
= ×x1sx10 (i w znany sposób odszukujemy jej

podformuªy).

ps(x1)q = 〈17, 2〉
px1×s(x1)q = 〈21, 2, 〈17, 2〉〉
p(x1×s(x1)

.
= 0)q = 〈25, 〈21, 2, 〈17, 2〉〉, 23〉

px1
.

= 0q = 〈25, 2, 23〉
px1

.
= 0→ (x1×s(x1)q = 〈9, 〈25, 2, 23〉, 〈25, 〈21, 2, 〈17, 2〉〉, 23〉〉

p∀x1 (x1
.

= 0→ (x1×s(x1))
.

= 0)q =
〈15, 2, 〈9, 〈25, 2, 23〉, 〈25, 〈21, 2, 〈17, 2〉〉, 23〉〉〉
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie wyra»e«

Kodowanie wyra»e«

Ten sposób kodowania staje si¦ jasny, gdy spojrzymy na drzewo
syntaktyczne rozwa»anej formuªy (w istocie kodujemy wªa±nie to drzewo):

∀

x1

→

�
��
�

H
HH

H

.
=
��HH
x1 0

.
=

�� HH

×
�� HH
x1 s

x1

0
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie wyra»e«

Kodowanie wyra»e«

Omówione kodowanie wyra»e« jest:

jednoznaczne (ka»dy term lub formuªa otrzymuje dokªadnie jeden
numer gödlowski);

efektywne (przypisanie numerów realizowane jest za pomoc¡ funkcji
rekurencyjnych).

Numery gödlowskie termów i formuª s¡ oczywi±cie do±¢ du»ymi liczbami.
W praktyce nie ma jednak »adnej potrzeby, aby je oblicza¢. Wystarczy
mo»liwo±¢ ich jednoznacznego, efektywnego otrzymywania.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie wyra»e«

Kodowanie wyra»e«

Ponadto, dla dowolnej liczby naturalnej a mo»na w sposób efektywny
rozstrzygn¡¢, czy jest ona numerem gödlowskim termu lub formuªy.
Wystarczy w tym celu:

sprawdzi¢, czy zachodzi seq(a);

je±li tak, to wyznaczy¢ lh(a) oraz (a)i dla i = 0, 1, . . . , lh(a);

dla tak �rozªo»onej� a = 〈a0, a1, . . . an〉 sprawdzi¢, czy a0 = sn(X ) dla
jakiego± symbolu X alfabetu j¦zyka PA;

je±li tak, to procedur¦ t¦ powtórzy¢ dla ai , gdzie i = 0, 1, . . . , lh(a);

poniewa» ai < a, wi¦c po sko«czonej liczbie kroków procedura ta si¦
zako«czy (i uzyskamy odpowied¹ czy a jest numerem gödlowskim
termu lub formuªy).
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie zmiennych

Kodowanie zmiennych

Vble(a) ≡ a = 〈(a)0〉 ∧ ∃y 6 a ((a)0
.

= 2y)

Vble(a) zachodzi, gdy a jest numerem gödlowskim pewnej zmiennej xi ,
czyli gdy a = pxiq.

Rekurencyjno±¢ Vble wynika z faktu, »e (a)0 < a.

Zauwa»my, »e numer gödlowski zmiennej to nie to samo, co numer
przypisany jej przez funkcj¦ sn.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie termów

Kodowanie termów

Formuªa Term(a) jest równowa»na:

formule je±li

0 = 0 a = 〈sn(0)〉
Term((a1)) a = 〈sn(s), (a)1〉
Term((a)1) ∧ Term((a)2) a = 〈sn(+), (a)1, (a)2〉
Term((a)1) ∧ Term((a)2) a = 〈sn(×), (a)1, (a)2〉
Vble(a) w p.p.

Term(a) czytamy: a jest numerem gödlowskim termu, czyli a = ptq dla
pewnego termu t. Skrót �w p.p.� czytamy: �w pozostaªych przypadkach.�
Rekurencyjno±¢ Term dostajemy z: faktu, i» (a)1 < a oraz twierdze« o
de�niowaniu warunkowym i de�niowaniu przez schemat rekursji.

Jerzy Pogonowski (MEG) Arytmetyzacja skªadni 12i2016 41 / 70



Arytmetyzacja skªadni Kodowanie formuª

Kodowanie formuª

AtForm(a) ≡
a = 〈(a)0, (a)1, (a)2〉 ∧ (a)0 = sn(

.
=) ∧ Term((a)1) ∧ Term((a)2).

Formuªa Form(a) jest równowa»na:

formule je±li

Form((a)1) a = 〈sn(¬), (a)1〉
Form((a)1) ∧ Form((a)2) a = 〈sn(∨), (a)1, (a)2〉
Form((a)1) ∧ Form((a)2) a = 〈sn(∧), (a)1, (a)2〉
Form((a)1) ∧ Form((a)2) a = 〈sn(→), (a)1, (a)2〉
Form((a)1) ∧ Form((a)2) a = 〈sn(≡), (a)1, (a)2〉
Vble((a)1) ∧ Form((a)2) a = 〈sn(∃), (a)1, (a)2〉
Vble((a)1) ∧ Form((a)2) a = 〈sn(∀), (a)1, (a)2〉
AtForm(a) w p.p.

Form(a) zachodzi, gdy a jest numerem gödlowskim formuªy j¦zyka PA.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie operacji syntaktycznych

Kodowanie operacji syntaktycznych

Funkcja Sub(a, b, c):

ma warto±¢ je±li

c Vble(a) ∧ a = b

〈(a)0,Sub((a)1, b, c)〉 a = 〈(a)0, (a)1〉
〈(a)0,Sub((a)1, b, c), Sub((a)2, b, c)〉 a = 〈(a)0, (a)1, (a)2〉∧

(a)0 6= sn(∃) ∧ (a)0 6= sn(∀)
〈(a)0, (a)1, Sub((a)2, b, c)〉 (a = 〈sn(∃), (a)1, (a)2〉∨

a = 〈sn(∃), (a)1, (a)2〉) ∧ (a)1 6= b

a w p.p.

Dla termów t, t1, t2, zmiennej x oraz formuªy ψ mamy:
Sub(pt1q, pxq, pt2q) = pt1(x/t2)q (podstawienie t2 za x w t1)
Sub(pψq, pxq, ptq) = pψ(x/t)q (podstawienie t za x w ψ).
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie operacji syntaktycznych

Kodowanie operacji syntaktycznych

Formuªa Fr(a, b) jest równowa»na:

formule je±li

a = b Vble(a)

Fr((a)1, b) a = 〈(a)0, a1〉
Fr((a)1, b) ∨ Fr((a)2, b) a = 〈(a)0, a1, a2〉∧

(a)0 6= sn(∃) ∧ (a)0 6= sn(∀)

Fr((a)2, b) ∧ (a)1 6= b w p.p.

Dla formuªy ψ oraz zmiennej x zachodzi relacja Fr(pψq, pxq) dokªadnie
wtedy, gdy x jest zmienn¡ woln¡ w ψ.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie operacji syntaktycznych

Kodowanie operacji syntaktycznych

Formuªa Subtl(a, b, c) jest równowa»na:

formule je±li

Subtl((a)1, b, c) a = 〈(a)0, (a)1〉
Subtl((a)1, b, c) ∧ Subtl((a)2, b, c) a = 〈(a)0, (a)1, (a)2〉∧

(a)0 6= sn(∃) ∧ (a)0 6= sn(∀)

Subtl((a)2, b, c)∧ (a = 〈sn(∃), (a)1, (a)2〉∨
∧(¬Fr((a)2, b) ∨ ¬Fr(c , (a)1)) a = 〈sn(∀), (a)1, (a)2〉)∧

(a)1 6= b

0 = 0 w p.p.

Subtl(pψq, pxq, ptq) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy term t jest
podstawialny za zmienn¡ x do formuªy ψ.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie aksjomatów logicznych

Kodowanie aksjomatów logicznych

Formuªa LogAx(a) jest alternatyw¡ 14 warunków:

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ a = 〈9, x , 〈9, y , x〉〉)

∃x < a∃y < a∃z < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ Form(z)∧
a = 〈9, 〈9, x , 〈9, y , z〉〉, 〈9, 〈9, x , y〉, 〈9, x , z〉〉〉)

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ a = 〈9, 〈9, x , y〉, 〈9, 〈3, y〉, 〈3, x〉〉〉)

∃x < a(Form(x) ∧ a = 〈9, 〈3, 〈3, x〉〉, x〉)

∃x < a(Form(x) ∧ a = 〈9, x , 〈3, 〈3, x〉〉〉)

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ a = 〈9, 〈7, x , y〉, x〉)

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ a = 〈9, 〈7, x , y〉, y〉)
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie aksjomatów logicznych

Kodowanie aksjomatów logicznych

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ Form(z)∧
a = 〈9, 〈9, x , y〉, 〈9, 〈9, x , z〉, 〈9, x , 〈7, y , z〉〉〉〉)

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ a = 〈9, x , 〈5, x , y〉〉)

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ a = 〈9, y , 〈5, x , y〉〉)

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ Form(z)∧
a = 〈9, 〈9, x , z〉, 〈9, 〈9, y , z〉, 〈9, 〈5, x , y〉, z〉〉〉)

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ a = 〈9, 〈11, x , y〉, 〈9, x , y〉〉)

∃x < a∃y < a(Form(x) ∧ Form(y) ∧ a = 〈9, 〈11, x , y〉, 〈9, y , x〉〉)

∃x < a∃y < a(Form(x)∧Form(y)∧a = 〈9, 〈9, x , y〉, 〈9, 〈9, y , x〉, 〈11, x , y〉〉〉)

LogAx(a) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy a jest numerem gödlowskim
aksjomatu logicznego PA.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie aksjomatów identyczno±ci

Kodowanie aksjomatów identyczno±ci

Formuªa EqAx(a) jest alternatyw¡ 8 warunków:

∃x < a (a = 〈25, 2x , 2x〉)
∃x < a ∃y < a (a = 〈9, 〈25, 2x , 2y〉, 〈25, 2y , 2x〉〉)
∃x < a ∃y < a ∃z < a (a = 〈9, 〈7, 〈25, 2x , 2y〉, 〈25, 2y , 2z〉, 〈25, 2x , 2z〉〉)
∃x < a ∃y < a ∃z < a (a = 〈9, 〈25, 2x , 2y〉, 〈25, 〈17, 2x〉, 〈17, 2y〉〉〉)
∃x < a ∃y < a ∃z < a (a = 〈9, 〈25, 2x , 2y〉, 〈25, 〈19, 2x , 2z〉, 〈19, 2y , 2z〉〉〉)
∃x < a ∃y < a ∃z < a (a = 〈9, 〈25, 2x , 2y〉, 〈25, 〈19, 2z, 2x〉, 〈19, 2z, 2y〉〉〉)
∃x < a ∃y < a ∃z < a (a = 〈9, 〈25, 2x , 2y〉, 〈25, 〈21, 2x , 2z〉, 〈21, 2y , 2z〉〉〉)
∃x < a ∃y < a ∃z < a (a = 〈9, 〈25, 〈25, 2x , 2y〉, 〈25, 〈21, 2z, 2x〉, 〈21, 2z, 2v〉〉〉)

EqAx(a) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy a jest numerem gödlowskim
jednego z aksjomatów identyczno±ci PA.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie aksjomatów pozalogicznych

Kodowanie aksjomatów pozalogicznych

Formuªa NLAx(a) jest alternatyw¡ nast¦puj¡cych warunków:

∃x < a ∃y < a ((Vble(x) ∧ Vble(y)) ∧ a = 〈9, 〈25, 〈17, x〉, 〈17, y〉〉, 〈25, x , y〉〉)
∃x < a (Vble(x) ∧ a = 〈3, 〈25, 23, 〈17, x〉〉〉)
∃x < a (Vble(x) ∧ a = 〈25, 〈19, x , 23〉, x〉)
∃x < a ∃y < y ((Vble(x) ∧ Vble(y)) ∧ a = 〈25, 〈19, x , 〈17, y〉〉, 〈17, 〈19, x , y〉〉〉)
∃x < a (Vble(x) ∧ a = 〈25, 〈21, x , 23〉, 23〉)
∃x < a ∃y < a ((Vble(x) ∧ Vble(y)) ∧ a = 〈25, 〈21, x , 〈17, y〉〉, 〈19, 〈21, x , y〉, x〉〉)
∃x < a ∃y < a ((Form(x) ∧ Vble(y) ∧ Fr(x , y))∧

a = 〈9, 〈7, Sub(x , y , 23), 〈15, y , 〈9, x , Sub(x , y , 〈17, y〉)〉〉〉, 〈15, y , x〉〉).

NLAx(a) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy a jest numerem gödlowskim aksjomatu

pozalogicznego PA.

Zauwa»my, »e ostatni z powy»szych warunków odpowiada niesko«czonemu

zbiorowi aksjomatów.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie reguª wnioskowania

Kodowanie reguª wnioskowania

Relacja sub(a, b) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy istniej¡ x < b oraz y < b

takie, »e:

Term(x)

Vble(y)

Form(a)

Form(b)

Subtl(a, y , x)

b = Sub(a, y , x).

sub(pϕq, pψq) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy formuªa ψ powstaje z
formuªy ϕ przez podstawienie w ϕ pewnego termu za pewn¡ zmienn¡.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie reguª wnioskowania

Kodowanie reguª wnioskowania

Relacja MP(a, b, c) zachodzi, gdy:

Form(a)

Form(b)

Form(c)

a = 〈9, (a)1, (a)2〉
b = (a)1

c = (a)2.

MP(a, b, c) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy formuªa o numerze gödlowskim
c jest wnioskiem reguªy odrywania, gdzie przesªankami s¡ formuªy o
numerach gödlowskich a oraz b.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie reguª wnioskowania

Kodowanie reguª wnioskowania

Relacja GR(a, b) zachodzi, gdy istnieje x < b taka, »e:

Form(a)

Form(b)

Vble(x)

(b)0 = sn(∀)

(b)1 = x

(b2) = a.

GR(a, b) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy gdy formuªa o numerze
gödlowskim b jest wnioskiem reguªy generalizacji, gdzie przesªank¡ jest
formuªa o numerze gödlowskim a.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie reguª wnioskowania

Kodowanie reguª wnioskowania

Relacja OA(a, b) zachodzi, gdy istniej¡ x < a, y < a oraz z < b takie, »e:

Form(x)

Form(y)

Vble(z)

a = 〈9, x , 〈13, z , y〉〉
b = 〈9, x , y〉.

Relacja OA(a, b) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy b jest numerem
gödlowskim wniosku reguªy opuszczania kwanty�katora generalnego, gdzie
przesªanka ma numer gödlowski a.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie reguª wnioskowania

Kodowanie reguª wnioskowania

Relacja DA(a, b) zachodzi, gdy istniej¡ x < a, y < a oraz z < b takie, »e:

Form(x)

Form(y)

Vble(z)

a = 〈9, x , y〉
b = 〈9, x , 〈13, z , y〉〉
¬Fr(x , z).

Relacja DA(a, b) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy b jest numerem
gödlowskim wniosku reguªy doª¡czania kwanty�katora generalnego, gdzie
przesªanka ma numer gödlowski a.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie reguª wnioskowania

Kodowanie reguª wnioskowania

Relacja OE(a, b) zachodzi, gdy istniej¡ x < a, y < a oraz z < b takie, »e:

Form(x)

Form(y)

Vble(z)

a = 〈9, 〈13, z , x〉〉
b = 〈9, x , y〉.

Relacja OE(a, b) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy b jest numerem
gödlowskim wniosku reguªy opuszczania kwanty�katora egzystencjalnego,
gdzie przesªanka ma numer gödlowski a.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie reguª wnioskowania

Kodowanie reguª wnioskowania

Relacja DE(a, b) zachodzi, gdy istniej¡ x < a, y < a oraz z < b takie, »e:

Form(x)

Form(y)

Vble(z)

a = 〈9, x , y〉
b = 〈9, 〈13, z , x〉〉
¬Fr(y , z).

Relacja DE(a, b) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy b jest numerem
gödlowskim wniosku reguªy doª¡czania kwanty�katora egzystencjalnego,
gdzie przesªanka ma numer gödlowski a.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie dowodów

Kodowanie dowodów

Ax(a) ≡ LogAx(a) ∨ EqAx(a) ∨ NLAx(a). Relacja ta zachodzi dokªadnie
dla liczb b¦d¡cych numerami gödlowskimi aksjomatów PA.

Dowody s¡ ci¡gami formuª. Nadto, jak pami¦tamy, ka»dy dowód jest te»
drzewem: w korzeniu znajduje si¦ dowodzona formuªa, w li±ciach
aksjomaty, a bezpo±rednie poprzedniki ka»dego wierzchoªka s¡ przesªankami
reguªy wnioskowania, której wnioskiem jest wªa±nie ów wierzchoªek.

Ci¡gi numerów formuª mo»emy kodowa¢ na tej samej zasadzie, na jakiej
kodujemy ci¡gi symboli. Je±li ∆ = (ψ1, ψ2, . . . , ψn) jest ci¡giem formuª, to
przez numer gödlowski ci¡gu ∆ rozumiemy (wyznaczon¡ jednoznacznie i
efektywnie) liczb¦:

〈pψ1q, pψ2q, . . . , , pψnq〉.
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Arytmetyzacja skªadni Kodowanie dowodów

Kodowanie dowodów

Relacj¦ Dow(a, b) de�niujemy przez koniunkcj¦ warunków:

seq(a) ∧ lh(a) 6= 0 ∧ (a)lh(a) . 1 = b ∧ ∀i < lh(a) (Form((a)i )∧
∃j < i ∃k < i (sub((a)j , (a)i ) ∨MP((a)j , (a)k , (a)i ) ∨ GR((a)j , (a)i )∨
OA((a)j , (a)i ) ∨ DA((a)j , (a)i ) ∨ OE((a)j , (a)i ) ∨ DE((a)j , (a)i ))).

Relacja Dow(a, b) zachodzi dokªadnie wtedy, gdy a jest numerem
gödlowskim dowodu formuªy o numerze gödlowskim b.

Jak bowiem pami¦tamy, dowód formuªy ψ to ci¡g formuª o ostatnim
elemencie ψ taki, »e ka»dy z elementów tego ci¡gu jest b¡d¹ aksjomatem,
b¡d¹ wnioskiem której± z reguª wnioskowania, której przesªankami s¡
wcze±niejsze (od tego wniosku) elementy owego ci¡gu.
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Arytmetyzacja skªadni Rekurencyjno±¢ kodowa«

Rekurencyjno±¢ kodowa«

Twierdzenie.

Wszystkie zde�niowane powy»ej funkcje i relacje s¡ rekurencyjne.

Dowód tego twierdzenia wynika bezpo±rednio z podanych wyra¹nych
rekurencyjnych de�nicji.

Odwoªujemy si¦ przy tym tak»e do faktów wspomnianych wy»ej, przy
kodowaniu termów.
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Arytmetyzacja skªadni Twierdzenia PA

Twierdzenia PA

Wszystkie dot¡d rozwa»ane funkcje i relacje odpowiadaj¡ce poj¦ciom
metalogicznym okazaªy si¦ rekurencyjne. A co z relacj¡ PA ` ψ? Gdy
zachodzi PA ` ψ, to ψ jest twierdzeniem PA. Okazuje si¦, »e relacja ta
(dokªadniej: relacja mi¦dzy numerami dowodów a numerami formuª) nie
jest rekurencyjna, jest jedynie rekurencyjnie przeliczalna. Mamy bowiem:
PA ` ψ dokªadnie wtedy, gdy istnieje dowód ψ w PA. W de�nicji poj¦cia
�by¢ twierdzeniem PA� wyst¦puje zatem jeden nieograniczony kwanty�kator
egzystencjalny.

De�niujemy: Tw(a) ≡ ∃x Dow(x , a).

Relacja Tw jest rekurencyjnie przeliczalna.
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Hierarchia arytmetyczna

Klasy�kacja zªo»ono±ci poj¦¢

Jak wiemy, operacje u»ywaj¡ce kwanty�katorów ograniczonych prowadz¡
od relacji rekurencyjnych do relacji rekurencyjnych. Kwanty�katory
nieograniczone ju» nie maj¡ tej wªasno±ci � istotnie zwi¦kszaj¡ stopie«
skomplikowania poj¦¢. Mo»na dokona¢ logicznej klasy�kacji poj¦¢
uwzgl¦dniaj¡cej liczb¦ kwanty�katorów nieograniczonych potrzebnych w ich
de�nicjach.

Szczególnie istotne s¡ dwie hierarchie, nazywane:

hierarchi¡ arytmetyczn¡ (kwanty�kujemy tylko zmienne
indywidualne);

hierarchi¡ analityczn¡ (kwanty�kujemy zmienne przebiegaj¡ce
podzbiory uniwersum).
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

De�nicja Hierarchii Arytmetycznej.∑0
0 =

∏0
0 = zbiór relacji rekurencyjnych;

Relacja R ⊆ ωk jest klasy
∑0

n+1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

relacja Q ⊆ ωk+1 klasy
∏0

n taka, »e
R(a1, . . . , ak) ≡ ∃x Q(a1, . . . , ak , x).

Relacja R ⊆ ωk jest klasy
∏0

n+1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

relacja Q ⊆ ωk+1 klasy
∑0

n taka, »e
R(a1, . . . , ak) ≡ ∀x Q(a1, . . . , ak , x).

Relacje klasy
∑0

1 to dokªadnie relacje rekurencyjnie przeliczalne.

Relacja R jest rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy R oraz ¬R s¡
rekurencyjnie przeliczalne.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Je»eli relacja R jest klasy
∑0

n (odpowiednio,
∏0

n) za± f1, . . . , fk s¡
funkcjami rekurencyjnymi, to relacja P okre±lona wzorem:

P(~a) ≡ R(f1(~a), . . . , fk(~a))

jest równie» klasy
∑0

n (odpowiednio,
∏0

n).

Ka»da klasa hierarchii arytmetycznej jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na
koniunkcj¦ i alternatyw¦.

Tu (i dalej) ~a oznacza ci¡g argumentów o takiej dªugo±ci, ile argumentów
ma rozwa»ana relacja lub funkcja.

Dla dowolnego zbioru X relacji przez zbiór uzupeªnie« relacji z X

rozumiemy zbiór CX zde�niowany nast¦puj¡co: R ∈ CX wtedy i tylko
wtedy, gdy ∀~a (R(~a) ≡ ¬P(~a)) dla pewnej relacji P ∈ X .
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Klasa
∑0

n jest identyczna z klas¡ uzupeªnie« relacji z klasy
∏0

n i vice
versa.

Operacja kwanty�katora ogólnego nie wyprowadza poza klas¦
∏0

n (dla
n > 0).

Operacja kwanty�katora egzystencjalnego nie wyprowadza poza klas¦∑0
n (dla n > 0).

Prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce (wªa±ciwe) inkluzje:∏0
n ⊂

∑0
n+1,∑0

n ⊂
∏0

n+1,∏0
n ⊂

∏0
n+1,∑0

n ⊂
∑0

n+1.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Dla ka»dej klasy
∑0

n (odpowiednio,
∏0

n) (n > 0) istnieje w
∑0

n

(odpowiednio,
∏0

n) relacja uniwersalna dla wszystkich relacji tej klasy.

Dla ka»dego n > 0:
∏0

n 6=
∑0

n.

Dla ka»dego n:
∑0

n 6=
∑0

n+1 oraz
∏0

n 6=
∏0

n+1.

Dla n > 0 relacja uniwersalna dla klasy
∑0

n nale»y do
∑0

n, ale nie
nale»y ani do

∏0
n ani do

∑0
n−1.

Dla n > 0 relacja uniwersalna dla klasy
∏0

n nale»y do
∏0

n, ale nie
nale»y ani do

∑0
n ani do

∏0
n−1.

Je»eli relacja uniwersalna dla relacji klasy X sama nale»y do X , to
CX 6= X .
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Przykªad. Poj¦cie granicy ci¡gu jest poj¦ciem klasy
∏0

3 (i nie jest
poj¦ciem ani klasy

∑0
3 ani

∑0
2 ani

∏0
2:

a = lim an ≡ ∀k∃m∀n (n > m→ |an − a| < 1

k + 1
).

Przykªad. Jak widzieli±my, zbiór twierdze« Arytmetyki Peana jest klasy∑0
1, czyli jest rekurencyjnie przeliczalny (ale nie jest rekurencyjny!).

Przykªad. Poj¦cie prawdy nie mo»e zosta¢ scharakteryzowane na »adnym
pi¦trze hierarchii arytmetycznej.

Przykªad. Równie» de�nicja poj¦cia dobrego porz¡dku wykracza poza
hierarchi¦ arytmetyczn¡.
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Dodatek: inne funkcje koduj¡ce

Inne funkcje koduj¡ce

Zamiast funkcji β Gödla mo»na u»ywa¢ innych funkcji rekurencyjnych
w arytmetyzacji skªadni. Przy tym, stosowane kodowanie mo»e
uwzgl¦dnia¢ budow¦ skªadniow¡ wyra»e«, b¡d¹ kodowa¢ po prostu
ci¡gi symboli.

W wielu podr¦cznikach u»ywa si¦ kodowania wykorzystuj¡cego rozkªad
liczb na czynniki pierwsze.

Dla wyra»enia (termu lub formuªy) u o postaci: vv1v2 . . . vn jego
numer gödlowski gn(u) okre±lamy indukcyjnie:

gn(u) = 2sn(v) · 3gn(v1) · 5gn(v2) · . . . · pgn(vn)n .

Tu pn jest n-t¡ liczb¡ pierwsz¡ (p0 = 2, p1 = 3, p2 = 5, itd.)
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Dodatek: inne funkcje koduj¡ce

Inne funkcje koduj¡ce

Dla rozwa»anej wcze±niej formuªy ∀x1 (x1
.

= 0→ (x1×s(x1))
.

= 0) mamy
(przy ustalonej uprzednio funkcji sn):

gn(s(x1)) = 217 · 32

gn(x1×s(x1)) = 221 · 32 · 5217·32

gn(x1×s(x1))
.

= 0) = 225 · 3221·32·52
17·32 · 523

gn(x1
.

= 0) = 225 · 32 · 523

gn(x1
.

= 0→ (x1×s(x1))
.

= 0) = 29 · 3gn(x1
.
=0) · 5gn(x1×s(x1))

.
=0)

gn(∀x1 (x1
.

= 0→ (x1×s(x1))
.

= 0)) = 215 · 32 · 5gn(x1
.
=0→(x1×s(x1))

.
=0).

Kodowanie jest jednoznaczne. Dla dowolnej liczby a mo»na ustali¢ czy jest
ona kodem jakiego± wyra»enia.
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Dodatek: inne funkcje koduj¡ce

Inne funkcje koduj¡ce

Mo»na te» kodowa¢ wyra»enia po prostu jako ci¡gi symboli. Niech
funkcja σ numeruj¡ca symbole alfabetu przyjmuje warto±ci dodatnie.
Je±li s1s2 . . . sn jest ci¡giem symboli alfabetu, to za kod tego ci¡gu

mo»na wzi¡¢ liczb¦ 2σ(s1) · 3σ(s2) · . . . · pσ(sn)n−1 .

Mo»na kodowa¢ wyra»enia ustalaj¡c np., »e symbole alfabetu
kodujemy liczbami zaczynaj¡cymi si¦ (w zapisie dziesi¦tnym) od cyfry
8, po której wyst¦puje pewna liczba cyfr 1 (inna dla ka»dego symbolu
alfabetu).

Mo»na kodowa¢ wyra»enia u»ywaj¡c funkcji Cantora lub jakiejkolwiek
innej (rekurencyjnej) funkcji koduj¡cej ci¡gi sko«czone.

Wybór funkcji koduj¡cej jest wi¦c spraw¡ konwencji. Kodowanie musi
by¢ jedynie jednoznaczne i rekurencyjne. W rozwa»aniach
metateoretycznych nigdy nie obliczamy warto±ci funkcji koduj¡cych
wyra»enia.
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