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Wstep

KRP — wstep

Rozwazmy wnioskowanie: J

Kazdy cztowiek jest $miertelny.
Sokrates jest cztowiekiem.

Zatem: Sokrates jest Smiertelny.

Whioskowanie jest niezawodne, jednak jezyk rachunku zdan jest za mato
precyzyjny, by przy jego pomocy uzasadni¢ owa niezawodno$c. J
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Jezyk KRP

Klasyczny rachunek predykatéw (lub kwantyfikatoréw), jest rozszerzeniem
Klasycznego rachunku Zdan. Mozna go rozpatrywaé jako logiczna
rekonstrukcje wypowiedzi jezykowych, w ktérej obok znanych spdjnikéw
prawdziwosciowych wyréznia sie:

e kwantyfikatory (operatory zdaniotwércze):

e generalny V;

e egzystencjalny I3;
predykaty (funktory zdaniotwércze o argumentach nazwowych) —
PL,P3,....PL PP P}, ... P

@ zmienne indywiduowe — x3, X2, ..., Xp;

state indywiduowe— a1, a5, ..., a,;

znaki pomocnicze — (), .
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Jezyk KRP

Dane wyrazenie jest formuta zdaniowa atomowa wtedy i tylko wtedy, gdy
ma ona postaé P/(ti, ..., t,), gdzie t1,...,t, sa dowolnymi termami. J

@ Kazda formuta zdaniowa atomowa jest formuta zdaniowa.

@ Jezeli o jest dowolng formuta zdaniowa, to wyrazenia
—(),V(a), () sa réwniez formutami zdaniowymi.

© Jezeli a i § sa dowolnymi formutami zdaniowymi, to wyrazenia:
() A (B), (@) V(B), (o) — (B), (o) = (B) sa formutami zdaniowymi.

@ Nie ma innych formut zdaniowych jezyka KRP procz tych, ktére
mozna utworzy¢ wg (1) — (3).
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Jezyk KRP

Jezyk KRP

Funkcja zdaniowa nazywamy wyrazenia zawierajagce zmienne, z ktérych po
podstawieniu za te zmienne statych otrzymujemy zdania.

Deskrypcje okreslone — ztozone wyrazenia nazwowe, ktére denotuja
dokfadnie jeden obiekt.

Zakresem zmiennej x; nazywamy zbidr przedmiotéw oznaczanych przez
nazwy, ktére mozna za nig podstawi¢. Méwimy woéwczas, ze zmienna
przebiega ten zbidr.

Dany przedmiot a; z zakresu zmiennej x; spetnia dang funkcje zdaniowa
F(x;) wtedy i tylko wtedy, gdy po podstawieniu jego nazwy za zmienng x;
w tej funkcji otrzymujemy zdanie prawdziwe F(a;).
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Jezyk KRP

Jezyk KRP

Wyrazenie oz w dowolnej formule zdaniowej postaci Vx,(a) oraz 3x,(«)
nazywa sie zasiegiem odpowiedniego kwantyfikatora.

Zmienng x; wystepujaca na danym miejscu w formule « jest na tym
miejscu zwigzana, jezeli jest ona podpisana pod ktéryms z
kwantyfikatoréw.

Jezeli zmienna x;, wystepujaca na danym miejscu w formule «, nie jest na
tym miejscu zwigzana, to méwimy, ze jest ona na tym miejscu wolna w a.

Formuty zdaniowe nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy
zdaniami (jezyka KRP).
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Jezyk KRP — ¢éwiczenia

Napisz schematy ponizszych zdan w jezyku KRP )

Stefana.

o (6) Najlepszy kumpel Stefana pije i nie zakasza wtedy i tylko wtedy,
gdy zona Stefana wrécifa do meza.

o (7) Najlepsza przyjaciétka najstarszej corki zony Stefana z pierwszego
matzenstwa spotyka sie za stogiem siana z najmfodszym synem brata
najlepszego kumpla Stefana.
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Cwiczenia

Napisz schematy ponizszych zdan w jezyku KRP )

1) Kazdy Polak jest katolikiem.
2) Niektérzy Polacy sa katolikami.
3) Niektérzy Polacy nie sa katolikami.

5) Kazdy czfowiek ma jakis talent.

° (1)
° (2)
° (3)
o (4) Istnieje aktor, ktéry spat ze wszystkimi swoimi fankami.
° (5)
@ (6) Nie kazdy mezczyzna jest zonaty.

o (7)

7) Zadna gwiazda popu nie zna twierdzenia Lindenbauma.
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Cwiczenia

Napisz schematy ponizszych zdan w jezyku KRP )

1) Kazdy matematyk jest uczniem pewnego matematyka.
2) Pewien matematyk nie jest uczniem zadnego matematyka.

3) Pewien matematyk nie ma uczniéw wsréd matematykdw.

5) Istnieje ksiazka, ktora przeczytali wszyscy.
6) Nie kazdy przystojny mezczyzna jest logikiem.

(1)

(2)

(3)

(4) Kazdy jest przyjacielem wszystkich.

(5)

(6)

(7) Pewna modelka zakochata sie w sobie samej.
)

® 6 6 6 ¢ o o o

(8) Joanna, lubi kazdego mezczyzne, ktéry ma Mercedesa.

zdania 1 — 5 pochodza z: B. Stanosz ,éwiczenia z logiki”.
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Cwiczenia

Wskaz zmienne wolne i zmienne zwigzane formut:

o (a) Vx(P(x,y) — 3y(Q(x) A R(x,y))),
e (b) Ix(P(x) AVz(Q(z) — R(x,z))),
e (c) Ix(P(x) ANVx(Q(x) — R(x,y)))-

Powyzsze zadanie pochodzi ze skryptu prof. J. Pogonowskiego.
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Semantyka KRP

Pojecie prawdy w KRP jest relatywizowane do konkretnej interpretacji
przyjmowanej dla okreslonego jezyka. Prawdziwo$¢ wyrazenia zalezy od
tego, co oznaczaja wystepujace w nim symbole.

Niech (X,0,P,Q,...,R,F,G,..., H) bedzie dziedzing, gdzie X jest
pewnym zbiorem, O — wyréznionym elementem zbioru X, a P, Q,..., R
relacjami. Wéweczas interpretacjag &, nazwiemy kazde przyporzadkowanie:

@ statej indywiduowej a elementu O;
@ symbolom predykatywnym P, Q,..., R relacji P, Q, ..., R;
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Relacja spetniania

Whyrazenie a(x, y, ..., z), zawierajace symbole predykatywne P, Q,..., R jest
spetnione w dziedzinie (X, P, Q, ..., R) przez elementy a, b, ..., c przy
interpretacji zgodnie z ktéra: symbole predykatywne P, Q, ..., R S3 nazwami
relacji P, Q, ..., R wtedy i tylko wtedy, gdy elementy a, b,...,c € X razem z
relacjami P, Q, ..., R tak sie zachowuja w zbiorze X, jak opisuje to zdanie
a(x,y,...,z).

(Powyzsza formuta wyraza sens relacji spetniania w sposéb intuicyjny. Nie jest to jej
Scista definicja.)

Jezeli wyrazenie a nie zawiera zmiennych wolnych i jest spetnione w pewnej
dziedzinie ©, to wéwczas mozemy powiedzieé, ze « jest prawdziwe w dziedzinie
D.

W dalszej czesci méwimy skrétowo o zdaniach prawdziwych przy pewnej
interpretacji §,. Przy czym przez interpretacje rozumiemy powiazanie jezyka z
okreslong dziedzing.

v
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Interpretacia
Interpretacja

Rozwazmy formute Q(a) A Vx[P(x) — Q(x)].

o Niech &4 bedzie interpretacja, gdzie X przebiega zbiér ludzi,
natomiast:
e stata indywiduowa a — oznacza Stefana,
e predykat @ — oznacza wtasno$¢ bycia chciwym.
o predykat P — oznacza wtasnos$¢ bycia kapitalista.
o Niech & bedzie interpretacja, gdzie X przebiega zbiér ludzi,
natomiast:
o stata indywiduowa (a) — oznacza Marianneg;
o predykat @ — oznacza bycie kobieta;
o predykat P — oznacza bycie matka.
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Interpretacia
Interpretacja

Rozwazmy ta sama formute Q(a) A Vx[P(x) — Q(x)].

o Niech &3 bedzie interpretacja, gdzie X przebiega zbidr jezykdw
etnicznych, natomiast:
e stata indywiduowa a — oznacza jezyk kaszubski;
e predykat @ — oznacza bycie jezykiem urzedowym:;
e predykat P — oznacza bycie jezykiem narodowym.

Michat Lipnicki (UAM) Logika 11 stycznia 2013

14 / 20



Pojecie modelu
Model

Modelem formuty KRP a nazywamy taka interpretacje S, dla ktérej
formuta zdaniowa « jest prawdziwa. Interpretacje &; nazwiemy
kontrmodelem formuty KRP «, gdy « jest w niej fatszywa.

Modelem formuty Vx[P(x) — Q(x)] jest interpretacja 31, gdzie:
@ X przebiega zbidr liczb;
@ predykat P oznacza wiasno$¢ bycia podzielnym przez 4.
@ predykat @ oznacza wtasno$é¢ bycia liczbg parzysts;
Kontrmodelem formuty Vx[P(x) — Q(x)] jest interpretacja 37, gdzie:
o X przebiega zbiér politykdw;
@ predykat P oznacza wiasnos¢ bycia postem;

@ predykat @ oznacza wiasno$é bycia uczciwym.
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Pojecie modelu
Model

Modelem formuty Ix[P(x) A Q(x)] jest interpretacja 1, gdzie:
o X przebiega zbiér gtosek;
@ predykat P oznacza wiasnos¢ bycia spétgtoska dwuwargows.

o predykat @ oznacza wtasnos$¢ bycia spotgtoska nosows;

Kontrmodelem formuty 3x[P(x) A Q(x)] jest interpretacja 3, gdzie:

o X przebiega zbidr gtosek;
@ predykat P oznacza wtasno$¢ bycia spétgtoska retrofleksyjna;

o predykat @ oznacza wtasno$¢ bycia spétgtoska drzaca.
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Pojecie modelu
Medele — éwiczenia

Znajdz model oraz kontrmodel dla ponizszych formut: J
e (1) IxP(x);
o (2) =3x(P(x) A Q(x));
o (3) Vx(P(x) v Q(x));
o (4) “Vx(P(x) = Q(x));
e (5) Ix(R(x,x))
o (6) VxVy(R(x,y) — R(y,x))
o (7) VxJy(P(x) = R(x,y));
° (8) IxVy(P(x) A Q(y) — R(x,y))
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Pojecie modelu
Prawda czy fatsz

Chcac okresli¢ wartosé¢ logiczna formuty KRP korzystamy z pojecia
modelu.

Znalezienie przyktadu pozwala stwierdzi¢ prawdziwos¢ zdania
egzystencjalnego. J

IX[P(x) A 3y(Q(y) A R(x, ¥))]

Rozwazmy interpretacje &, gdzie:
o X przebiega zbiér jezykéw etnicznych;
@ P oznacza wtasno$é bycia jezykiem europejskim;
o @ oznacza wiasno$é bycia jezykiem stowianskim;

@ R oznacza relacje posiadania poswiadczonego wspdlnego przodka.
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Pojecie modelu
Prawda czy fatsz

Znalezienie kontrprzyktadu pozwala stwierdzi¢ fatszywo$¢ zdania
uniwersalnego.

Rozwazmy interpretacje & taka samg, jak w poprzednim przyktadzie dla
formuty:

Vx[P(x) = 3y (Qy) A R(x, ¥))]:

Nie dysponujemy metoda rozstrzygania o fatszywosci zdan
egzystencjalnych oraz prawdziwosci zdan uniwersalnych. J
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Pojecie modelu
Prawda czy fatsz

Aby okresli¢ prawdziwos¢ zdan, ktére powstaty przez powigzanie ich
skwantyfikowanych czesci spdjnikami logicznymi, nalezy odwota¢ sie do
tabelek zero-jedynkowych dla odpowiedniego spéjnika.

Aby pokazaé pokazaé fatszywos¢ formuty (w interpretacji 3p):
Vx(P(x) V Q(x)) — (VxP(x) V VxQ(x)),

musimy znalez¢ kontrmodel, gdzie poprzednik implikacji bedzie zdaniem
prawdziwym, zas$ nastepnik zdaniem fatszywym.
Kontrmodelem jest na przyktfad interpretacja 37 gdzie:

o X przebiega zbiér gtosek;
@ P oznacza wtasno$é bycia dZzwieczng;

@ @ oznacza wtasno$¢ bycia bezdzwieczna.
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