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System zatozeniowy KRP

System zatozeniowy KRZ, ktéry rozwazaliSmy w pierwszym semestrze
mozna rozszerzy¢ do KRP przez dodadnie czterech regut wnioskowania dla
kwantyfikatoréw.

Zapis a(x/t) oznacza formute KRP, w ktérej zmienna nazwowa x zostata
zastapiona termem t. Pamietajmy:

@ Nie mozemy dokonywa¢ podstawienia za zmienng zwigzana;
@ Podstawianie musi by¢ konsekwentne;

@ Zadna zmienna wolna podstawianego termu nie moze zosta¢ zwigzana
w wyniku podstawienia.
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Konsekwencja zatozeniowa

Tezami KRP nazywa sie te formuty, ktére na gruncie systemu KRP
posiadaja dowdd. Jezeli formuta 3 jest teza KRP, to symbolicznie

zapisujemy: FKRP ﬂ

Niech X = {a1,a2,...,a,} bedzie skonczonym zbiorem formut KRP, a
formuta jezyka KRP. Zachodzi X Fkgrp 8 wtedy i tylko wtedy, gdy teza
systemu zatozeniowego jest formufta:

(a1—>(a2—>...(an—>ﬂ)...))

Zgodnie z powyzszym {1, an,...,an} Fkrp B wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje dow6d zatozeniowy 8 w oparciu o zatozenia {a1, ag,. .., an} oraz
przyjete reguty wnioskowania.
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Reguty wnioskowania

W systemie zatozeniowym KRP opieramy sie na tych samych pojeciach, co
w przypadku KRZ:

@ dowdd wprost i nie wprost;

@ pierwotna i wtérna reguta wnioskowania;

Regute R nazywamy niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnego
sekwentu (X, a) € R: X [=4pp .

Reguta o sekwencie (X, a) zachowuje wtasnos¢ bycia tautologia wtedy i
tylko wtedy, gdy: jesli wszystkie elementy zbioru X s3 tautologiami KRP, to
formuta o réwniez jest tautologia.

v
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Reguty wnioskowania

Reguty wnioskowania

Reguta opuszczania kwantyfikatora uniwersalnego (OV).

Vxo

a(x/t)

Reguta dotaczania kwantyfikatora uniwersalnego (DV).

[0}

Vxo

Uwaga: powyzsza reguta moze by¢ stosowana tylko wtedy, gdy x nie jest
zmienna wolna w zatozeniach dowodu.
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Reguty wnioskowania

Reguta dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego (D3). J

a(x/t)

dxa

Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego (O3) )

dxa«

a(X/t(Xl, c ,Xn))

Gdzie t(xi, ..., xn) jest stata indywiduowa zalezng od wszystkich zmiennych wolnych
formuty Ixa.

Uwaga: Przy kazdym zastosowaniu reguty opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego
RO3 nalezy uzywa¢ nowej statej, nie wystepujacej dotad w dowodzie. Stata ta nie moze
ponadto wystapi¢ w dowodzonej tezie.
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Reguty wnioskowania

Oto sposoby wykorzystania czterech powyzszych regut:

Reguta opuszczania kwantyfikatora uniwersalnego (OY).

VxP(x) VxP(x) VxP(x)

Reguta dotaczania kwantyfikatora uniwersalnego (OV).

P(x)

VxP(x)
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Reguty wnioskowania

Reguta dotaczania kwantyfikatora egzystencjalnego (D3).

P(x)  Ply)  P(a)

IxP(x) 3IxP(x) 3IxP(x)

Reguta opuszczania kwantyfikatora egzystencjalnego (O3).

ElXQ(X) ElXQ(vaaz) E|vaQ(X7.y7z) 3XVy32Q(X7y,Z)

Q(a) Q(ay,z,ya Z) va(az,y,Z) VyEIzQ(a,y,z)
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Dowody zatozeniowe wprost
Dowody zatozeniowe wprost

Dany jest pewien zbiér formut KRP {ay, az, ..., a,} zwanych zatozeniami
oraz formuta 3 zwana wnioskiem. Dowodem zatozeniowym wprost
whniosku 3 z zatozen {1, an,...,an,} jest ciag formut KRP spetniajacy
nastepujace warunki:
@ Pierwszymi formutami dowodu s3 jego zatozenia.
o Kazda nastepna formuta jest albo wczesniej udowodnionym
twierdzeniem, albo formuta otrzymang z poprzedzajacych ja formut
przy uzyciu dopuszczalnych regut wnioskowania.

@ Ostatnig formuta dowodu jest wniosek.
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Dowody zatozeniowe wprost
Dowody zatozeniowe wprost

Przeprowadzimy dowéd wprost tezy KRP: Vx(P(x) — Q(x)) — (Vx
P(x) = Vx Q(x). J
(1) V¥x(P(x) = Q(x)) zat.
(2) V¥x P(x) zat.
(3) P(x) — Q(x) ov 1
(4) P(x) ov 2
(5) Q(x) RO 3, 4
(6) Vx Q(x) DV 5
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Dowody zatozeniowe wprost
Dowody zatozeniowe wprost

Przeprowadzimy dowéd wprost tezy KRP: Vx(P(x) — Q(x)) — (Ix
P(x) — 3x Q(x). J
(1) V¥x(P(x) = Q(x)) zat.
(2) 3Ix P(x) zat.
(3) P(a) 032
(4) P(a) — Q(a) ov1
(5) Q(a) RO 4, 3
(6) Ix Q(x) D35
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Dany jest pewien zbiér formut KRP {as, ag, ..., a,} zwanych zatozeniami
oraz formuta KRP (3 zwana wnioskiem. Dowodem zatozeniowym nie
wprost wniosku 3 z zatozen {aq, g, ..., a,} jest ciag formut logicznych

spetniajacy nastepujace warunki:
o Pierwszymi formutami dowodu s3 jego zatozenia oraz zatozenie
dowodu nie wprost w postaci negacji wniosku.

e Kazda nastepna formuta jest albo wczesniej udowodnionym
twierdzeniem, albo formuta otrzymana z poprzedzajacych ja formut
przy uzyciu dopuszczalnych regut wnioskowania.

@ Ostatnig formuta dowodu jest jakas formuta sprzeczna z jedna z
formut j3 poprzedzajacych.
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Dowody zatozeniowe nie wprost

Przy okazji éwiczenia dowodzenia metoda nie wprost wprowadzimy do
naszego systemu zatozeniowego dwie reguty wtérne: (1) regute negowania
kwantyfikatora generalnego (NV) oraz regute negowania kwantyfikatora
egzystencjalnego (N3).

NV -Vx o N5 -3x

Ix—« Vx -
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Dowody zatozeniowe Dowody zatozeniowe nie wprost

Reguty negowania kwantyfikatoréw

Aby wprowadzi¢ obie reguty do systemu musimy udowodnié dwie
réwnowaznosci:
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Reguty negowania kwantyfikatoréw

Dowdéd (1a) oraz (1b):

(la) —Vx P(x) zat. (1b) 3x -P(x)  zat.
(2a) —3x =P(x) z.d.n. (2b) —=Vx P(x) z.d.n.
(3a1) —P(x) zat.dod. (3b) Vx P(x) NN 2b
(3a2) 3Ix —P(x) D3 (4b) —P(a) 03 1b
(4a) —P(x) — 3Ix =P(x) 3a; = 3a (5b) P(a) OV 3b
(5a)  P(x) MT 4a, 2a sprzeczno$¢  4b, 5b.
(6a) Vx P(x) DV 5
sprzecznosé 1a, 6a
Poniewaz dowiedlismy (1a) oraz (1b), zatem teza jest
=VxP(x) = Ix—P(x), czyli mozemy wprowadzi¢ do systemu regute NYV. J
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Dowody zatozeniowe nie wprost
Reguty negowania kwantyfikatoréw

Dowéd (2a) oraz (2b):

(la) —3x P(x) zat. (1Ib) Vx—P(x) zat.
(2a) —Vx—=P(x) zd.n. (2b)  3Ix P(x) z.d.n.
(3a) Ix—=P(x) NV 2a (3b) P(a) 03 2b
(4a) ——P(a) 03 3a (4b) —P(a) OV 3b
(5a) P(a) NN 4a sprzecznos¢  3b, 4b
(6a) Ix P(x) D3 5a
sprzecznos¢ 1a, 6a.
Poniewaz dowiedliSmy (2a) oraz (2b), zatem teza jest
—3xP(x) = Vx—P(x), czyli mozemy wprowadzi¢ do systemu regute N3. J
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Dodatkowe zatozenia dowodu
Dodatkowe zatozenia dowodu

Technika dowodowa opierajaca sie na dodatkowych zatozeniach dowodu
przebiega nastepujaco:
@ Czynimy w dowodzie dodatkowe zatozenie «

o Jezeli z zatozenia o (oraz wczesniejszych krokéw dowodu) mozemy
wyprowadzi¢ formute (3, to do dowodu mozna wtaczy¢ formute @ — 3

@ Z krokéw wyprowadzenia 5 z a nie wolno korzysta¢ poza tym
wyprowadzeniem.
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Dodatkowe zatozenia dowodu
Dodatkowe zatozenia dowodu

Dowiedziemy tezy: (VxP(x) — «) — 3x(P(x) — «). ]

(1)  (VxP(x) - «) zat.
(1.1) -« zat. dod.
(1.2) —VxP(x) MT 1, 1.1
(1.3) 3x=P(x) NV 1.2
(1.4) —P(a) 0313
(2) —a—-P(a) 11=14
(3) P(a) = « RK 2
(4)  3x(P(x) »a) D33
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\Wynikanie logiczne

Wynikanie logiczne w KR

Pokazemy, ze z formut: {Vx(P(x) A Q(x)),Vx(P(x) — R(x))} wynika
logicznie : Ix(R(x) A Q(x)). Procedura jest analogiczna jak w przypadku
KRZ.

(1) (Yx(P(x) A Q(x))  zat.

(2) (Yx(P(x) = R(x)) zat.

(3) P(a)AQ(a) ov1
(4) P(a) OK 3
(5) Q(a) OK 3
(6) P(a) — R(a) ov 2
(7) R(a) RO 6, 4
(8) R(a) A Q(a) DK 7,5
(9)

Ix(R(x) A Q(x)) D38
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Sprzeczne zbiory zdan

Pokazemy, ze zbiér formut:

{Vx(P(x) = Q(x)),Vx(Q(x) — JyR(x, y)), IxP(x), VxVy—R(x, y)} jest sprzeczny.

Procedura jest analogiczna jak w przypadku KRZ.

(1)
)
A3)
(4)
(5)
(6)
(7)
(8)
(9)
(10)
(11)
(12)
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Vx(P(x) — Q(x))
Vx(Q(x) = yR(x,y))
IxP(x)
VxVy—R(x, y)
P(a)

P(a) — Q(a)
Q(a) — JyR(a,y)
P(a) — 3yR(a,y)
JyR(a,y)

R(a, b)
VY_'R(a7y)

-R(a, b)

sprzecznosé
Logika

zat.

033
ov1

oV 2
RSyl 6, 7
RO 8, 5
039

oV 4
Ov 11
(10), (12)
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Cwiczenia

Podaj dowody ponizszych tez KRP.

@ VxVy R(x,y) — VyVx R(x,y),
@ IxVy R(x,y) — Yy3dx R(x,y).

Pokaz, ze pomiedzy formutami ze zbioru X a formuta a zachodzi wynikanie logiczne. )

° (1) );=f§(3x) (P(x)V Q(x)), ¥x (P(x) = R(x)), ¥x (Q(x) = R(x))},

@ (2) X ={3x P(x),3Ix Q(x)}, a = 3Ix (P(x) V Q(x)).

Pokaz, ze ponizsze zbiory formut sa sprzeczne. )
@ (1) {3x P(x),3x Q(x),Vx (P(x) = Q(x))},
@ (2) {¥x P(x),3x ~Q(x),Vx (P(x) = Q(x))}



Cwiczenia

Zbadaj, czy ponizsze wnioskowania s3 dedukcyjne. )

o Istnieje modelka chudsza od wszystkich modelek. Zatem istnieje
modelka chudsza od samej siebie.

@ Ktos donosi na wszystkich. Sa zatem tacy, ktérzy donosza na siebie
nawzajem. za: J. Pogonowski.
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Cwiczenia

Cwiczenia

Zbadaj, czy ponizsze zbiory zdan s3 sprzeczne. )

o Kazdy ateista jest komunista. Niektérzy anarchisci nie sa komunistami.
Kazdy nie jest anarchista lub jest ateista.

@ Jakis anarchista nie gardzi pewnymi komunistami. Kazdy anarchista
gardzi wszystkimi kapitalistami. Kazdy jest anarchista lub kapitalista.
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