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Imie¢ i nazwisko: ................ WALECZNA MROWECZKA

1. [3 punkty] Niech X = {2,3,5,6,10,30}. Narysuj graf relacji R C X x X,
zdefiniowanej warunkiem: x R y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje z € X taki, ze
y=x-2z.

2. [4 punkty] Niech X # (), a R bedzie relacja migdzy podzbiorami zbioru X,
zdefiniowang warunkiem: A R B wtedy i tylko wtedy, gdy A = A N B. Sprawdz,
czy jest to relacja: a) zwrotna, b) symetryczna, ¢) spdjna.

3. [4 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:

A—(BUC)=(A—B)U(A—O).

4. [4 punkty] Wyznacz (w mozliwie najprostszej postaci) pochodna funkcji:

132—6

2. x

fz) =

;

5. [5 punktéw] Wybierz doktadnie jedna z podanych propozycji i przeprowadZ
dowdd, stosujac indukcj¢ matematyczna:

1. Udowodnij, ze dla wszystkich n > 1:
- 1
Zk-(k—l—l):g-n-(n+1)-(n+2).
k=1

2. Udowodnij, ze dla wszystkich n > 1:

k:1k~(k—|—1) n+1

Liczba punktéw | Ocena
<11 2
11-12 3
13-14 3+
15-16 4
17-18 4+
19-20 5
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ROZWIAZANIA

1. Relacja R to relacja podzielnosci: x R y wtedy i tylko wtedy, gdy v jest po-
dzielna przez x. Graf relacji R wyglada nastepujaco:

30

2. Akceptujemy kazde z podanych rozwiazan:
Pierwsze rozwiqzanie. Relacja R to po prostu relacja zawierania si¢ zbioréw
(relacja inkluzji), poniewaz nastgpujace warunki sa rOwnowazne:

1. A=ANB
2. A—-B=0
3. ACB.

Pamigtamy, ze relacja inkluzji jest zwrotna (kazdy zbidr jest swoim wlasnym
podzbiorem), antysymetryczna (je§li A C Bi B C A, to A = B) i przechodnia
(Gesli A C BiB C (C,to A C (), ale nie jest symetryczna (bo jesli A C B, to
oczywiscie takze A C B, ale nie zachodzi B C A) i nie jest spéjna (poniewaz jesli
A# BorazA— B # ()i B— A # (), to nie zachodzi ani A C B ani B C A).

Drugie rozwiqzanie. Mozna oczywiscie sprawdzié, czy R jest zwrotna, syme-
tryczna i spdjna, korzystajac z podanej definicji R:

Zwrotnos¢é. Czy A R A? Mamy A = AN A, a wigc R jest zwrotna.

Symetria. Czy jesli A R B, to B R A? Aby pokazac, ze ten warunek nie jest
spetniony, wystarczy zauwazyc, ze jesli A = AN B oraz B = BN A, to musi by¢
A = B, poniewaz AN B = BN A. A zatem, jeS§li A R B oraz B # A, to nie
zachodzi B R A. Tak wigc, R nie jest symetryczna.



Przy okazji, pokazaliSmy, ze R jest antysymetryczna. Zauwazmy jeszcze, ze
istniejq relacje, ktére sa jednoczesnie symetryczne i antysymetryczne: taka jest np.
relacja identycznosci.

Spajnosé. Czy jesli A # B,to A R B lub B R A? Aby pokazaé, ze ten
warunek nie jest spetniony, wystarczy podaé przyktad zbioréw A C X oraz B C
X takich, ze:

1. A#B
2. nie zachodzi A R B

3. nie zachodzi B R A.

Niechnp. X ={1,2,3}, A = {1,2}, B = {2,3}. Wtedy:

1. A#B

2. AnB={1,2}n{2,3} = {1} # A, czyli nie zachodzi A R B
3. BNA=1{2,3}n{1,2} = {1} # B, czyli nie zachodzi B R A.

Pokazali$my wigc, ze R nie jest spdjna.

3. Znalezienie kontrprzyktadu dla réwnosci A — (BUC) = (A— B)U (A —C)
polega na podaniu takich zbioréw A, B i C, ze wynik operacji po lewej stronie tej
réwnoSci nie bedzie tozsamy z wynikiem operacji po prawej stronie.

Mozna narysowac diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies ele-
menty w kazdej skladowej i policzy¢, czemu réwna jest lewa i prawa strona roz-
wazanej rownoSci. Jesli wynik wykonanych operacji po lewej stronie nie bedzie
tozsamy z wynikiem operacji wykonanych po prawej stronie, to podane zbiory sta-
nowia kontrprzyktad, ze rozwazana rowno$¢ nie jest prawem rachunku zbioréw.




W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:

A=1{1,2,4,5}, B={2,3,5,6},C = {4,5,6,7}

Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po lewej stronie réwnosci:

BuUC =1{2,3,4,5,6,7}

A—(BUC)={1}.

Wyznaczamy wynik operacji wykonanych po prawej stronie réwnosci:

A—-B=1{1,4}

A-C={1,2}

(A—B)U(A-C)=1{1,2,4}.

Poniewaz {1} # {1, 2,4}, wigc podane zbiory A, B i C stanowig kontrprzy-
ktad dla rozwazanej réwnosci.

4. Korzystamy ze wzoréw na pochodna: ilorazu funkcji, funkcji pierwiastkowej,
funkcji wielomianowe;j i funkcji ztozone;.
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5.1. Udowodnimy, ze dla wszystkich n > 1:
. 1
> ke(k+1)= g (n+1) - (n+2),
k=1

korzystajac z zasady indukcji matematyczne;j.



Krok poczqtkowy. Dla n = 1 lewa strona rozwazanej rownosci to 1 - 2, czyli
2. Prawa strona to w tym przypadku % -1-2-3, czyli takze 2. Badana réwnos¢
zachodzi wiec dlan = 1.
n
Krok nastgpnikowy. Zakladamy teraz, ze > k- (k+1) = £ -n-(n+1)-

k=1
(n + 2) dla pewnej ustalonej n < 1. Musimy pokazaé, ze wtedy zachodzi takze

z ke (k+1) = %-(n—i—l)-((n+1)—|—1)-((n+1)+2),czyliienilk-(k—l—l) -
k=1

% (n+1) -(n+2)-(n+3).
n41 n
Mamy obliczy¢: Z E-(k+1)=>k-(k+1)+(n+1) (n+2).
k=1 k=1
n+1
Z zalozenia indukcyjnego: > k-(k+1) = 5-n-(n+1)-(n+2)+(n+1)-(n+2).
k=1

Obliczamy: % (n—l—l) (n—|—2)+(n+1)-(n—|—2) = (n+1)-(n+2)-(3-n+1) =
(n+1)- (n+2) (n+3)=3-n+1)-(n+2)-(n+3).

PokazaliSmy zatem ze jesli rozwazany wzOr zachodzi dla pewnej ustalonej
n > 1, to zachodzi takze dla n + 1.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, rozwazany wzor jest praw-
dziwy dla wszystkichn > 1.

5.2. Udowodnimy, ze dla wszystkich n > 1

1
S mr =
k:lk'(k+1> n+1

korzystajac z zasady indukcji matematyczne;j.

Krok poczatkowy. Dlan = 1 lewa strona rozwazanej réwnosci to
Prawa strona to w tym przypadku 1 —
wiec dlan = 1.

S 1
2 2, czyli 5.

o +1’ czyli takze 1 5. Badana réwnos¢ zachodzi

Krok nastepnikowy. Zaktadamy teraz, ze Z 0 +1) =1-- +1 dla pewnej
n+1
ustalonej n > 1. Musimy pokazaé, ze wtedy zachodzi takze E Wk +1) =1-
1 .. n+1
g1 czylize kz_:l k-(k+1) =1- T+2'
B n+1 n 1
Mamy obliczy¢: Z D k+1 2 k+1) + D
. . . . n+1 1 1 1
Na mocy zatozenia indukcyjnego: > EOAD) =g+ (CESVE TR
k=1



Obliczamy: 1~ + Gy = 1= imn (- i) = 1= ir Mg =

1— L .o+l _q_ 1

n+1l n+2 n+2.' . .
PokazaliSmy zatem, ze jeSli rozwazany wzdr zachodzi dla pewnej ustalonej

n > 1, to zachodzi takze dla n + 1.
Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej, rozwazany wzor jest praw-
dziwy dla wszystkichn > 1.



