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Na dalszy ci¡g dobrego dnia

Zanim dotrzemy na
szczyty re�eksji
metateoretycznej
popatrzmy na szczyt
Ko±cielca (7.11.2006):
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Wprowadzenie

Procedury poznawcze IV: re�eksja metateoretyczna

Plan na reszt¦ dnia:

Po co rozwa»ania metateoretyczne?

Teorie naukowe � de�nicje

Teorie � wªasno±ci metalogiczne

Arytmetyzacja skªadni

Systemy przekona«

Twierdzenia metalogiczne

To oczywi±cie nie jest plan na caª¡ reszt¦ dzisiejszego dnia � jestem
pewien, »e po opuszczeniu naszego South Campus dacie sobie Panie rad¦
samodzielnie (zorganizowa¢ wieczór, itd.).
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Wprowadzenie

Re�eksja metateoretyczna

Co pocz¡¢ ze zgromadzon¡ ju» wiedz¡?
Pomijamy odpowied¹ banaln¡: Sprzedawa¢.
Uwaga na marginesie: jest rzecz¡ frapuj¡c¡, jaka cz¦±¢ uzyskanej obecnie
wiedzy jest wiedz¡ powszechnie dost¦pn¡.

Interesuje nas re�eksja teoretyczna nad systemami wiedzy (systemami
przekona«).
Re�eksja taka ma m.in. odpowiada¢ na pytania o jako±¢ zgromadzonej
wiedzy (jej niesprzeczno±¢, trafno±¢, kompletno±¢, itd.), dynamik¦ jej
zmian, uwarunkowania w jej tworzeniu, itd.
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Wprowadzenie

Re�eksja metateoretyczna: poj¦cie teorii

Tak wi¦c, zmuszeni jeste±my (chc¦, wi¦c musz¦) do opracowania systemu
wiedzy o wiedzy, tj. do budowania metateorii.

Systematyczne naukoznawstwo jest wªa±nie (w zamierzeniu) tworzeniem
takiej (takich) metateorii.

Dociekliwi mog¡ zapyta¢: a jak¡ mamy gwarancj¦, i» nasza wiedza o
wiedzy jest trafna? Czy wiedza na poziomie metateoretycznym mo»e by¢
co najmniej tak samo pewna jak wiedza na poziomie przedmiotowym? Czy
nie grozi nam niesko«czony regres: dla obja±nienia wiedzy o wiedzy
budujemy wiedz¦ o wiedzy o wiedzy, itd.? Odpowiedzi na niektóre tego
typu pytania udziela wªa±nie metateoria.
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Teorie naukowe

Re�eksja metateoretyczna: poj¦cie teorii

Z wykªadu logiki pami¦taj¡ Panie, »e teori¡ (w sensie dedukcyjnym)
nazywamy punkty staªe operatora konsekwencji. Elementy teorii nazywamy
jej twierdzeniami.

Inaczej mówi¡c, je±li Cn jest operacj¡ konsekwencji w j¦zyku L, to teori¡
nazywamy ka»dy zbiór formuª X tego j¦zyka, dla którego Cn(X ) = X .

Mówi¡c jeszcze bardziej �po ludzku�, teoria to zbiór formuª domkni¦ty na
konsekwencje � X jest teori¡, gdy w X s¡ ju» wszelkie wnioski, które
mo»na z X wyprowadzi¢ (przy u»yciu rozwa»anej operacji konsekwencji).

Parafrazuj¡c to jeszcze inaczej, zbiór formuª X jest teori¡, gdy nie mo»na z
formuª tego zbioru, traktowanych jako przesªanki, wyprowadzi¢ wniosków,
które nie nale»aªyby do X .
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Teorie naukowe

Re�eksja metateoretyczna: poj¦cie teorii

Takie rozumienie poj¦cia �teoria� jest � z punktu widzenia nauk
empirycznych � pewn¡ idealizacj¡. Jest ona konieczna, gdy chcemy
poprawnie mówi¢ o wªasno±ciach caªych teorii.

W naukach empirycznych termin teoria ma nieco inne znaczenie ni» w
logice: za teori¦ uwa»a si¦ tu pewien zespóª przekona« odnosz¡cych si¦ do
ustalonej dziedziny przedmiotowej i w miar¦ spójny (poj¦ciowo,
dedukcyjnie, de�nicyjnie, itp.).

B¦dziemy u»ywa¢ terminu teoria w obu znaczeniach.
Wyliczymy ni»ej niektóre wªasno±ci teorii naukowych, interesuj¡ce z
metodologicznego punktu widzenia.
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Teorie naukowe

Re�eksja metateoretyczna: poj¦cie teorii

Uwaga skierowana do tych ewentualnych czytelników niniejszej prezentacji,
którzy s¡ profesjonalnymi logikami, metodologami, �lozofami: wyluzujcie,
panowie!

Wykªad niniejszy ma speªnia¢ rol¦ jedynie propedeutyczn¡. To nie jest
wykªad na matematyce (czy nawet na �lozo�i), gdzie konieczny jest
puryzm de�nicyjny, dedukcyjny, itp.

To wykªad dla siedmiu Dzielnych Dziewcz¡t studiuj¡cych Etnolingwistyk¦
zaocznie i utrzymuj¡cych w ten sposób Instytut J¦zykoznawstwa UAM
(który w zamian oferuje im jedn¡ trzeci¡ tego, co otrzymuj¡ studenci
studiów dziennych).
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Teorie naukowe

Logiczna rekonstrukcja koncepcji empirycznych

Teoretyczne koncepcje empiryczne mog¡ zosta¢ poddane procedurze
logicznej rekonstrukcji. Polega ona na wprowadzeniu ªadu dedukcyjnego:

wyszczególnieniu wszystkich poj¦¢ pierwotnych;

wyra¹nym sformuªowaniu wszystkich przyjmowanych aksjomatów;

podaniu poprawnych de�nicji pozostaªych (poza pierwotnymi) poj¦¢;

ustaleniu, które ze stwierdze« s¡ twierdzeniami (posiadaj¡ dowód z
aksjomatów), a które hipotezami.

Po dokonaniu logicznej rekonstrukcji rozwa»ana koncepcja teoretyczna ma
ju» cechy teorii sformalizowanej, do której mo»na stosowa¢ procedury
logiczne.
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Teorie naukowe

Logiczna rekonstrukcja koncepcji empirycznych

O logicznych rekonstrukcjach wybranych koncepcji lingwistycznych
poczyta¢ mo»esz np. w:
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Powiemy, »e teoria T jest NIESPRZECZNA, gdy nie zawiera ona
jednocze±nie: jakiego± zdania oraz jego zaprzeczenia.
W przeciwnym przypadku powiemy, »e T jest SPRZECZNA.

Niesprzeczno±¢ jest podstawowym wymogiem metodologicznym.
Je±li jaka± teoria T nie jest niesprzeczna, tj. zawiera par¦ zda« postaci A
oraz ¬A, to wyprowadzi¢ w niej mo»na dowolne zdanie B , na mocy Prawa
Dunsa Scotusa: A→ (¬A→ B). Inaczej mówi¡c, teoria sprzeczna zawiera
wszystkie zdania (rozwa»anego j¦zyka), a wi¦c jest bezu»yteczna � nie
niesie »adnej informacji.
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Powiemy, »e teoria T jest ω-NIESPRZECZNA, gdy, je±li (dla dowolnej
formuªy A o jednej zmiennej wolnej) jej twierdzeniami s¡: A(0), A(1),
A(2), . . . , to jej twierdzeniem nie jest ∃x ¬A(x).
Je±li teoria nie jest ω-niesprzeczna, to mówimy, »e jest ω-SPRZECZNA.

Wªasno±¢ ω-niesprzeczno±ci jest mocniejsza ni» wªasno±¢ niesprzeczno±ci:
je±li teoria jest ω-niesprzeczna, to jest te» niesprzeczna, ale niekoniecznie
na odwrót.
Mówienie o wªasno±ci ω-niesprzeczno±ci ma sens w przypadku teorii, w
których mo»na u»ywa¢ (nazw dla) liczb naturalnych.
Wªasno±¢ ω-niesprzeczno±ci zwi¡zana jest z ω-reguª¡. W jednym z
omówionych dalej metatwierdze« zobaczymy, jak¡ rol¦ peªni wªasno±¢
ω-niesprzeczno±ci.
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Teoria T jest ZUPE�NA, gdy z ka»dej pary wzajem sprzecznych zda«
jedno jest twierdzeniem tej teorii.
Ta wªasno±¢ wydaje si¦ by¢ ideaªem metodologicznym. Gdy teoria jest
zupeªna (i niesprzeczna), to ka»dy z problemów sformuªowanych w jej
j¦zyku (czyli ka»de pytanie rozstrzygni¦cia) znajduje w niej odpowied¹
(cho¢ mo»e nie by¢ mo»liwe jej efektywne (rekurencyjne) uzyskanie).

Zupeªne s¡ np.: elementarna teoria nierówno±ci, elementarna arytmetyka
liczb naturalnych (bez mno»enia), elementarna dwuwymiarowa geometria
Euklidesa.

Jednak tylko niewiele bogatych, interesuj¡cych teorii jest zupeªnych, (jak
dowiemy si¦ pod koniec tego wykªadu).

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 9 XII 2006, 10:45�12:15 13 / 56



Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Teoria T jest AKSJOMATYZOWALNA, gdy daje si¦ przedstawi¢ w postaci
zbioru wniosków otrzymanych za pomoc¡ obliczalnych reguª wnioskowania
z obliczalnego zbioru aksjomatów.

Zamiast (intuicyjnego!) poj¦cia obliczalno±ci w precyzyjnej de�nicji teorii
aksjomatyzowalnych u»y¢ nale»y którego± z matematycznych
odpowiedników tego poj¦cia (a wi¦c np. poj¦cia zbioru rekurencyjnego).

�Ludzk¡ mow¡�, aksjomatyzowalno±¢ danej teorii oznacza, »e mo»na w
sposób efektywny wyliczy¢ wszystkie jej zaªo»enia czynione dogmatycznie
(bez dowodu) oraz i» u»ywane w niej reguªy wnioskowania równie» maj¡
charakter efektywny.
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Teoria T jest ROZSTRZYGALNA, gdy zbiór jej twierdze« jest obliczalny
(precyzyjnie mówi¡c: rekurencyjny). W przeciwnym przypadku T
nazywamy NIEROZSTRZYGALN�.
Je±li T jest rozstrzygalna, to istnieje efektywna metoda pozwalaj¡ca, dla
ka»dego problemu (pytania rozstrzygni¦cia) sformuªowanego w jej j¦zyku,
rozstrzygn¡¢, czy problem ten ma w T odpowied¹.

Uwaga: Rozstrzygalno±¢ i zupeªno±¢ to dwie ró»ne wªasno±ci. Pewien
zwi¡zek mi¦dzy nimi ustala nast¦puj¡ce twierdzenie:

Je±li teoria T jest niesprzeczna, zupeªna i aksjomatyzowalna, to jest
rozstrzygalna.
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Teoria T jest KATEGORYCZNA, gdy wszystkie jej interpretacje (modele)
s¡ izomor�czne.
To bardzo mocna wªasno±¢; niewiele teorii j¡ posiada. Kategoryczno±¢ to
mo»liwo±¢ jednoznacznego wyznaczenia modelu zamierzonego teorii.

Teoria T jest KATEGORYCZNA W MOCY κ (gdzie κ jest niesko«czon¡
liczb¡ kardynaln¡), gdy wszystkie jej interpretacje (modele) mocy κ s¡
izomor�czne.
Dla przykªadu: teoria g¦stego liniowego porz¡dku bez elementu
najmniejszego oraz najwi¦kszego jest kategoryczna w mocy ℵ0. Inaczej
mówi¡c: istnieje jeden (z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu) taki porz¡dek.
Pomy±l o liczbach wymiernych i relacji 6.
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii zale»¡ od j¦zyka, w którym jest formuªowana oraz od
wªasno±ci rozwa»anej operacji konsekwencji (a wi¦c od branego pod uwag¦
systemu logiki). Standardem logicznym, tak»e w zastosowaniach jest
(Klasyczna) Logika Pierwszego Rz¦du, w skrócie FOL (od First Order
Logic; ewentualny skrót polski ¹le mi si¦ kojarzy).

Z wykªadu logiki pami¦tacie Panie, »e FOL ma dwie wa»ne wªasno±ci
metalogiczne:

FOL jest TRAFNA (sound), tj. wszystkie tezy FOL s¡ jej tautologiami;

FOL jest PE�NA (complete), tj. wszystkie tautologie FOL s¡ jej
tezami.
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Je±li w rozwa»anej teorii empirycznej wymagane jest stosowanie innego ni»
FOL systemu logiki (np.: logiki epistemicznej, modalnej, deontycznej,
wielowarto±ciowej, itd.), to zwykle »¡da si¦, aby rozwa»ana logika owe dwa
powy»sze warunki speªniaªa.

Pewien kªopot jest ze stosowaniem logiki drugiego rz¦du � jak wiadomo,
ten system logiczny nie jest peªny.

Pod koniec tego wykªadu rozwa»ymy problem trapi¡cy niektórych �lozofów:
Która logika jest przydatna jako logika nauki?
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

W ostatniej cz¦±ci wykªadu podamy pewne ustalenia dotycz¡ce wªasno±ci
teorii, o fundamentalnym znaczeniu dla epistemologii. B¦d¡ one
sformuªowane bez pedanterii formalnej, w znacznym uproszczeniu.
Wykorzystamy dwie drogi przedstawienia tych ustale«:

metod¦ arytmetyzacji skªadni;

interpretacj¦ modaln¡ (poj¦cia dowodliwo±ci).

Obie metody zostan¡ tu podane w wersji popularnej.
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Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Precyzyjne przedstawienie tej problematyki wykracza poza mo»liwo±ci
(czasowe) tego wykªadu. Zainteresowanym polecam np. lektur¦ bardziej
zaawansowanych pozycji:

Hofstaedter, D.: Gödel, Escher, Bach: An Eternal Golden Braid.

Hunter, G.: Metalogika.

Krajewski, S.: Twierdzenie Gödla i jego interpretacje �lozo�czne.

Murawski, R. Funkcje rekurencyjne i elementy metamatematyki.

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 9 XII 2006, 10:45�12:15 20 / 56



Wªasno±ci teorii

Wªasno±ci teorii

Polecam tak»e znakomite ksi¡»ki z zagadkami logicznymi, w których
popularyzuje si¦ wiedz¦ na temat metalogiki i jej zastosowa«:

Smullyan, R.: Jaki jest tytuª tej ksi¡»ki?

Smullyan, R.: Dama czy tygrys?

Smullyan, R.: Szatan, Cantor i niesko«czono±¢.

Smullyan, R.: Przedrze¹nia¢ przedrze¹niacza.

Smullyan, R.: Na zawsze nierozstrzygni¦te.
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Arytmetyzacja skªadni

Arytmetyzacja skªadni

Zakªadam, »e pami¦taj¡ Panie (z kursu logiki) co to jest j¦zyk I rz¦du. W
szczególno±ci, korzysta¢ b¦dziemy z nast¦puj¡cych poj¦¢ logicznych:

aksjomat, reguªa wnioskowania, dowód, twierdzenie, teoria;

interpretacja, speªnianie (formuªy w interpretacji przez
warto±ciowanie);

podstawienie termu za zmienn¡ w formule;

metaj¦zyk.

Na wykªadzie 25 listopada 2006 roku podano aksjomatyk¦ Peany dla
arytmetyki. Dzi± wykorzystywa¢ b¦dziemy (implicite) inn¡ aksjomatyk¦ dla
PA, w której symbolami pierwotnymi s¡, oprócz zera oraz nast¦pnika, tak»e
symbole funkcyjne: dodawania i mno»enia.
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Arytmetyzacja skªadni

Arytmetyzacja skªadni

W j¦zyku arytmetyki PA mo»emy �mówi¢� nie tylko o liczbach naturalnych
(interpretacja zamierzona), lecz tak»e o samej arytmetyce PA.
Mo»liwo±¢ t¦ uzyskujemy poprzez kodowanie symboli, wyra»e« oraz ci¡gów
wyra»e« j¦zyka PA liczbami naturalnymi.

Kodowa¢ mo»na na wiele sposobów. Dla przykªadu: niech zmienna
indywiduowa xi ma numer 2 · i , a pozostaªe symbole jakie± numery
nieparzyste:

¬ � 3,

∀ � 5,

+ � 7,

S � 9,

0 � 11,

( � 13,

) � 15,

= � 17, itp.
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Arytmetyzacja skªadni

Arytmetyzacja skªadni

Wtedy ci¡gi symboli j¦zyka PA mo»na (jednoznacznie!) kodowa¢ przez
iloczyny kolejnych liczb pierwszych podniesionych do stosownych pot¦g.
Np. kodem wyra»enia:

∀x2 ¬(x2 = S(0))

b¦dzie:

25 · 34 · 53 · 713 · 114 · 1317 · 179 · 1913 · 2111 · 2315 · 2915

Có», nie jest to maªa liczba. . . Istotna jest jednak jedynie mo»liwo±¢
jednoznacznego oraz obliczalnego kodowania ci¡gów symboli.
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Arytmetyzacja skªadni

Arytmetyzacja skªadni

Liczb¦, która koduje wyra»enie j¦zyka PA (term, formuª¦) nazywamy
numerem Gödlowskim tego wyra»enia (w skrócie: numerem).
Liczebniki to numery termów postaci: 0, S(0), S(S(0)), S(S(S(0))),. . .
(a wi¦c numery nazw kolejnych liczb naturalnych).
Umowa notacyjna. W dalszym ci¡gu, niech:

x , y , z oznaczaj¡ zmienne indywidualne;

m, n, r oznaczaj¡ liczby naturalne;

m, n, r oznaczaj¡ liczebniki.

Kodowanie ci¡gów wyra»e« (np.: dowodów) odbywa si¦ tak samo, jak
kodowanie wyra»e« (iloczyny kolejnych liczb pierwszych podniesionych do
pot¦g b¦d¡cym numerami elementów ci¡gu). Tak»e to kodowanie jest
jednoznaczne i obliczalne.
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Arytmetyzacja skªadni

Arytmetyzacja skªadni

Mo»na pokaza¢, »e formuªy dow(x , y) oraz podst(x , y) = z daj¡ si¦
precyzyjnie okre±li¢ w PA tak, aby:

dow(m, n) wyra»aªa fakt, »e ci¡g formuª o numerze m jest dowodem
formuªy o numerze n;

w konsekwencji, ∃x dow(x , n) stwierdzaªa, »e formuªa o numerze n
jest twierdzeniem PA;

podst(m, n) = r stwierdzaªa, »e r jest numerem formuªy otrzymanej z
formuªy (o jednej zmiennej wolnej) o numerze n przez podstawienie w
miejsce tej zmiennej liczebnika m.

Niewa»ne, jak skomplikowane s¡ formuªy dow(x , y) oraz podst(x , y) = z ;
wa»ne, »e wyra»ane przez nie poj¦cia s¡ obliczalne.
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Arytmetyzacja skªadni

Arytmetyzacja skªadni

Niech T b¦dzie dowoln¡ niesprzeczn¡ teori¡ zawieraj¡c¡ arytmetyk¦ PA (a
wi¦c umo»liwiaj¡c¡ wyra»enie formuª dow(x , y) oraz podst(x , y) = z).
Korzystaj¡c z wy»ej (skrótowo!) omówionego kodowania mo»na pokaza¢:

Twierdzenie Gödla-Rossera. T nie jest zupeªna (istnieje zdanie jej
j¦zyka takie, »e ani ono, ani jego negacja nie jest twierdzeniem T );

Twierdzenia Tarskiego. Prawdziwo±¢ formuª teorii T nie jest
de�niowalna w T .

Uwaga: de�nicja prawdy (autorstwa Alfreda Tarskiego), któr¡ poznaªy±cie
Panie na kursie logiki, byªa sformuªowana w metaj¦zyku � j¦zyku istotnie
silniejszym od j¦zyka przedmiotowego.
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Arytmetyzacja skªadni

Arytmetyzacja skªadni

Dowód Twierdzenia Gödla-Rossera.

Niech god(y) b¦dzie skrótem dla formuªy ¬∃x dow(x , podst(y , y)) oraz
niech n b¦dzie numerem formuªy god(y).

Wtedy: formuªa god(n) stwierdza, »e formuªa o numerze podst(n, n) nie
ma dowodu.

Ale podst(n, n) oznacza wªa±nie numer formuªy god(n).

Wida¢ wi¦c, »e formuªa god(n) stwierdza o sobie samej, »e nie jest
twierdzeniem.
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Zatem: formuªa god(n) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy
podst(n, n) oznacza numer formuªy nie maj¡cej dowodu, tzn. wtedy i tylko
wtedy, gdy god(n) nie ma dowodu.

Gdyby wi¦c god(n) miaªa dowód, to byªaby nieprawdziwa, a wi¦c w teorii
T daªoby si¦ udowodni¢ formuª¦ nieprawdziw¡, co jest sprzeczne z
zaªo»eniem, »e T jest niesprzeczna.

St¡d: formuªa god(n) jest prawdziwa, lecz nie posiada dowodu.

Z prawdziwo±ci god(n) wynika, » ¬god(n) jest faªszywa.

St¡d i z niesprzeczno±ci T otrzymujemy, »e równie» ¬god(n) nie ma
dowodu.
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Dowód Twierdzenia Tarskiego.

Przypu±¢my, »e j¦zyk teorii T zawiera formuª¦ pr(x) wyra»aj¡c¡ wªasno±¢
prawdziwo±ci formuª tej teorii, tj. tak¡, »e:

pr(m) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy m jest numerem formuªy
prawdziwej teorii T .

Poka»emy, »e przypuszczenie to prowadzi do sprzeczno±ci, a wi¦c musi by¢
odrzucone (w konsekwencji, dostajemy tez¦ Twierdzenia Tarskiego).

Niech alf (x) b¦dzie formuª¡: ¬pr(podst(x , x)) oraz niech r b¦dzie
numerem formuªy alf (x).
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Wtedy podst(r , r) oznacza numer formuªy alf (r).

Ale formuªa alf (r) jest to»sama z formuª¡ ¬pr(podst(r , r)).

Formuªa alf (r) stwierdza, »e formuªa o numerze podst(r , r) jest faªszywa.
Zatem alf (r) stwierdza o sobie samej, »e jest faªszywa.

Zatem formuªa alf (r) jest prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy formuªa o
numerze oznaczanym przez podst(r , r) jest nieprawdziwa.

Ale liczba oznaczana przez podst(r , r) jest wªa±nie numerem formuªy
alf (r).

St¡d: alf (r) prawdziwa wtedy i tylko wtedy, gdy alf (r) faªszywa.
SPRZECZNO��.
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Uwagi.

Twierdzenie udowodnione w 1930 roku przez Gödla zakªadaªo
ω-niesprzeczno±¢ teorii T . Zaªo»enie to osªabiª (do niesprzeczno±ci T )
Rosser.

Oba powy»sze dowody wykorzystywaªy rozumowanie przek¡tniowe.

Mo»liwe jest uprawianie metalogiki (metamatematyki) bez
arytmetyzacji skªadni. Pokazaª to niedawno Pan Profesor Andrzej
Grzegorczyk, rozwijaj¡c oryginalne pomysªy Alfreda Tarskiego dot.
teorii konkatenacji.

Ciekawostka prowincjonalna: Uniwersytet Pozna«ski nie byª
zainteresowany zatrudnieniem Alfreda Tarskiego, jednego z
najwi¦kszych logików wszystkich czasów.
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WIEDZA jest systemem przekona«. Systemy takie opisuje si¦ m.in. przy
u»yciu poj¦¢ logiki epistemicznej.
Operatory epistemiczne to np.:

B � zdanie Bp czytamy: (rozwa»any podmiot) wierzy, »e p;

K � zdanie Kp czytamy (rozwa»any podmiot) wie, »e p.

(gdzie p jest dowolnym zdaniem j¦zyka logiki epistemicznej). Zwykle
zakªada si¦, »e Kp ≡ (p ∧ Bp).

Systemy epistemiczne s¡ interesuj¡ce same przez si¦ � w opisie systemów
przekona«, w szczególno±ci: racjonalnych ±wiadomych przekona«.
Wspominamy tu o nich, poniewa» maj¡ one tak»e interesuj¡c¡ i wa»n¡
interpretacj¦ metalogiczn¡:
Bp mo»na interpretowa¢ jako zdanie p jest dowodliwe w arytmetyce PA.
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Wiesz ju», »e wiedza to system uzasadnionych, prawdziwych przekona«.
Nadto wiesz, »e poniewa» »yjesz na wolnej planecie, to mo»esz mie¢
przekonania, jakie sobie wybierzesz: nie ma zakazu, aby± wierzyªa w co
tylko zechcesz. Jako »e ju» niedªugo b¦dziesz magistrem, a wi¦c b¦dziesz
nale»e¢ do Elity Intelektualnej Rzeczpospolitej Polskiej, Unii Europejskiej i
nie wiadomo, czego jeszcze, mo»e czas na zadanie sobie kilku pyta«, np.:

Czy moje przekonania s¡ trafne?

Czy moje przekonania s¡ niesprzeczne?

Czy moje przekonania s¡ zupeªne?

Co mog¦ s¡dzi¢ o moich przekonaniach?

Co mog¦ wiedzie¢ o moich przekonaniach?

Czy moje przekonania s¡ racjonalne?

Czy jestem w peªni ±wiadoma swoich przekona«?
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Przypu±¢my, »e jeste± racjonaln¡, samo±wiadom¡ Istot¡. Jak to
przypuszczenie przeªo»y¢ na j¦zyk logiki epistemicznej? Oto propozycja.
Nazwiemy szcz¦±ciarzem epistemicznym ka»d¡ osob¦ S , której system
przekona« speªnia warunki:

(1a) S wierzy we wszystkie tautologie klasycznego rachunku zda«;

(1b) system przekona« S jest domkni¦ty na reguª¦ modus ponens:
je±li S wierzy w p oraz wierzy w p → q, to wierzy tak»e w q;

(2) dla dowolnych p oraz q, S wierzy w (Bp ∧ B(p → q)) → Bq;

(3) dla dowolnego p, je±li S wierzy w p, to wierzy w Bp;

(4) dla dowolnego p, S wierzy w Bp → BBp.

Uwaga: rozwa»amy tylko osoby, które albo zawsze mówi¡ prawd¦, albo
zawsze mówi¡ faªsz.
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Ka»d¡ osob¦, która speªnia jedynie warunki (1a) i (1b) nazwiemy
prostaczkiem logicznym. Zatem, je±li S jest prostaczkiem logicznym, to
jego/jej system przekona« zawiera klasyczn¡ logik¦ zdaniow¡, ale S mo»e
by¢ tego nie±wiadom(a).

Powiemy, »e osoba S jest:

normalna, gdy je±li wierzy w p, to wierzy te» w Bp;

regularna, gdy je±li wierzy w p → q, to wierzy te» w Bp → Bq;

sprzeczna, gdy do jej systemu przekona« nale»y jaka± para zda«
wzajem sprzecznych, lub � co na jedno wychodzi � faªsz logiczny,
który oznaczamy przez ⊥.

Uwaga: mo»e bardziej wªa±ciwe byªoby mówienie o wªasno±ciach systemów
przekona«, a nie osób.
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Mo»na udowodni¢, »e: (F) dowolny szcz¦±ciarz epistemiczny S wie, »e je±li
uwierzy w jakie± zdanie p oraz w jego negacj¦ ¬p, to stanie si¦ sprzeczny.

O szcz¦±ciarzach epistemicznych mo»na udowodni¢ wiele innych ciekawych
rzeczy. Nie wszystkie z nich b¦d¡ nam dalej potrzebne. Dodajmy mo»e
jedynie, »e:

ka»dy szcz¦±ciarz epistemiczny jest normalny, a nawet wie, »e jest
normalny;

ka»dy szcz¦±ciarz epistemiczny jest regularny i o tym tak»e wie;

wreszcie, ka»dy szcz¦±ciarz epistemiczny jest przekonany o tym, »e jest
szcz¦±ciarzem epistemicznym; a zatem to jego przekonanie jest trafne
i, w konsekwencji, ka»dy szcz¦±ciarz epistemiczny wie, »e jest
szcz¦±ciarzem epistemicznym.
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Za chwil¦ dowiesz si¦ czego± naprawd¦ frapuj¡cego o swoim systemie
przekona«. Udowodnimy mianowicie:

Twierdzenie 1.
Przypu±¢my, »e normalny prostaczek logiczny S wierzy w zdanie postaci
p ≡ ¬Bp. Wtedy:

(a) Je±li S kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie si¦ sprzeczny.

(b) Je±li S jest szcz¦±ciarzem epistemicznym, to wie, i» je±li
kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie si¦ sprzeczny � tj. uwierzy w
Bp → B ⊥.
(c) Je±li S jest szcz¦±ciarzem epistemicznym i wierzy, »e nie mo»e by¢
sprzeczny, to stanie si¦ sprzeczny.
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Dowód Twierdzenia 1.

(a) Przypu±¢my, »e S wierzy w p.

B¦d¡c normalnym, uwierzy w Bp.

Nadto, poniewa» wierzy w p oraz wierzy w p ≡ ¬Bp,
wi¦c musi uwierzy¢ w ¬Bp
(bo jest prostaczkiem logicznym).

A wi¦c uwierzy jednocze±nie w Bp oraz w ¬Bp,
a st¡d stanie si¦ sprzeczny.
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(b) Przypu±¢my, »e S jest szcz¦±ciarzem epistemicznym. Poniewa» jest
wtedy prostaczkiem logicznym i wierzy w p ≡ ¬Bp, wi¦c musi tak»e
wierzy¢ w p → ¬Bp.
Nadto, S jest regularny, a st¡d uwierzy w Bp → B¬Bp. Wierzy te» w
Bp → BBp (poniewa» wie, »e jest normalny).
Zatem S uwierzy w Bp → (BBp ∧ B¬Bp), które jest logiczn¡
konsekwencj¡ ostatnich dwóch zda«.
Wierzy równie» w (BBp ∧ B¬Bp) → B ⊥ (na mocy (F), poniewa» dla
dowolnego zdania X , S wierzy w (BX ∧ B¬X ) → B ⊥, a wi¦c wierzy w
jego szczególny przypadek, gdzie X jest zdaniem Bp).
Gdy S ju» uwierzy jednocze±nie w Bp → (BBp ∧ B¬Bp) oraz w
(BBp ∧ B¬Bp) → B ⊥, b¦dzie musiaª uwierzy¢ w Bp → B ⊥ (poniewa»
jest prostaczkiem logicznym).
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(c) Poniewa» S wierzy w Bp → B ⊥ (jak wªa±nie udowodnili±my),
wi¦c wierzy tak»e w ¬B ⊥→ ¬Bp.

Zaªó»my teraz, »e S wierzy w ¬B ⊥
(wierzy, »e nie mo»e by¢ sprzeczny).

Poniewa» wierzy te» w ¬B ⊥→ ¬Bp (jak wªa±nie widzieli±my),
wi¦c uwierzy w ¬Bp.

A poniewa» wierzy równie» w p ≡ ¬Bp,
wi¦c uwierzy w p, a st¡d stanie si¦ sprzeczny, na mocy (a).
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Udowodnili±my przed chwil¡ nie byle co, bo modaln¡ (epistemiczn¡) wersj¦
II Twierdzenia Gödla (o niedowodliwo±ci niesprzeczno±ci arytmetyki w
samej arytmetyce).
Oczywi±cie byª to dowód w postaci wielce uproszczonej � precyzyjny
dowód wymagaªby, powiedzmy, jednosemestralnego wykªadu wst¦pnego.

W tej prezentacji korzystali±my z rozdziaªu 12 tªumaczenia ksi¡»ki
Raymonda Smullyana Na zawsze nierozstrzygni¦te (które uka»e si¦ w 2007
roku nakªadem Ksi¡»ki i Wiedzy).
Ksi¡»ka ta, podobnie jak inne z wymienionych uprzednio prac Smullyana,
jest przykªadem mistrzostwa w popularyzacji wiedzy (logicznej). Zach¦cam
do lektury.

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 9 XII 2006, 10:45�12:15 42 / 56



Systemy przekona«

Systemy przekona«

Przykªad.
Przypu±¢my, »e jeste± studentk¡ teologii i »e Twój Ulubiony Profesor
teologii mówi do Ciebie:
Bóg istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nigdy nie uwierzysz, »e Bóg istnieje.

Je±li wierzysz profesorowi, to wierzysz w zdanie g ≡ ¬Bg , gdzie g jest
zdaniem stwierdzaj¡cym, »e Bóg istnieje.
Wtedy, zgodnie z Twierdzeniem 1, nie mo»esz wierzy¢ w swoj¡ wªasn¡
niesprzeczno±¢ bez popadni¦cia w sprzeczno±¢.

Oczywi±cie, mo»esz wierzy¢ we wªasn¡ niesprzeczno±¢, bez popadni¦cia
przy tym w sprzeczno±¢ � wystarczy, »e przestaniesz ufa¢ Twojemu
Ulubionemu Profesorowi.
Co± za co±.
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Przy modalnej interpretacji dowodliwo±ci nie mamy jednak takiej
mo»liwo±ci ucieczki, jak w powy»szym przykªadzie.
Widzieli±my, »e formuªa god(n), stwierdzaj¡ca swoj¡ wªasn¡
niedowodliwo±¢ w PA, jest prawdziwa, lecz dowodu w PA nie posiada.
Mo»na pokaza¢, »e twierdzeniem stosownego systemu modalnego (w
którym reprezentujemy dowodliwo±¢ w PA) jest:

god(n) ≡ ¬Bgod(n).

Na koniec tych rozwa»a« o logice epistemicznej poka»¦ jeszcze, co
wystarcza, aby ka»da z Was zostaªa � powiedzmy � Miss World 2007.
B¦dzie to przykªad samospeªniaj¡cego si¦ przekonania.

Jerzy Pogonowski (MEG) Naukoznawstwo (Etnolingwistyka V) 9 XII 2006, 10:45�12:15 44 / 56



Systemy przekona«

Samospeªniaj¡ce si¦ przekonania

Przypu±¢my, »e:

jeste± szcz¦±ciar¡ epistemiczn¡;

osoby, które rozwa»amy albo zawsze mówi¡ faªsz, albo zawsze mówi¡
prawd¦ (i Ty wiesz, »e tak jest);

wierzysz swojemu chªopakowi, który prawdziwie (!) mówi:
(∗) Je±li uwierzysz, »e zostaniesz Miss World 2007, to zostaniesz Miss
World 2007.

wierzysz te» mnie (JP), który mówi:
(∗∗) Je±li kiedykolwiek uwierzysz, »e ja zawsze mówi¦ prawd¦, to
zostaniesz Miss World 2007.

Wtedy zostaniesz Miss World 2007. Cieszysz si¦?
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Dla skrótu, przyjmijmy oznaczenia:

k zast¦puje zdanie stwierdzaj¡ce, i» ja (JP) zawsze mówi¦ prawd¦;

α zast¦puje zdanie stwierdzaj¡ce, »e zostaniesz Miss World 2007.

Dowód skªada si¦ z dwóch cz¦±ci.
1. W pierwszej pokazujemy, »e nasze zaªo»enia implikuj¡ Bα. Jest to
dowód zaªo»eniowy, dost¦pny dla ka»dej szcz¦±ciary epistemicznej.
Mamy udowodni¢ formuª¦:

(F) ((Bα → α) ∧ (k ≡ (Bk → α))) → Bα.

Uwaga: zdanie k stwierdza, i» JP zawsze mówi prawd¦; a wi¦c prawd¡ jest,
»e JP wypowiada (∗∗) dokªadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k ≡ (∗∗), czyli
dokªadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k ≡ (Bk → α).
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1. (Bα → α) ∧ (k ≡ (Bk → α)) zaªo»enie
2. Bα → α OK: 1
3. k ≡ (Bk → α) OK: 1
4. k → (Bk → α) OR: 3
5. (Bk → α) → k OR: 3

6.1. k zaªo»enie dodatkowe
6.2. Bk → α MP: 4, 6.1.
6.3. Bk 6.1. i warunek (3)
6.4. α MP: 6.2., 6.3.
7. k → α 6.1.→6.4.
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8. B(k → α) 7 i warunek (3)
9. Bk → Bα 8 i warunki (1a) i (2)
10. Bk → α 2, 9 i warunki (1b), (1a)

(prawo sylog. hipotet.)
11. k MP: 5, 10
12. Bk 11 i warunek (3)
13. α MP: 10, 12
14. Bα 13 i warunek (3).
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2. Poniewa» proroctwo (∗) Twojego chªopaka (tj. zdanie Bα → α) jest z
zaªo»enia prawdziwe, a powy»szy dowód formuªy (F) pokazuje, i» nasze
zaªo»enia implikuj¡ Bα, wi¦c na mocy reguªy odrywania otrzymujemy α,
czyli tez¦.

Zostaniesz Miss World 2007!!!
Cieszysz si¦???

Uwaga: powy»szy dowód byª przykªadem dowodu wprost. Aby pokaza¢, »e
zostaniesz Miss World 2007 nie musieli±my odwoªywa¢ si¦ do absurdu.
Cieszysz si¦?
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Ciekawostka prowincjonalna. 16 maja 2005 roku odbyªy si¦
demokratyczne wybory Dyrektora Instytutu J¦zykoznawstwa UAM.
Dwa tygodnie wcze±niej, na Seminarium Zakªadu Logiki Stosowanej UAM,
odczyt Kto b¦dzie Dyrektorem Instytutu J¦zykoznawstwa UAM? wygªosiªa
Pani Dr Alice Ann Hunter (Department of Independent Logic, King David
University, Negev Desert).
Korzystaj¡c z twierdze« logiki epistemicznej (z Twierdzenia Löba),
Dr Hunter trafnie przewidziaªa wynik wyborów. Jak si¦ domy±lasz, dowód
byª podobny do podanego wy»ej dowodu, »e zostaniesz Miss World 2007.
Tekst odczytu dost¦pny na stronie:

www.logic.amu.edu.pl/seminarium.html
oraz w XIII numerze elektronicznego czasopisma
Investigationes Linguisticae: www.inveling.amu.edu.pl
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Metatwierdzenia to twierdzenia o teoriach, systemach przekona«, itp.
Metatwierdzenia logiczne mówi¡ wi¦c co± o systemie logiki klasycznej, o
innych systemach logicznych, o poszczególnych teoriach, itd.
Na kursie logiki poznaªy±cie Panie przykªady metatwierdze«:

Twierdzenie o peªno±ci FOL: zbiór tez FOL jest identyczny ze zbiorem
praw FOL.
Twierdzenie o istnieniu modelu: teoria T jest niesprzeczna wtedy i
tylko wtedy, gdy ma model.
Twierdzenie o zwarto±ci: zbiór formuª X ma model wtedy i tylko
wtedy, gdy ka»dy sko«czony podzbiór X ma model.
Twierdzenie Churcha: Klasyczny Rachunek Predykatów nie jest
rozstrzygalny.
Twierdzenie Löwenheima � Skolema: je±li teoria T ma model, to ma
model przeliczalny.
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Niektóre metatwierdzenia logiczne maj¡ charakter limitacyjny: wskazuj¡ na
pewne ograniczenia obiektywnej (!) natury, którym podlega metoda
dedukcyjna.

Omówione dzi±: Twierdzenie Tarskiego, I oraz II Twierdzenie Gödla,
Twierdzenie Churcha � to przykªady twierdze« limitacyjnych.
Wskazuj¡ one, »e peªna realizacja tzw. Programu Hilberta nie jest
mo»liwa. W programie tym postulowano, m.in.:

dokonanie aksjomatyzacji wiedzy matematycznej;

wykazanie, za pomoc¡ metod efektywnych niesprzeczno±ci
matematyki;

wykazanie, i» wiedza matematyczna jest zupeªna.
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Nadzieje na realizacj¦ tego programu wypªywaªy m.in. z wiary, i» ka»dy
problem matematyczny mo»na rozstrzygn¡¢ (metodami efektywnymi).
Mamy jednak:

Twierdzenie Churcha: nierozstrzygalno±¢ KRP;

Twierdzenie Tarskiego: niede�niowalno±¢ poj¦cia prawdy (formuª teorii
w niej samej);

Twierdzenie Löwenheima � Skolema: FOL nie odró»nia mocy
niesko«czonych;

I twierdzenie Gödla: niezupeªno±¢ PA;

II twierdzenie Gödla: niedowodliwo±¢ niesprzeczno±ci PA w niej samej.;

Twierdzenie o Niewspóªmo»liwo±ci: kategoryczny opis modelu
zamierzonego nie jest wspóªmo»liwy z peªno±ci¡ systemu logiki.

Czy zatem powinni±my posªugiwa¢ si¦ jak¡± inn¡, mocniejsz¡ ni» FOL,
logik¡?
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Moc wyra»ania logiki mo»na zwi¦kszy¢ na ró»ne sposoby, np.:

uzna¢ za dopuszczalne reguªy wnioskowania o niesko«czonej liczbie
przesªanek (jak np. w ω-regule);

wprowadzi¢ nowe staªe logiczne (np. nowe kwanty�katory);

dopu±ci¢ mo»liwo±¢ kwanty�kacji predykatów (logiki wy»szych
rz¦dów).

Jednak wi¦ksza moc wyra»ania jest ujemnie skorelowana z ufno±ci¡ w
aparat inferencyjny: np. w logice II rz¦du mo»na opisa¢ modele zamierzone
w sposób kategoryczny, ale nie zachodzi w tej logice twierdzenie o peªno±ci.
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Przy stosownym rozumieniu poj¦cia logiki udowodni¢ mo»na Twierdzenia
Lindströma:

Ka»da logika, w której zachodzi Twierdzenie o Peªno±ci oraz
Twierdzenie Löwenheima � Skolema, jest równowa»na FOL.

Ka»da logika, w której zachodzi Twierdzenie o Zwarto±ci oraz
Twierdzenie Löwenheima � Skolema, jest równowa»na FOL.

Uwa»a si¦, »e powy»sze twierdzenia stanowi¡ mocny argument za tzw.
Tez¡ Pierwszego Rz¦du, gªosz¡c¡, i» to wªa±nie FOL jest W�A�CIW�
logik¡, której powinni±my u»ywa¢.
To normatywne zalecenie nie dotyczy Matematyków.
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Koniec!

I to ju» naprawd¦ Koniec na dzi±. W nast¦pnym, ostatnim ju» odcinku
naszego Flirtu Intelektualnego pogwarzymy o Granicach Poznania:
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