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Wprowadzenie

Plan na dzi±

Plan na dzi±:

reprezentowalno±¢ relacji i funkcji rekurencyjnych w PA;

hierarchia arytmetyczna.

W tym oraz nast¦pnych wykªadach odwoªywa¢ b¦dziemy si¦ do ksi¡»ki:

Murawski, R. 20003. Funkcje rekurencyjne i elementy

metamatematyki. Problemy zupeªno±ci, rozstrzygalno±ci, twierdzenia

Gödla. Wydawnictwo Naukowe UAM, Pozna«.
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Arytmetyka Peana

Arytmetyka Peana

Na drugim wykªadzie przypomnieli±my, jak wygl¡da Arytmetyka Peana
(PA), tj. podali±my:

alfabet PA;

aksjomaty logiczne;

skªadni¦ PA;

reguªy wnioskowania;

aksjomaty dla identyczno±ci;

aksjomaty pozalogiczne;

relacj¦ ` (dowodliwo±ci w PA).

Do ko«ca tych wykªadów b¦dziemy zajmowa¢ si¦ zwi¡zkami mi¦dzy
matematycznymi reprezentacjami poj¦cia obliczalno±ci a moc¡ wyra»eniow¡
i dedukcyjn¡ Arytmetyki Peana. Przytoczymy pewne wa»ne twierdzenia
metalogiczne, które odmieniªy oblicze �wiata. Tego �wiata.
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Reprezentowalno±¢ funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalno±¢ funkcji rekurencyjnych w PA

De�nicja liczebników.

Term 0 jest liczebnikiem.

Je±li term α jest liczebnikiem, to term S(α) jest liczebnikiem.

Liczebnikami s¡ tylko termy opisane w powy»szy sposób.

Oznaczmy: n̄ = S(S(. . . S︸ ︷︷ ︸
n razy

(0) . . .)).

n̄ jest zatem liczebnikiem nazywaj¡cym liczb¦ n.

Uwaga notacyjna. Symbol S oznacza odt¡d operacj¦ nast¦pnika, a symbol
0 staª¡ pozalogiczn¡ zero.
Poprzednio byªo nieco inaczej, ale wa»na jest obecna umowa.
Gdy Szawªa nazwiemy Pawªem (lub nawet Gawªem), to przecie» wiemy, o
kogo chodzi.
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Reprezentowalno±¢ funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalno±¢

Formuªa ϕ j¦zyka PA o n zmiennych wolnych sªabo reprezentuje w PA
relacj¦ R ⊆ N n, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych k1, . . . , kn zachodzi równowa»no±¢:
R(k1, . . . , kn) wtedy i tylko wtedy, gdy PA ` ϕ(k̄1, . . . , k̄n).

Relacj¦ R ⊆ N n nazywamy sªabo reprezentowaln¡ w PA, je±li istnieje
formuªa j¦zyka PA, która sªabo reprezentuje R .

Uwaga. Formuªa ϕ sªabo reprezentuje R w PA wtedy i tylko wtedy, gdy
zachodz¡ implikacje:

Je±li R(k1, . . . , kn), to ` ϕ(k̄1, . . . , k̄n).

Je±li ` ϕ(k̄1, . . . , k̄n), to R(k1, . . . , kn).
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Reprezentowalno±¢ funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalno±¢

Formuªa ϕ j¦zyka PA o n zmiennych wolnych mocno reprezentuje w
PA relacj¦ R ⊆ N n, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych k1, . . . , kn zachodz¡ implikacje:

Je±li R(k1, . . . , kn), to PA ` ϕ(k̄1, . . . , k̄n).
Je±li ¬R(k1, . . . , kn), to PA ` ¬ϕ(k̄1, . . . , k̄n).

Relacj¦ R ⊆ N n nazywamy mocno reprezentowaln¡ w PA, je±li istnieje
formuªa j¦zyka PA, która mocno reprezentuje R .

Uwaga. Ka»da relacja mocno reprezentowalna w PA jest te» sªabo
reprezentowalna w PA, lecz nie na odwrót.
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Reprezentowalno±¢ funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalno±¢

Je±li PA jest niesprzeczna oraz R jest mocno reprezentowana w PA przez
formuª¦ ϕ, to zachodz¡ nast¦puj¡ce równowa»no±ci:

R(k1, . . . , kn) wtedy i tylko wtedy, gdy PA ` ϕ(k̄1, . . . , k̄n).

¬R(k1, . . . , kn) wtedy i tylko wtedy, gdy PA ` ¬ϕ(k̄1, . . . , k̄n).

Na mocy powy»szego twierdzenia, relacja R jest mocno reprezentowalna w
PA wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje formuªa ϕ j¦zyka PA taka, »e:

R jest sªabo reprezentowana przez ϕ,

¬R jest sªabo reprezentowana przez ¬ϕ.
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Reprezentowalno±¢ funkcji rekurencyjnych w PA

Reprezentowalno±¢

Formuªa ϕ j¦zyka PA o n + 1 zmiennych wolnych reprezentuje w PA
funkcj¦ f : N n → N wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych liczb
naturalnych k1, . . . , kn:
PA` ∀y (ϕ(k̄1, . . . , k̄n) ≡ (y = f (k1, . . . , kn))).

Funkcj¦ f : N n → N nazywamy reprezentowaln¡ w PA wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje formuªa ϕ j¦zyka PA o n + 1 zmiennych wolnych
taka, »e ϕ reprezentuje f w PA.

Relacja identyczno±ci jest mocno reprezentowana w PA przez formuª¦
x1 = x2.
Funkcja dodawania jest reprezentowana w PA przez formuª¦
x1 + x2 = x3.
Funkcja mno»enia jest reprezentowana w PA przez formuª¦ x1 · x2 = x3.
Relacja mniejszo±ci jest mocno reprezentowana w PA przez formuª¦
x1 < x2.
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Twierdzenie o reprezentowalno±ci

Twierdzenie o reprezentowalno±ci

Dowolna relacja R ⊆ N n jest mocno reprezentowalna w PA wtedy i tylko
wtedy, gdy jej funkcja charakterystyczna jest reprezentowalna w PA.

Dla dowolnej formuªy ϕ j¦zyka PA i dowolnej liczby naturalnej n:
PA ` ϕ(0) ∧ ϕ(1̄) ∧ . . . ∧ ϕ(n − 1) ∧ x < n̄ → ϕ(x).

Dla dowolnej formuªy ϕ j¦zyka PA i dowolnej liczby naturalnej n, je»eli dla
ka»dego i < n, PA ` ¬ϕ(̄i) oraz PA ` ϕ(n̄), to:
PA ` (ϕ(x) ∧ ∀y (y < x → ¬ϕ(y))) ≡ (x = n̄).

Twierdzenie o reprezentowalno±ci.

Ka»da funkcja rekurencyjna jest reprezentowalna w PA.

Ka»da relacja rekurencyjna jest mocno reprezentowalna w PA.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Z poprzedniego wykªadu wiemy, »e operacje kwanty�katorów ograniczonych
prowadz¡ od relacji rekurencyjnych do relacji rekurencyjnych.
Kwanty�katory nieograniczone ju» nie maj¡ tej wªasno±ci � istotnie
zwi¦kszaj¡ stopie« skomplikowania poj¦¢.
Mo»na dokona¢ logicznej klasy�kacji poj¦¢ uwzgl¦dniaj¡cej liczb¦
kwanty�katorów nieograniczonych potrzebnych w ich de�nicjach.

Klasy�kacja ta przyjmuje posta¢ hierarchii, której ka»de pi¦tro ma
niesko«czenie wiele stopni.
Szczególnie istotne s¡ dwa pierwsze pi¦tra, nazywane:

hierarchi¡ arytmetyczn¡;

hierarchi¡ analityczn¡.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

De�nicja Hierarchii Arytmetycznej.∑0
0 =

∏0
0 = zbiór relacji rekurencyjnych;

Relacja R ⊆ N k jest klasy
∑0

n+1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

relacja Q ⊆ N k+1 klasy
∏0

n taka, »e
R(a1, . . . , ak) ≡ ∃x Q(a1, . . . , ak , x).

Relacja R ⊆ N k jest klasy
∏0

n+1 wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

relacja Q ⊆ N k+1 klasy
∑0

n taka, »e
R(a1, . . . , ak) ≡ ∃x Q(a1, . . . , ak , x).

Relacje klasy
∑0

1 to dokªadnie relacje rekurencyjnie przeliczalne.

Relacja R jest rekurencyjna wtedy i tylko wtedy, gdy R oraz ¬R s¡
rekurencyjnie przeliczalne.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (9) (JiNoI III) 25 kwietnia 2007 11 / 16



Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Je»eli relacja R jest klasy
∑0

n (odpowiednio,
∏0

n) za± f1, . . . , fk s¡
funkcjami rekurencyjnymi, to relacja P okre±lona wzorem:

P(~a) ≡ R(f1(~a), . . . , fk(~a))

jest równie» klasy
∑0

n (odpowiednio,
∏0

n).

Ka»da klasa hierarchii arytmetycznej jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na
koniunkcj¦ i alternatyw¦.

Tu (i dalej) ~a oznacza ci¡g argumentów o takiej dªugo±ci, ile argumentów
ma rozwa»ana relacja lub funkcja.

Dla dowolnego zbioru X relacji przez zbiór uzupeªnie« relacji z X

rozumiemy zbiór CX zde�niowany nast¦puj¡co: R ∈ CX wtedy i tylko
wtedy, gdy ∀~a (R(~a) ≡ ¬P(~a)) dla pewnej relacji P ∈ X .
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Klasa
∑0

n jest identyczna z klas¡ uzupeªnie« relacji z klasy
∏0

n i vice
versa.

Operacja kwanty�katora ogólnego nie wyprowadza poza klas¦
∏0

n (dla
n > 0).

Operacja kwanty�katora egzystencjalnego nie wyprowadza poza klas¦∑0
n (dla n > 0).

Prawdziwe s¡ nast¦puj¡ce inkluzje:∏0
n ⊆

∑0
n+1,∑0

n ⊆
∏0

n+1,∏0
n ⊆

∏0
n+1,∑0

n ⊆
∑0

n+1.
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Dla ka»dej klasy
∑0

n (odpowiednio,
∏0

n) (n > 0) istnieje w
∑0

n
(odpowiednio,

∏0
n) relacja uniwersalna dla wszystkich relacji tej klasy.

Dla ka»dego n > 0:
∏0

n 6=
∑0

n.

Dla ka»dego n:
∑0

n 6=
∑0

n+1 oraz
∏0

n 6=
∏0

n+1.

Dla n > 0 relacja uniwersalna dla klasy
∑0

n nale»y do
∑0

n, ale nie
nale»y ani do

∏0
n ani do

∑0
n−1.

Dla n > 0 relacja uniwersalna dla klasy
∏0

n nale»y do
∏0

n, ale nie
nale»y ani do

∑0
n ani do

∏0
n−1.

Je»eli relacja uniwersalna dla relacji klasy X sama nale»y do X , to
CX 6= X .
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Hierarchia arytmetyczna

Hierarchia arytmetyczna

Przykªad. Poj¦cie granicy ci¡gu jest poj¦ciem klasy
∏0

3 (i nie jest poj¦ciem
ani klasy

∑0
3 ani

∑0
2 ani

∏0
2:

a = lim an ≡ ∀k∃m∀n (n > m → |an − a| < 1
k + 1

).

Przykªad. Jak zobaczymy wkrótce, zbiór twierdze« Arytmetyki Peana jest
klasy

∑0
1, czyli jest rekurencyjnie przeliczalny (ale nie jest rekurencyjny!).

Przykªad. Poj¦cie prawdy nie mo»e zosta¢ scharakteryzowane na »adnym
pi¦trze hierarchii arytmetycznej. Mo»na udowodni¢, »e de�nicja tego
poj¦cia znajduje si¦ na pierwszym pi¦trze hierarchii analitycznej.
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Koniec

Koniec

Na dzi± wystarczy.

Na nast¦pnym wykªadzie zobaczymy, jak w j¦zyku Arytmetyki Peana
mo»na mówi¢ o samej Arytmetyce Peana.

B¦dzie to wst¦pem do prezentacji zapowiedzianych twierdze«
metalogicznych.
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