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Semantyka prawdziwosciowa

e Wartosciowaniem prawdziwosciowym dla jezyka S = (S, F1, ..., Fp)
nazywamy kazde odwzorowanie v : S — {0,1}, gdzie 0 i 1
interpretujemy jako, odpowiednio, wartosci logiczne: fatsz i prawda.

o Moéwimy, ze wartoSciowanie v:

@ spetnia sekwent (X, ), gdy v(a) =1 lub v(8) = 0 dla pewnego
pexX;

@ falsyfikuje sekwent (X, ), gdy v(a) =01 v(8) =1 dla wszystkich
BeX;

© spetnia zbidr X, gdy v(«) =1 dla wszystkich « € X;

@ falsyfikuje zbiér X, gdy v(«) = 0 dla pewnego a € X.

@ Dla kazdego zbioru H wartosciowan dla S operacja Cy : p(S) — ©(S)
okreslona warunkiem « € Cy(X) wtedy i tylko wtedy, gdy kazde
wartosciowanie v € H spetnia sekwent (X, a) jest operacja
konsekwencji.
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Semantyka prawdziwosciowa

@ Dla klasy struktur S (np. klasy wartosciowan) przez S-semantyke
rozumie sie przyporzadkowanie kazdej podklasie S’ pewnej operacji
konsekwencji Cg.

@ Moéwimy, ze operacja konsekwencji C jest:

@ petna (stabo petna) wzgledem S-semantyki, gdy C = Cg/ dla pewnego
S’ C'S (odpowiednio, C(0) = Cs/(0));

@ petna (stabo petna) wzgledem ustalonej semantyki S’ C S, gdy
Cs» < C (odpowiednio, Cy/(0) C C(0));

© trafna (stabo trafna) wzgledem S’ C S, gdy C < Gy (odpowiednio,
C(0) C Cs(0));

e Moéwimy, ze ustalona semantyka S’ C S jest adekwatna (stabo
adekwatna) wzgledem C, gdy C jest trafna i petna (odpowiednio,
stabo trafna i stabo petna) wzgledem S'.
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Semantyka prawdziwosciowa

@ Przypominamy, ze jesli X' jest systemem domknieé (rodzing
podzbioréw zbioru S, zamknieta na iloczyny), to operacja C taka, ze
C(X)=({Y € X: X C Y} dla dowolnego X C S jest operacja
konsekwencji. Rodzine X’ nazywa sie wtedy baza domknie¢ dla C.

e Twierdzenie. Niech X' bedzie rodzing zbioréw formut, a H zbiorem
wartosciowan prawdziwosciowych. Niech x x bedzie funkcja
charakterystyczna zbioru X (czyli xx(«) = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
a € X). Dla kazdego wartosciowania prawdziwosciowego v niech X,
bedzie zbiorem formut, ktérego funkcja charakterystyczng jest v.
Wtedy:

@ X jest baza domknie¢ dla konsekwencji C wtedy i tylko wtedy, gdy
{xx : X € X} jest semantyka adekwatna dla C.

@ H jest semantyka adekwatng dla C wtedy i tylko wtedy, gdy
{X, : v € H} jest baza domkniec dla C.

e Dowdd. Poniewaz 1) i 2) sa réwnowazne, wiec wystarczy udowodnié
np. 1).
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Semantyka prawdziwosciowa

@ Niech X bedzie baza domknie¢ dla C. Przypusémy, ze v € C(X).

e Jesli xy(B) =1 dla wszystkich g € X, to X C Y, a zatem
C(X)C C(Y) =Y, codaje xy(a) =1.

@ Przypusémy z kolei, ze o ¢ C(X). Wtedy dla pewnego Y € X mamy
XCYiag¢Y. Stad xy[X] C {1} oraz xy(a) = 0.

o Pokazalismy wiec, ze {xx : X € X'} jest semantyka adekwatna dla C.
Dowdd implikacji odwrotnej otrzymujemy odwracajac powyzsza
argumentacje. O

Poniewaz dla kazdej operacji konsekwencji istnieje co najmniej jedna baza
domknie¢ (np. Th(C)), wiec dla kazdej operacji konsekwencji istnieje
semantyka prawdziwosciowa H adekwatna dla C.

Jesli H jest adekwatna semantyka dla C, to C jest strukturalna, o ile dla
kazdego v € H i kazdego podstawienia e mamy v, € H, gdzie ve(a) =1
wtedy i tylko wtedy, gdy v(ea) = 1.
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Matryce logiczne [EDLIGE

o Kazda pare M = (A, A*), gdzie A jest algebra podobna do algebry
jezyka S, a A* jest podzbiorem uniwersum algebry A (czyli A* C A)
nazywamy matryca logiczna. Zbiér A* (oznaczany tez 9*) jest
zbiorem elementéw wyréznionych matrycy 9.

@ Definiujemy zbiér E(9) wszystkich formut 9t-prawdziwych
(IM-tautologii): o € E(IM) wtedy i tylko wtedy, gdy h¥(«) € A*, dla
kazdego v : At — A (tu At jest zbiorem wszystkich zmiennych
zdaniowych rozwazanego jezyka). Zbiér E(90t) nazywamy tez
zawartosciag matrycy 1.

@ Prototypy pojecia matrycy logicznej znajdujemy u Peirce'a i Schrodera
(Marek 1993). Powyzsza Scista definicja pochodzi od Tarskiego i
tukasiewicza (1930). Pojecie to jest omawiane w pracach tosia
(1949), Suszki (1957), tosia i Suszki (1958), W¢jcickiego (1970). W
dalszej prezentacji opieramy sie na pracach Pogorzelskiego (1975),
Pogorzelskiego i Wojtylaka (2008), Wéjcickiego (1984),
Czelakowskiego (2003), Zygmunta (1984).
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Matryce logiczne [HFAIRELW

o Klasyczna matryca dwuwartosciowa 9. Jest to matryca dla jezyka
S = (52, —, A, V, <>, ) klasycznego rachunku zdan. Niech
My = ({0,1}, F7, A FY, £, F7), gdzie:
Q F(x,y)=min(l —x+y,1)
Q@ f"(x,y) = min(x,y)
© 7V(x,y) = max(x,y)
Q 7 (x,y) = max(min(1l — x,1 — y), min(x, y))
Q@ F(x)=1-x
o Matryca M3 dla jezyka SKAN = (SCKAN ‘A v/, =). Niech
M3 = ({0, 1,2}, {2}, min(2,2 — x + y), min(x, y), max(x, y),2 — x).
o Inna matryca M dla jezyka SCKAN:
Mr = (O(T),{THL T —c(X - Y),XNY,XUY, T —cl(X)), gdzie
(T,O(T)) jest Ty-przestrzenia topologiczna. Méwimy, ze przestrzen
topologiczna jest Ti-przestrzenia, jesli dla kazdych dwdéch réznych jej
punktéw istnieje zbiér otwarty, ktéry zawiera jeden z tych punktéw, a
nie zawiera drugiego.
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Matryce logiczne [HFAIRELW

e Formuta ——p — p jest prawdziwa w matrycy 9t3. Aby to wykaza¢,
trzeba rozwazy¢ wartosciowania vi(p) = 0, vo(p) = 1, v3(p) = 2. Przy
kazdym z tych wartosciowan mamy h"i(——p — p) = 2, poniewaz dla
i €{1,2,3} mamy: h'i(=—p — p) = min(2,2 — h'i(-=p) + h¥(p)) =
min(2,2 — (2 — h*(p)) + v(p)) = min(2, (2 — (2 = h"(p)) + v(p))) =
min(2,2 — (2 - (2 — v(p))) + v(p)) = min(2,2) =2 € {2}.

e Formuta p V —p nie jest prawdziwa w matrycy 9t3. Aby to wykazaé,
wystarczy znalez¢ jedno wartosciowanie v takie, ze h(p vV —p) ¢ {2}.
Mamy np. dla v(p) = 1:
h*(pV —p) = max(h*(p), h*(=p)) = max(v(p),2 — h"(p)) =
max(v(p),2 — v(p)) = max(1,2 — 1) =1 ¢ {2}.
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Matryce logiczne Konsekwencje matrycowe

o Niech 9t = (A, A*). Operacja konsekwencji matrycowej M ma
nastepujaca definicje: a € M(X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
v At — A jesli hV(X) C A%, to h¥(«a) € A*. Mamy oczywiscie
E(9N) = M(0).

@ Operacja konsekwencji matrycowej jest strukturalng operacja
konsekwencji.

e Moéwimy, ze zbiér X C S jest spefnialny w matrycy 9t = (A, A*), gdy
istnieje wartosciowanie v : At — A takie, ze: h¥(X) C A*. Jesli X jest
spetnialny w 901, to piszemy X € Sat(9).

o Niech Mt = (A, A%).

© Zbiorem v-nasyconym matrycy 9 nazywamy zbiér Sat, = (h*)~1(A*).
Q@ EM)= () Sat,.

viAt—A
e SH[E(9M)] C E(9M). Tak wiec, zawartos¢ kazdej matrycy logicznej jest
zamknieta ze wzgledu na regute podstawiania.
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(\VETZCHIF IO  Reguty niezawodne i reguty normalne

@ Okreslamy zbiory V/(90) regut niezawodnych (dziedzicznych) oraz
N(9) regut normalnych w matrycy Ot
@ r € V(M) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego P C Sia € S: jesli
(P,a)eriPCE(MM), toac E(M),
Q r € N(9M) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdych PC S, a € S
v : At — S zachodzi implikacja: jesli (P, ) € ri h’[P] C A*, to
h"(a) € A%
@ Zachodza wtedy nastepujace fakty:

@ N(M) = Der(zﬁ_)>
Q@ V/(90t) = Adm(9)
Q r. € V(M) — N(M), jesli 0 ¢ A* C A.
Trywialnym przyktadem reguty niezawodnej w dowolnej matrycy 90t jest

reguta ron, okreslona warunkiem (P, ) € ryp wtedy i tylko wtedy, gdy: jesli
P C E(OM), to ¢ € E(IM).
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(\VETZCHIF IO  Reguty niezawodne i reguty normalne

@ Reguta odrywania ry jest niezawodna w matrycy 9t3. Przypus¢my
bowiem, ze tak nie jest, czyli zat6zmy, ze dla pewnych ¢ i ¥ mamy
©, 0 — P € E(M3), ale tp ¢ E(M3).

Istnieje wtedy wartosciowanie v : At — {0, 1,2} takie, ze h"(¢) # 2,
ale h¥(¢) =21 hY(¢ — 1) = 2. Jednak wtedy

2=h"(e = ¢¥) =min(2,2— h"(¢)+ h“(v)) = min(2, h¥(¢))) < 2, co
jest niemozliwe.

@ Reguta “2% jest zawodna w matrycy 913, poniewaz np.
~(pV=p) = (pV-p) € E(M3), ale pV —p ¢ E(M3).

e Twierdzenie. Jesli X C E(OM) i R C V(M), to C(R,X) C E(M). O
To twierdzenie ma wazne zastosowania. Jesli chcemy pokaza¢, ze ¢
nie jest teza systemu (R, X) (czyli ze ¢ ¢ C(R, X)), to wystarczy
znalez¢ matryce 9 taka, ze R C V(IM), X C E(M) i p ¢ E(IM).
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(\VETZCHIF IO  Reguty niezawodne i reguty normalne

@ Reguta podstawiania r, nie jest normalna w zadnej matrycy 9, w
ktérej istnieje co najmniej jedna wartos¢ wyrézniona i co najmniej
jedna wartos$¢ niewyrézniona.

Dla takich matryc istnieje bowiem wartosciowanie v : At — S takie, ze
(p.q) € o i [{p}] C A%, ale h(q) ¢ A"

@ Reguta odrywania ry jest normalna w matrycy 913, poniewaz: jesli
h'{e, 0 = ¢} € {2}, to
2=min(2,2 — h¥(p) + h"(¢)) = min(2, h¥(¢)), czyli h¥ () = 2.

o W matrycy 913 nie jest normalna np. reguta M, co wida¢ z
przyktadu: P={p—=(p—q)}, v =(p— q), v: At = {0,1,2}
takie, ze v(p) =1, v(q) = 0.

o Twierdzenie. Jesli X C E(O) i R C N(9M), to Der(R, X) C N(IM).
O
Korzystajac z tego twierdzenia, mozemy wykazywac

niewyprowadzalnos¢ regut w danym systemie (konstruujac stosowna
matryce).
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\VETaZ MO Matryce skofnczone

@ Przez moc matrycy rozumiemy moc algebry tej matrycy. Moéwimy, ze
matryca jest skoficzona, gdy ma moc skonczona.

o Jesli 9 jest matryca skonczong, to M1 jest flnltystyczna operacja
konsekwencji.

e Twierdzenie. Jesli 9t jest matryca skonczona, to: X € Sat(IN)
wtedy i tylko wtedy, gdy Y € Sat(9) dla wszystkich Y € Fin(X).

@ Dowdd. Implikacja prosta jest oczywista, udowodnimy implikacje
odwrotng.

o Zatézmy, ze M = (A, A*) jest matryca skonczong i ze Y € Sat(90)
dla wszystkich Y € Fin(X).

@ Niech V bedzie rodzing wartosciowan v : At — V i niech
V(Y)={veV:h[Y]C A}

e Jesli Y C Z, to oczywiscie V(Z) C V(Y).

e Nadto, V(Y) # () dla kazdego Y € Fin(X).
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\VETaZ MO Matryce skofnczone

o Tak wiec, dla kazdych Yi,..., Yx € Fin(X) mamy
DA V(YiU...UY) CV(Y))N...Nn V(Yk).

@ Oznacza to, ze rodzina {V(Y): Y € Fin(X)} ma wtasnos¢ przecigé
skonczonych. Istnieje zatem filtr maksymalny (ultrafiltr) H w p(V),
zawierajacy wszystkie zbiory V(Y), gdzie Y € Fin(X).

@ V jest najwiekszym elementem w rodzinie p( V), wiec V € H.

e Dla kazdej zmiennej p € At mamy: |J{ve V:v(p)=a}=V ecH.

acA

@ Skoro H jest ultrafiltrem, to jest tez filtrem pierwszym, a poniewaz A
jest zbiorem skonczonym, wiec dla kazdego p € At istnigje a € A taki,
ze {ve V:v(p)=a} € H.

e Mamy tez {ve V:v(p)=aln{veV: :v(p)=b}=0¢ Hdla
a#b.

@ Definiujemy wartosSciowanie w : At — A warunkiem: w(p) = a wtedy i
tylko wtedy, gdy {v € V : v(p) = a} € H.
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\VETaZ MO Matryce skofnczone

o Mamy wtedy: {v e V :v(p) =w(p)} € H dla kazdego p € At.

@ Niech Y € Fin(X). Poniewaz At( ) jest skonczony, a H jest filtrem,
wiec{ve Vv A(Y)=w[At(Y)}= [ {veV:v(p) =

PEAL(Y)

w(p)} € H.

o Tak wiec, {ve V:v ] At(Y)=w ] At(Y)} € H.

@ Istnieje zatem wartosciowanie v : At — A takie, ze
v At(Y)=w | At(Y) i hV[Y] C A*.

e Stad h"[Y] C A* dla kazdego Y € Fin(X), co daje h"[X] C A*. O
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Operacje na matrycach Podmatryce

o Niech 9 = (A, A*) oraz 91 = (B, B*) beda matrycami podobnymi.
Mowimy, ze:
Q Mt jest podmatryca N, gdy A jest podalgebra B oraz A* = An B*.
Jesli M jest podmatrycg N, to piszemy N C N.
© M jest izomorficzna z N, gdy istnieje izomorfizm h algebry A na
algebre B taki, ze dla wszystkich x € A: x € A* wtedy i tylko wtedy,
gdy h(x) € B*. Jesli M jest izomorficzna z N, to piszemy M = N.

@ Zachodza nastepujace fakty:
Q Jesli M C M, to E(N) C E(M).
Q Jesli M =M, toi)i?: )
() Jjéli‘ﬁgfm, to M < .
Q M(Sb(X)) =({EMN) : NCMAX C E(M)}.
Q@ NN CN{V(MN): M Cml.
Matryca I, = ({0,2}, {2}, min(2,2 — x + y), min(x, y), max(x, y),2 — x)
jest podmatryca oméwionej wczesniej matrycy 9i3. Mamy zatem:
E(9n3) C E(M).
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Operacje na matrycach Homomorfizmy matryc

Niech 0t = (A, A*) oraz M = (B, B*) beda matrycami podobnymi.
Moéwimy, ze f : A — B jest homorfizmem matrycy 91 na matryce N, jesli f
jest surjektywnym homomorfizmem algebry A na algebre B, a ponadto dla
kazdego a € A mamy: a € A* wtedy i tylko wtedy, gdy f(a) € B*.
Przyktad. Homomorfizm ({2,3,4}, {4}, wf,wd) na ({0,1}, {1}, wB, w8)
definiujemy tak: f(2) = f(3) =0, f(4) =1

A A
2 |4 4 4 2 |4

0|1 1 0 |1
3 |14 4 4 3 |4 110 1 1 1o
402 3 4 42

Jesli istnieje homomorfizm matrycy 9t na matryce 9N, to: V(9M) = V(N),
N(OR) C N(), E(ON) = E(M).
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Operacje na matrycach Homomorfizmy matryc

@ Istnieja jednak matryce o tej samej zawartosci, ktére nie sa
homomorficzne (Prucnal 1969). Niech mianowicie:
M = ({1,2,3,4}, {4}, M)
N = ({17 2}7 {2}7 fm)

o Funkcje f™ i f™ opisane s3 tabelkami:

M1 2 3 4
1 |4 4 4 4 M1 2
2 |3 4 3 4 1 ]2 2
312 2 4 4 2 |1 2
4 |1 2 3 4

Wtedy E(90t) = E(D), ale nie istnieje homomorfizm z 9t na N.
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Operacje na matrycach Homomorfizmy matryc

Niech 9t i 91 beda matrycami takimi, ze:
e M= ({1,2,3},{3},f)
o M= ({1,3},{3},8)

w |0y
= W=
w Wwlw

f'
1
2
3

e Wtedy I jest homomorficzna z M, co poswiadcza homomorfizm h:
h(1) = h(2) =1, h(3) = 3.

o Mamy: o € N(M), ale rp ¢ N(IMN).

o Mamy tez: E(9) = E(M) oraz rp € V(M) — N(M).
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Operacje na matrycach Matryce ilorazowe

@ Relacja R jest kongruencja matrycy 9t = (A, A*), gdy R jest
kongruencja algebry A oraz dla wszystkich x,y € A: jesli xRy i
x € A", to y € A*.

e Kazda kongruencja R matrycy 9t = (A, A*) wyznacza matryce
ilorazowg M/R = (A/R, A*/R), gdzie A/R jest algebra ilorazowa
oraz A* = {[a]g : a € A*}.

o Twierdzenie. Jesli R jest kongruencja matrycy 9, to konsekwencja
matrycowa wyznaczona przez I jest identyczna z konsek_}wencjag
matrycowa wyznaczona przez matryce ilorazowa: 9t = 9/R.

e Dowdd. Niech 9t = (A, A*) i niech R bedzie kongruencja matrycy 9.
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Operacje na matrycach Matryce ilorazowe

- —
e Pokazemy najpierw, ze 0t < M/R.

o Przypusémy, ze a ¢ M/R(X). Wtedy istnieje homomorfizm
h:S — A/R taki, ze h[X] C A*/R, ale h(a) ¢ A*/R.

@ Na mocy aksjomatu wyboru istnieje odwzorowanie v : At — A takie,
ze v(p) € h(p) dla kazdej zmiennej p € At.

@ Rozszerzamy odwzorowanie v do homomorfizmu h¥ : S — A.
o Wtedy h¥(¢) € h(y) dla kazdego ¢ € S.

e Stad hV[X] C A*, ale h¥(«a) ¢ A*, co oznacza, ze « ¢ Q?T(X)
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Operacje na matrycach Matryce ilorazowe

——
e Pokazemy z kolei, ze /R < i)?t
@ Przypusémy, ze o ¢ ﬁ(X)
o Wtedy hV[X] C A*, ale h¥(«) ¢ A* dla pewnego v : At — A.
e Niech hg : A — A/R bedzie homomorfizmem kanonicznym, czyli
hR(a) = [a]R dla a € A.
@ Ztozenie h = hg o h" jest homomorfizmem z S w A/R.
e Mamy ponadto: h[X] = hg[hV[X]] C A*/R, ale
h(a) = hg(h¥(a)) ¢ A*/R, co oznacza, ze o ¢ M/ R(X).
- —— ——
@ Na mocy obu nieréwnosci M < M/R i M/R < D mamy zatem
- —
M =M/R. O
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Operacje na matrycach Produkty

e Produktem rodziny matryc podobnych {91;}:c 7, gdzie
M, = (Ar, A7) nazywamy matryce [ 9 = (] Ae, [1 A7)

teT teT  teT
@ Zachodza nastepujace fakty:
o E(JI] M) ={E(M;:):te T} O
teT
o Twierdzenie. Dla kazdego X C S: ] M:(X) = ﬂ{S)J—T:(X) (teTh,
teT

o ile X € Sat(9M;) dla wszystkich t € T; w przeciwnym przypadku
e
[T 9:(X) =S.
teT

e Dowdd. Udowodnimy obie inkluzje:

@ NI(X): te T} C I M(X)
teT
@ TI M(X) C N{M(X): te T}

teT

Niech 7, : ] A¢ — A; oznacza rzutowanie na t-ty czynnik produktu.
teT
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Operacje na matrycach Produkty

—> i
e Dowdd 1). Zatézmy, ze o ¢ [ MM(X). Istnieje wtedy homomorfizm
teT
h:S — [] A; taki, ze h[X] C [] A}, alea ¢ [] A}.
teT teT teT
o Stad m[h[X]] C A} dla kazdego t € T, ale ms(h(c)) ¢ At dla
pewnego s € T.
@ Dla kazdego t € T odwzorowanie 7y o h jest homomorflzmem SwA;,
a zatem X € Sat(9M;) dla kazdego t € T, ale « ¢ m, s(X) dla

pewnego s € T.
e Oznacza to, ze o ¢ ﬂ{m—T;(X) cte T}

—_
e Udowodnilismy zatem inkluzje ﬂ{SJJ—T:(X) cte THC ] Me(X).
teT
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Operacje na matrycach Produkty

e Dowadd 2l>Za’féimy, ze X € Sat(9M;) dla kazdego t € T i niech
ad ({M(X):te T}

o Istnieje zatem rodzina {h; : t € T} homomorfizméw taka, ze
he S — Ay, he[X] C A} dla kazdego t € T i hs(a) ¢ A% dla pewnego
seT.

@ Zdefiniujmy odwzorowanie h: S — [] A warunkiem:

teT
h(¢) = (he(¢))ter dla p € S.
e Wtedy h jest homomorfizmem, a ponadto h[X] C [] A;, ale

teT
h(a) ¢ T1 A:.
teT
—
e Oznacza to, ze a« ¢ [] M:(X).
teT
—
e Udowodnilismy zatem inkluzje ] 9t:(X) C ﬂ{?ﬁ(X) :te T}, co
teT
konczy dowdd twierdzenia. O
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Matryce Lindenbauma

@ Szczegdlna role petnig tzw. matryce Lindenbauma. Dla dowolnych
R C Rg oraz X C S matryce:

MRX = (S, Cr(X))

nazywamy matryca Lindenbauma dla systemu (R, X).
@ Zachodza nastepujace fakty:

Q@ E(MRX) = {a: Sbh(a) C Cr(X)}.
Q Jesli r, € Adm(R, X), to E(MRX) = Cr(X).

e Jedli r, € Adm(R, X), to kazda strukturalna reguta niezawodna w
matrycy OMFRX jest reguta normalng tej matrycy.
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@ Niech (R, X) bedzie systemem logiki zdaniowej, a 9t matryca logiczna
podobna do algebry jezyka tego systemu. Jezeli
E(M) = Cr(X) = Cr x(0), to méwimy, ze matryca O jest (stabo)
adekwatna dla (R, X).

e Udowodnimy za chwile, ze: Dla kazdej logiki zdaniowej (R, X) takiej,
ze r, € Adm(R, X) oraz R — {r.} C Struct istnieje matryca 91 taka,
ze: Cr(X) = E(M) oraz R — {r.} C N(9M).

e Mogtoby sie wydawaé, ze fakt powyzszy czyni pytanie o istnienie
semantyki dla dowolnych rachunkéw zdaniowych catkiem trywialnym:
dla kazdego rachunku (R, X) takiego, ze r. € Adm(R, X) oraz
R — {r.} C Struct zachodzi Cg(X) = E(IMRX), gdzie MRX jest
matryca Lindenbauma dla (R, X). Tak jednak nie jest: poszukujemy
nie catkiem dowolnych semantyk dla rachunkéw zdaniowych, lecz
raczej semantyk, spetniajacych pewne okreslone warunki.
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@ My jest (minimalng) matryca adekwatna dla logiki klasyczne;j.

@ Logika modalna (Rya«, Ass) nie ma zadnej skoficzonej matrycy
adekwatnej. Istnieje jednak dla niej nieskonczona matryca adekwatna
(matryca Wajsberga).

@ Istnieja matryce skonczone, ktére nie s3 skonczenie aksjomatyzowalne
(wyniki Wojtylaka i Patasinskiej).

@ Skonczenie wartosciowe wielowartosciowe logiki tukasiewicza maja
skofczone matryce stabo adekwatne.

@ Nieskonczenie wartosciowa logika tukasiewicza ma nieskonczona
matryce stabo adekwatna.
e Jesli Cr(X) = E(M), to:
O Adm(R,X) = V(M)
@ Der(R, X) C V(M)
@ N(M) C Adm(R, X).
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e Twierdzenie (Lindenbauma o matrycach adekwatnych). Dla kazdego
systemu logicznego (R, X) takiego, ze r. € R, R — {r.} C Struct
istnieje skonczona lub przeliczalna matryca 9t taka, ze
C(R,X) = E(MM) oraz R — {r.} C N(ON).

e Dowdd. Niech S = (S,w1,...,w,) bedzie jezykiem zdaniowym, gdzie
T, jest liczba argumentéw funktora wi, dla 1 <7< n. Niech (R, X)
bedzie systemem logicznym w jezyku S.

o Definiujemy matryce Lindenbauma 9RX dla systemu (R, X):

© Algebra tej matrycy jest algebra (S, wi™, ..., w™"").
Q w:‘-mR’X:STWi%S,dla1<1<n
© Zbiorem wartosci wyréznionych tej matrycy jest zbiér C(R, X).

o Mamy zatem: MRX = (5, C(R, X),w™™ WwIY),

geeey n
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o Najpierw pokazemy, ze E(IMFX) C C(R, X).
o Zatézmy, ze ¢ € E(IMMRX). Znaczy to, ze hV(p) € C(R, X) dla
kazdego v : At — S.
@ Niech vp : At — S bedzie wartosciowaniem takim, ze vy(p;) = p; dla
kazdego p; € At.
o Wtedy h*°(¢) = ¢, mamy zatem ¢ € C(R, X).
o Pokazemy z kolei, ze C(R, X) C E(IMMRX).
e Zatézmy, ze ¢ € C(R, X). Na mocy zatozen naszego twierdzenia
Sbl{¢}] € C(R, X).
@ Znaczy to, ze h'(yp) € C(R, X) dla kazdego v : At — S. Stad
© € E(MRX).
Obie udowodnione inkluzje dajg réwnos¢ C(R, X) = E(IN).
Trzeba jeszcze pokaza¢, ze R — {r.} C N(IM).
Niech re R—{r}, v: At =S, (P,p) € rih'[P] C C(R, X).
Poniewaz wszystkie reguty w R sa strukturalne, wiec h¥(p) € r, a
zatem h"(p) € C(R, X). O
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@ Na mocy definicji regut strukturalnych powyzsze twierdzenie mozna
sformutowac¢ takze w obu nastepujacych postaciach:

@ Dla kazdego systemu logicznego (R, X) takiego, ze R C Struct i
X = Sb[X] istnieje skonczona lub przeliczalna matryca adekwatna 90t

taka, ze R C N(9n). O
@ Dla kazdego systemu logicznego (R, X) takiego, ze r, € R istnieje
skonczona lub przeliczalna matryca adekwatna. O

e Wynika stad, ze pojecie syntaktyczne C(R, X) moze zostac
scharakteryzowane za pomocg semantycznego pojecia matrycy
logiczne;j:

Twierdzenie. Dla dowolnego systemu (R, X) w jezyku
S=(S,w1,...,wp):
@ Jesli R C Struct i X = Sb[X], to ¢ € C(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy
dla kazdej matrycy 91 takiej, ze R C V/(9M) zachodzi implikacja: jesli
X C E(9M), to ¢ € E(IM).
@ Jeslir, € R, to ¢ € C(R, X) wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdej
matrycy 90t takiej, ze R C V(9M) zachodzi implikacja: jesli X C E(9),
to o € E(M). O
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@ Matryca adekwatna dla S5, skonstruowana przez Mordechaja
Wajsberga:

o Niech Mss = (({0,1}",67.8",8". 7). {1}).
1 = (xp)nen wtedy i tylko wtedy, gdy x, = 1 dla wszystkich n € N

g ((xn)nen) = (1 = xn))nen

g/\((Xn)neNv ()/n)neN) = (min(Xnv)/n))neN

gv((xn)neNa (Yn)neN) = (maX(XmYn))neN

&7 ((xn)nen, (Yn)nen) = 1, jesli x, < y, dla wszystkich n € N

g ((xn)nen;, (¥n)nen) = g7(1) w przeciwnym przypadku.
o Matryca M5 jest adekwatna dla systemu S5, czyli
E(Mss) = C(Roax, Ass).

o Nie istnieje skonczona matryca adekwatna dla (Roax, Ass).
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e Matryce dla logik wielowartosciowych tukasiewicza (Wajsberg 1935):
M, = ((An, F7,FV, ), {1})dlaneN
An={5:ke{0,1,....n—1}}
f7(x,y) =min(l —x+y,1)

FY(x,y) = max(x, y)
FA(x,y) = min(x, y)
7 (x)=1-x

o W szczegélnosci, 9o jest matrycy dla klasycznego rachunku zdan.

o Aksjomatyczne systemy logik wielowartosciowych tukasiewicza
podane zostaty na poprzednim wyktadzie. Dowodzi sig, ze:

o C(R()*, tn) = E(gjtn)
Q C(RO*a LOO) = E(moo)

@ Uniwersum matrycy 9, jest zbiér liczb rzeczywistych z przedziatu

[0,1]
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LCEIOEIGIH  Matryce minimalne

e Matryca 9 jest matryca minimalna dla systemu (R, X), gdy:

Q@ E(M) = C(R, X)
© moc matrycy 90t jest niewieksza od mocy kazdej matrycy adekwatnej
dla (R, X).

@ Zachodza nastepujace fakty:

@ Dany system moze mie¢ matryce adekwatne réznych mocy: np.
matryca adekwatng dla systemu (R, E(90%3)) jest matryca M3 o
trzech elementach, ale matryca adekwatna dla tego systemu jest takze
przeliczalna matryca Lindenbauma.

Matryca minimalna dla systemu intuicjonistycznego jest nieskonczona.
Matryca minimalna dla systemu modalnego S5 jest nieskonczona.

M, jest minimalng matryca adekwatng dla klasycznego rachunku zdan.

©00

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 7 2021 35 /1



@ Mozna za punkt wyjscia przyja¢ matryce logiczng 9t i poszukiwac
systemu logicznego (R, X), dla ktérego ta matryca bytaby adekwatna.

@ Trywialnym rozwigzaniem jest w takim przypadku system
(N(), E(9)).

@ W tym podejsciu nie chodzi jednak o zredukowanie pojecia
prawdziwosci w matrycy 9, ale o charakterystyke zbioru E(O0).

@ Dla przyktadu, problemem moze by¢ znalezienie skonczonego zbioru X

oraz skonczonego zbioru R standardowych regut wnioskowania takich,
ze C(RU{r.}, X) = E(M).
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@ Nie jest jednak tak, ze dla kazdej matrycy logicznej istnieje skonczony
zbiér X formut i skoficzony zbiér R regut standardowych takie, ze
C(RU{r}, X) = E(M).

Kontrprzyktad (Patasinska 1994): rozwazmy jezyk czysto implikacyjny
i zdefiniujmy tréjelementowe matryce na zbiorze {0, 1,2} z jedna
wartoscig wyrdzniona 2:

-0 1 2 - 10 1 2
0|1 2 2 02 2 2
1172 2 2 112 2 2
211 2 2 2|1 2 2

Dowodzi sie, ze zadna z tych matryc nie jest skonczenie aksjomatyzowalna.
Z prac Rautenberga wynika, ze kazdy system logiczny wyznaczony przez
matryce dwuelementowe jest skonczenie aksjomatyzowalny.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 7 2021 37 /1



e Zatézmy, ze dwa rachunki logiczne Z = (R, X) i Z' = (R’, X’) maja
matryce adekwatne 9% i 9.

o Jezeli za pomocy funkcji matrycy 9 mozemy zdefiniowaé taka
matryce N, ze E(M) = E(N), to méwimy, ze rachunek Z ma model
w rachunku Z’; w pewnym sensie Z zawiera sie w Z'.

@ W ten sposéb pokazano np., ze klasyczny dwuwartosciowy rachunek
zdan ma model m.in. w implikacyjno-negacyjnym tréjwartosciowym
rachunku zdan tukasiewicza.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 7 2021 38/1



e Moéwimy, ze matryca 9 jest silnie adekwatna dla logiki (R, X) (lub dla

operacji konsekwencji Cg x), gdy dla wszystkich Y C S:
_>
Cr(XUY)=M(Y).

e Woprost z definicji wynika, ze 9 jest silnie adekwatna dla logiki (R, X)

wtedy i tylko wtedy, gdy N(9t) = Der(R, X).
@ Niech Xy bedzie zbiorem nastepujacych formut:

Qp—p

Q@ (p—>q)—=((g—s)—(p—s9))
(g—=s)—=((p—q) = (p—5))
((p=p)—=(p—=p)—(p—p)
(PAG)—p

(PAG)—q

(p—=q) = ((p—s)=(p—(qN5))
p—(pVaq)

qg—(pVaq)

(p—=s) = ((g—=s) = ((pVa)—s)).

60000000
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e Zachodzi wtedy nastepujacy fakt (51 to zbiér formut pozytywnych,
czyli bez funktora negacji):

o Jesli (R, X) jest systemem niezmienniczym nad S; takim, ze
ro € Der(R, X) oraz Xp C Cgr(X), to istnieje matryca 9 silnie
adekwatna dla (R, X).

@ O matrycach silnie adekwatnych dla réznych systeméw logicznych
wiadomo np., ze:

© Nie istniejg matryce silnie adekwatne dla systeméw modalnych §1-53
Lewisa.

© Matryca M, jest silnie adekwatna dla logiki klasycznej.

© Istnieje matryca silnie adekwatna dla systemu modalnego
(Roa, Sb(Ass)) (rézna od wspomnianej wczesniej matrycy Wajsberga).
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e Twierdzenie (tos, Suszko 1958, Wéjcicki 1970). Niech C bedzie
strukturalng operacja konsekwencji (czyli C = Cg x dla pewnego
systemu niezmienniczego (R, X)). Istnieje matryca silnie adekwatna
dla C (a wiec takze dla (R, X)) wtedy i tylko wtedy, gdy spetniony
jest nastepujacy warunek dla wszystkich K C o(S), ZC Sia€ S:
jesli K jest rodzing zbioréw C-niesprzecznych taka, ze dla wszystkich
X,Y € K (gdzie X # Y), jesli At(UK)NAt(Zu{a}) =0, to
zachodzi implikacja: jesli « € C(|JK U Z), to a € C(Z). O

@ Whiosek. Niech C bedzie finitystyczna strukturalna operacja
konsekwencji. Wtedy istnieje matryca silnie adekwatna dla C wtedy i
tylko wtedy, gdy dla wszystkich oo € S, Z C S i wszystkich
C-niesprzecznych zbioréw Y C S zachodzi implikacja: jesli
a€e C(ZUY)iAt({a} UZ)NALY) =10, to a € C(2). O

Powyzsze sformutowanie tego twierdzenia pochodzi z monografii
Pogorzelski, Wojtylak 2008. Rozwazmy inne sformutowanie:
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@ Niech V(X) oznacza zbiér wszystkich zmiennych zdaniowych
wystepujacych w formutach ze zbioru X.

e Moéwimy, ze system (S, C) jest jednorodny, gdy dla dowolnych X C S,
YCSiaeS: jesli VIX)NV(Y)=V{a}) N V(Y)=0,
C(Y)#ASiae C(XUY), toae C(X).

@ Warunek jednorodnosci gtosi, ze jesli zbiér X U {a} ma rozdzielone
zmienne z niesprzecznym zbiorem Y, to a musi by¢ konsekwencja
samego zbioru X, o ile « jest konsekwencja zbioru X U Y.

@ Niech X &~ Y wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego zbioru formut Z i
kazdego o oraz dowolnych automorfizméw f, g jezyka S
odwzorowujacych zmienne zdaniowe na zmienne zdaniowe, jesli zbidr
f[X] U g[Y] ma rozdzielone zmienne ze zbiorem Z U {a}, to:

a € C(ZUf[X]) wtedy i tylko wtedy, gdy v € C(Z U g[Y]).

e Moéwimy, ze system (S, C) jest regularny, gdy dla kazdej rodziny R
zbioréw pozostajacych w relacji &, suma tej rodziny pozostaje w
relacji &~ z kazdym swoim elementem.
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@ Trudny w sformutowaniu warunek regularnosci jest réwnowazny z
warunkiem separowalnosci: dla dowolnej rodziny R zbioréw formut
takiej, ze:

Q jesli X,YER, X £ Y, to V(X)NV(Y) =0
@ U{V(X): X € R} nie jest zbiorem wszystkich zmiennych zdaniowych
© jesli X € R, to C(X) £ S,

mamy C(|JR) # S (czyli: suma niesprzecznych zbioréw o
rozdzielonych zmiennych, ktére tacznie nie wyczerpuja wszystkich

zmiennych, jest niesprzeczna).

e Twierdzenie. Jesli strukturalny system (S, C) jest jednorodny i
regularny, to istnieje dla niego matryca silnie adekwatna, tj. taka
matryca 9, ze C = Cyy. U

@ Dowdd tego twierdzenia znajda stuchacze w monografii Wéjcicki 1984,
str. 147.
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PCEIOEINIS Sl  Konsekwencje wyznaczone przez klasy matryc

@ Niech K bedzie klasa matryc podobnych. Definiujemy operacje
konsekwencji wyznaczong przez te klase:
a € Ci(X) wtedy i tylko wtedy, gdy o € Cop(X) dla wszystkich
M e K.

o Klase K matryc nazywamy adekwatng dla systemu (S, C), gdy dla
dowolnych X C S i a € S zachodzi warunek: o € C(X) wtedy i tylko
wtedy, gdy o € Ce(X).

e Twierdzenie. Dla kazdego systemu (S, C) klasa wszystkich matryc
Lindenbauma dla tego systemu (nazywana wiazka Lindenbauma) jest
adekwatna dla (S, C). O

e Matryce M dla (S, C) nazywamy C-matryca, gdy C < Goy.

o Klase wszystkich C-matryc oznaczamy przez Matr(C).

e Dzielac kazda z matryc z Matr(C) przez jej najwieksza kongruencje
otrzymujemy klase Matr*(C) matryc ilorazowych, ktérych jedyna
kongruencja jest relacja identycznosci.
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Do uzupetnienia

Niniejsza prezentacja zostanie uzupetniona o nastepujace tematy:
e Uogdlnione matryce (matryce z rodzing zbioréw wartosci
wyréznionych).
e Klasy matryc jako semantyki dla systeméw logicznych.
@ Sb-adekwatnosé.
@ Operacje konsekwencji generowane przez algebry Heytinga.
o Filtr-konsekwencje.

@ Wybrane twierdzenia o matrycach logicznych.
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