MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI

Z ALICZENIE WYKELEADU: 26.1.2017

KOGNITYWISTYKA UAM, 20162017

Imieg i nazwisko:............. POGROMCY HYDR LERNEJSKICH

1. Pokaz, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:

(AUC) - (BUC) = (A—B)N(C - B)

2. Oblicz granicg ciagu o wyrazie ogélnym:

V142434 +n

Qn,
n
3. Oblicz druga pochodna funkcji:
|
flo) = 2 +1

5. Udowodnij LEMAT KONIGA: jesli drzewo D = (X, R, x() rzedu skoficzonego
jest nieskoniczone, to ma gataz nieskonczona.

JERZY POGONOWSKI
Zaklad Logiki 1 Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl
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MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI

Z ALICZENIE WYKELEADU: 26.1.2017

KOGNITYWISTYKA UAM, 20162017

Imig i nazwisko:............... Lowcy LwOwW NEMEJSKICH

1. Pokaz, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:

(A-B)N(C—B)=(A—B)U(B-C)

2. Oblicz granicg ciagu o wyrazie ogélnym:

a,=n-(nn+1)—Inn)

3. Oblicz druga pochodna funkcji:

ZL’2

0=

4. Obwdd prostokata wynosi L. Przy jakich dlugosciach bokéw prostokat ten ma
najwigksze pole?

5. Udowodnij TWIERDZENIE CANTORA: zaden zbidr nie jest rownoliczny z ro-
dzing wszystkich swoich podzbioréw.

JERZY POGONOWSKI
Zaklad Logiki 1 Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl
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ROZWIAZANIA

PoGrROMCY HYDR LERNEJSKICH

1. Zadanie mozna rozwiazaé réznymi sposobami. Pokazemy rozwiazanie wyko-
rzystujace diagramy Venna. Mozna narysowaé diagramy Venna dla lewej i prawej
strony badanej réwnosci i pokazaé, ze reprezentuja one rézne zbiory, zaznaczajac
np. réznymi kolorami brane pod uwage obszary. Poniewaz jednak mamy pokazac,
ze rozwazana rOwnos¢ nie zachodzi, wigc zadanie jest latwiejsze: umieScimy w
kazdej sktadowej diagramu Venna jaki$ element (np. liczbg), obliczymy czemu
réwna jest wtedy lewa i prawa strona rozwazanej réwnosci i (jezeli pytanie byto
uczciwe) dostaniemy w wyniku rézne zbiory.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:
1. A={1,2,4,5}

2. B=1{2,3,5,6}

3. C ={4,5,6,7}

4. AuC ={1,2,4,5,6,7}

5. BUC ={2,3,4,5,6,7}

6. (AuC)—(BUC)={1}

7. A— B =1{1,4}

8. C—B=1{4,7}
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9. (A—B)N(C — B) = {4}
10. Widac¢ zatem, ze (AUC) — (BUC) = {1} # {4} = (A—- B)Nn (C — B).
Podalismy wigc przyktad zbioréw A, B, C, ktére nie spetniaja rownosci
(AuC)—(BUC)=(A—-B)n(C - B),
czyli wykazaliSmy, ze réwnoS$¢ ta nie jest prawem rachunku zbioréw.

2. Po pierwsze, nalezato ustali¢, czemu rowna jest suma 1 +2 43+ ... +n, czyli
suma pierwszych n dodatnich liczb naturalnych. To mozna bylto ustali¢ na r6zne
sposoby:

1. Wystarczy zauwazy¢, ze mamy do czynienia z sumg n wyrazow ciagu aryt-

metycznego, ktora oznaczmy przez s,, 1 zastosowac znany ze szkoty wzor:

. A(n+1
S, = a1-&2-an n, Czyh Sp = 1—i2-n on = n(”;' )

2. Mozna zastosowac sprytng argumentacj¢ Gaussa, ktéra — wedle anegdoty —
popisal si¢ on w szkole: wypiszmy w jednym rzedzie liczby od 1 do n, a
pod spodem te same liczby w odwrotnej kolejnosci:

1 2 3 ... n—2 n—1 n
n n—1 n—2 ... 3 2 1

Zauwazmy teraz, ze sumg kazdej kolumny jest n 4+ 1, wszystkich kolumn
jest n, 1 kazda liczba powtarza si¢ dwukrotnie w podanym wyliczeniu. A

zatem suma 1 + 2 + 3 + ... +nréwnajest (n 4 1) -n - 3 = 2“4,
3. Wreszcie, mozna byto uzasadni¢ wzér 1 +2+4+3+4 ... +n = %H) przez

indukcj¢ matematyczng. Dla najmniejszej liczby z rozwazanego zakresu,
czyli dla £ = 1 wzor oczywiscie zachodzi. Czynimy teraz zatozenie in-
dukcyjne: 1 +2+3 4+ ...+ k = w Musimy udowodnic, ze wtedy:
1+2+3+...+k+k+1=ELER Mamy:

14243+ +k+k+1=(1+2+3+.. . +k)+h+1=2EMpp1 =

ke (k1) +2:(k+1) _ (k+1)-(k+2)
2 2 :

Tak wigc, dla wszystkich dodatnich liczb naturalnych n zachodzi wzor: 1 +
2+3+... +n="0
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Obliczamy granice ciagu o wyrazie ogélnym a,, = Y2540,

“+1
lim a, = lim 1+2+3+ 1 — Jim @/1+2+3+ AN — Jim (7;2 :
nooo n—00 n—o00 n—00 n

. 2 2
= lim /2%t = lim (/% + 5= \/7 .
n—00 2:n? n—00 2 \/ 2

3. Najpierw obliczamy pierwsza pochodna funkcji f(z) = & +1’ korzystajac ze

wzoru na pochodng ilorazu funkcji:
_ (@21 (2®+)—(22=1)-(2%+1) _ 2.2 (2241 —(2®-1)-2.x

z2—
f,( ) = (x2+1), - (x241)2 - (x241)2 -
_ 2363+2x 22342 _
2_;’_1)2 é 2+1 2
Nast@pme obliczamy druga pochodna badanej funkcji, réwniez korzystajac ze

wzoru na pochodng ilorazu funkcji:

f”(ﬂf) _ (( 24.551)2 )/ _ (4.a:)’~(z2+1() > (Zi)x) ((ac +1) ), -($2—|—1)2(—4§-ZC.12).£$2+1).2-3} —
T4+ T+ T+

_ 4(2?4 D) (22 +1-42%) 4 (1-3-22)

- (x2+1)4 = T (a241)3

4. Obliczamy pochodng funkcji f(x) = <
fa) = (2 = Lo _ e
Wida¢é zatem, ze:

l. ff(x)=0dlaz =1
2. f'(z) >0dlaz > 1, czyli f jest rosnaca dlaz > 1

3. fi(x) < 0dlax < 1, czyli f jest malejaca dla x < 1.

Funkcja f(z) = % ma zatem minimum lokalne w punkcie z = 1. Mamy:

f(1) = % = e. Pozostaje obliczenie granic jednostronnych funkcji f na kraficach
badanego przedzialu. Mamy:

1. lim % =0
z—0t

2. lim & =< = et
r—e

Zauwazamy, ze funkcja f(x) = % nie jest okreSlona dla x = 0, czyli lewy
kraniec przedziatu domknigtego [0, e] nie nalezy do dziedziny tej funkcji: dzie-
dzing funkcji f(z) = < jest R — {0}. GdybySmy badali przebieg zmiennosci tej
funkcji w catej jej dziedzinie (co nie bylo trescia pytania), to mozna ustali¢ np. ze:
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4. Osie uktadu wspotrzednych sa asymptotami wykresu tej funkcji.

5. Badana funkcja jest wklgsta w przedziale (—oo,0) oraz wypukla w prze-
dziale (0, c0).

5. LEMAT KONIGA. Jesli drzewo D = (X, R, x¢) rzedu skoriczonego jest nie-
skoniczone, to ma gatq? nieskoriczongq.

DOWOD. Przypusémy, ze D jest nieskoiczone. Zdefiniujemy gataz nieskoniczona
{zg, 1, x2,...} w D przez indukcj¢ matematyczna.

Element x( (czyli korzen drzewa D) jest pierwszym elementem konstruowa-
nej galezi. Poniewaz D jest nieskoficzone, wigc xy ma nieskoficzenie wiele R-
nastgpnikow (bo wszystkie pozostate wierzchotki drzewa sa R-nastgpnikami z).
To krok poczatkowy indukcji.

Kolejne elementy konstruowanej gat¢zi nieskoriczonej bedziemy wybierali z
kolejnych pozioméw drzewa.

Przypusémy, ze xy, x1, 2, . . ., £,_1 zostaly zdefiniowane tak, ze x; nalezy do
1-tego poziomu drzewa D oraz x; ma nieskonczenie wiele R-nastepnikow (dla
0 < 7 < n). To zatozenie indukcyjne. Trzeba teraz pokazaé, ze znajdziemy ele-
ment x,, z n-tego poziomu drzewa D, ktéry ma nieskoriczenie wiele R-nastgpni-
kéw 1 ktory dotaczymy do konstruowanej gatezi.

Z zalozenia (ze drzewo D jest rzgdu skoriczonego), x,,_; ma tylko skoncze-
nie wiele bezposrednich R-nastepnikow 1 wszystkie te bezpoSrednie R-nastepniki
elementu z,,_; naleza do n-tego poziomu drzewa D. Poniewaz z,,_; ma nieskon-
czenie wiele R-nastgpnikéw, wigc co najmniej jeden z jego bezposrednich R-
nastgpnikow takze ma nieskoniczenie wiele R-nastgpnikow. Wybieramy wigc ele-
ment z,, z n-tego poziomu drzewa D o tej wtasnie wlasnosci. Wtedy z,, ma nie-
skonczenie wiele R-nastepnikow. Poniewaz jest tak dla kazdego n, pokazaliSmy
istnienie nieskonczonej gatezi {z, x1, zo, ...} w drzewie D.

Na wyktadzie podkres§lano niekonstruktywny charakter tego dowodu: wybie-
rajac element z,, w sposéb podany powyzej, korzystamy istotnie z aksjomatu wy-
boru.
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ROZWIAZANIA
Lowcy LwOw NEMEJSKICH

1. Zadanie mozna rozwiazaé réznymi sposobami. Pokazemy rozwiazanie wyko-
rzystujace diagramy Venna. Mozna narysowaé diagramy Venna dla lewej i prawej
strony badanej rownosci i pokazaé, ze reprezentuja one rézne zbiory, zaznaczajac
np. réznymi kolorami brane pod uwage obszary. Poniewaz jednak mamy pokazac,
ze rozwazana rOwnos¢ nie zachodzi, wigc zadanie jest latwiejsze: umieScimy w
kazdej sktadowej diagramu Venna jaki$ element (np. liczbg), obliczymy czemu
réwna jest wtedy lewa i prawa strona rozwazanej réwnosci i (jezeli pytanie byto
uczciwe) dostaniemy w wyniku rézne zbiory.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:
1. A={1,2,4,5}

2. B=1{2,3,5,6}

3. C ={4,5,6,7}

4. A— B =1{1,4}

5.C—-B={4,7}

6. (A—B)N(C — B) ={4}

7. A— B ={1,4} (jak wyzej)

8. B—C=1{2,3}
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9. (A—B)U(B—C) ={1,2,3,4}

10. Widaé zatem, ze
(A—=B)N(C—B)={4} #{1,2,3,4} =(A-B)U(B-0().

Podalismy wigc przyktad zbioréw A, B, C, ktére nie spetniaja rownosci
(A-B)N(C—-B)=(A-B)U(B-0C),
czyli wykazaliSmy, ze rownoS¢ ta nie jest prawem rachunku zbioréw.

2. Po pierwsze, trzeba byto pamigtaé, ze ILm (14 L)™ = e, 0 czym méwiono za-
rowno na wykltadzie, jak i podczas konw%rso';torium. Nie byto wymagane pamig-
tanie, jak ustalamy zbiezno$¢ ciagu ((1 + £)). Przypomnijmy jednak, ze dowdd,
iz ciag o wyrazie ogélnym z,, = (1 + %)" jest rosnacy i ograniczony uzysku-
jemy, wykorzystujac wzér dwumianowy Newtona dla (1 + %)" oraz nierd6wnos¢
n! > 27! ktéra zachodzi dla wszystkich n € N (co latwo wykazaé przez induk-
cje matematyczna). Skoro ciag o wyrazie ogélnym x,, = (1 + %)” jest rosnacy 1
ograniczony, to jest on zbiezny i jego granicg oznaczamy wiasnie przez e. Trzeba
tez pamigtac, ze e jest podstawg logarytmu naturalnego, a zatem lne = 1.

Po drugie, trzeba byto odwota¢ si¢ do ciagtosci funkcji logarytmicznej, co byto

konieczne dla uzasadnienia faktu, iz In lim x,, = lim Inx, (logarytm naturalny
n— oo n—oo

z granicy ciagu réwny jest granicy logarytméw naturalnych wyrazéw tego ciagu).
Trzeba byto réwniez pamigtac, ze réznica logarytméw z dwoch wielkosci
réwna jest logarytmowi z ilorazu tych wielkosci, a takze ze logarytm z n-tej potegi
wielkoSci x réwny jest n razy logarytm z x. Te wiadomosSci stuchacze uzyskali w
szkole.
Wiedzac to wszystko, obliczamy granice ciagu (a,,):

lim a, = lim n- (In(n+1) —Inn) = lim n-In 22 = lim In(22)" =
n—00 n—00 n—r00 n—r00
= lim In(1+3)"=Inlim (1+1)" =lne=1.

n—oo n—oo

2

3. Najpierw obliczamy pierwsza pochodng funkcji f(z) = ——. korzystajac ze
wzoru na pochodng ilorazu funkcji:
f’(x) — ( x2 )/ _ () (22 +1)—22- (22 +1) _ 2 (2241)—22-2-2 _ 24
241 (x241)2 @211)° EEESIER

Nastepnie obliczamy druga pochodna badanej funkcji, rowniez korzystajac ze

wzoru na pochodna ilorazu funkcji:
f”(:U) _ ( 2.z ), _ (2-z) (22 41)2—2-z-((x2+1)2)’ _ 2-(x241)2—2-2-2-(2241)-2-x _
(I2+1)2 (I2+1)4 ($2+1)4
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_ 2(2?4+1)-(2?+1-4-2%) _ 2:(1-3-2?)
- ($2+1)4 - (x2+1)3 .

4. Mamy znaleZ¢ dlugosci bokéw prostokata o obwodzie L, dla ktérych pole tego
prostokata ma najwigksza wartos¢.

Niech z oznacza dtugos¢ jednego z bokéw prostokata. Wtedy % jest dtu-
goscig drugiego boku. Pole prostokata podaje funkcja: f(x) = x - % Pytanie
dotyczy wigc znalezienia maksimum lokalnego tej funkcji w przedziale (0, L).
Obliczamy pochodna funkc;ji f:

f(o) = (o 22y =1 (Low =222 =} (L—4-2)

Mamy zatem:

_ _L
l. fl(z)=0dlaz = 7
2. f'(z)>0dla0 <z < £, czyli f jestrosnagcadla0 < z < £
L . . . L
3. fl(z) <0dla § <z < L,czyli f jest malejacadla0 < z < 7.

Tak wigc, funkcja f ma maksimum lokalne w punkcie v = &. Wtedy boki
prostokata maja dlugosci:

[

1. x =

L—2- L
2, I2i_ L

e

Prostokat o obwodzie L i najwigkszym polu to kwadrat o boku dtugosci %.

5. TWIERDZENIE CANTORA. Zaden zbidr nie jest rownoliczny z rodzing wszyst-
kich swoich podzbiorow.

DOWOD. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Wezmy dowolny zbiér X i przy-
pusémy, ze X jest réwnoliczny z rodzing wszystkich swoich podzbioréw o(X).
Oznacza to, iz istnieje bijekcja f ze zbioru X na zbidr p(X ). Okreslmy nastepu-
jacy element rodziny p(X):

Xi={rzeX :z¢ f(x)}

Wtedy dla pewnego z; € X musiatoby by¢: f(z;) = X;. Zapytajmy teraz: czy
M S X f?

L. Jeslizy € Xp,toxpe{reX : x¢ f(x)},czylizy ¢ X;.
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2. Jeslizy ¢ Xy, toxp ¢ {x € X : ¢ f(x)h,czylizy € {v € X
nieprawda, ze © ¢ f(z)} ={r € X : z € f(z)}, azatem x; € X}.

Otrzymujemy zatem, iz: z; € X, wtedy i tylko wtedy, gdy z; ¢ Xy, a to
jest sprzecznosé. Musimy zatem odrzucié przypuszczenie o istnieniu funkcji f.
W konsekwencji, nie istnieje bijekcja miedzy X oraz o(X), czyli X oraz p(X)
nie sg rownoliczne.

Wszystkie prace zaliczeniowe zostang zarchiwizowane w pokoju 80. Kazdy
ze stuchaczy moze obejrzeé swoja prace w godzinach dyzuru wyktadowcy.

Lektura prac stuchaczy sktania do kilku refleksji. WigkszoS¢ tatwo poradzita
sobie z zadaniem pierwszym oraz (cho¢ czasem z btgdami rachunkowymi) z za-
daniem trzecim. Niepokojaca okazala si¢ nieznajomos¢é pewnych elementarnych
wiadomosci i umiejetnosci omawianych w dydaktyce szkolnej (dziatania na lo-
garytmach!). Martwi takze to, ze zaledwie kilka oséb prébowato przeprowadzié
dowdd, wymagany w zadaniu piatym. Zachecamy stuchaczy do treningu w upra-
wianiu dedukcji, w uzasadnianiu twierdzen. Na dalszych latach studiéw kogni-
tywistycznych metody dedukcyjne bgda intensywnie wykorzystywane. Ponadto,
umiejetno$¢ uzasadniania twierdzen jest cecha wymagana w przypadku osoby,
chcacej uchodzi¢ za wyksztatcona.

JERZY POGONOWSKI
Zaklad Logiki i Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl
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MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI

Z.ALICZENIE POPRAWKA: 7.11.2017

KOGNITYWISTYKA UAM, 20162017

Imieg i nazwisko: .............. Lowcy LANI KYRENEJSKIEJ

1. Pokaz, ze nie jest prawem rachunku zbioréw (tutaj X’ oznacza dopetnienie
zbioru X w rozwazanym uniwersum):

AN(CUBY = (A-C)N(B-C)

2. Oblicz granice ciagu o wyrazie ogélnym:
an, = V2" +

3. Oblicz druga pochodna funkcji:

4. Znajdz wartosci liczbowe ekstreméw lokalnych funkcji:

f(x):2-x3—3-$2—36-$+6-sing

JERZY POGONOWSKI
Zaklad Logiki 1 Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl
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MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI

Z.ALICZENIE POPRAWKA: 7.11.2017

KOGNITYWISTYKA UAM, 20162017

Imig i nazwisko: ........... Lowcy DziKA ERYMANTEJSKIEGO

1. Pokaz, ze nie jest prawem rachunku zbioréw (tutaj X’ oznacza dopetnienie
zbioru X w rozwazanym uniwersum):

AU(CUB)=(A-C)n(A-B)
2. Oblicz granice ciagu o wyrazie ogélnym:
a = VT T
3. Oblicz druga pochodna funkcji:
fla) = e
4. Znajdz wartosci liczbowe ekstreméw lokalnych funkcji:

f(:v):2-$3—3-x2—12-$+6-tg%

JERZY POGONOWSKI
Zaklad Logiki 1 Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl
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ROZWIAZANIA

Lowcy EANI KYRENEJSKIE]

1. Zadanie mozna rozwiazaé réznymi sposobami. Pokazemy rozwiazanie wyko-
rzystujace diagramy Venna. Mozna narysowaé diagramy Venna dla lewej i prawej
strony badanej réwnosci i pokazaé, ze reprezentuja one rézne zbiory, zaznaczajac
np. réznymi kolorami brane pod uwage obszary. Poniewaz jednak mamy pokazac,
ze rozwazana rOwnos¢ nie zachodzi, wigc zadanie jest latwiejsze: umieScimy w
kazdej sktadowej diagramu Venna jaki$ element (np. liczbg), obliczymy czemu
réwna jest wtedy lewa i prawa strona rozwazanej réwnosci i (jezeli pytanie byto
uczciwe) dostaniemy w wyniku rézne zbiory.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:
1. A={1,2,4,5}

2. B=1{2,3,5,6}

3. C ={4,5,6,7}

4. CUB =1{2,3,4,5,6,7}

5. (CuB) ={1,8}

6. A—C={1,2}

7. B—C={2,3}

8. AN(CUB) ={1}
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9. (A-C)Nn(B-C)={2}
10. Tak wigc: AN(CUB) ={1} #{2} =(A-C)n(B-C).

2. Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach. Poniewaz 2 < 7, wigc zachodza
nieréwnosci:

Vrn < /20 L T+ .
Mamy dalej: /7" = moraz /7" + 7" = V27" = 7w - /2. Jak wiadomo z
wyktadu, lim 7 - V2=7 -lim 2=n-1=rm.
n—oo n—oo
Mamy zatem trzy ciagi:

1. b, = V7", przy czym lim b, =7
n—oo
2. ¢, = V2 -7, przy czym lim ¢, =7
n—o0

3. a, = V2" + 7", przy czym b,, < a,, < ¢, dla wszystkich n.

Na mocy twierdzenia o trzech ciaggach mamy wtedy: lim a, = lim b, =
X n—oo n—oQ
lim ¢, = 7.
n—oo

3. Obliczamy pierwsza pochodna funkcji f(z) = e¥"*:
(f(f))l — (esinx)/ — esinx . (sinx)’ — esin:p . COS T
Obliczamy druga pochodna funkcji f(z) = e*n*:

f//(LE) — (esinx . COSI‘)/ — ((esin:p)/ . COST -+ esinac . (COS‘T)/) —

sin x sinx

=7 . (sinz) - cosz + e s (

+(—sinzx)=e¢ COST - COST — sinx) =

sinx (

=e cos® z — sin x)

4. Mamy do czynienia z funkcja wielomianowa, a wigc jej dziedzina jest caty
zbiér R. Obliczamy pochodng funkcji f(z):

f(x)’:(2~x3—3-x2—36-x+6-sing)’:6~x2—6-x—36:6~(x2—x—6)

Mamy: f(z) = 0 dokladnie wtedy, gdy 22 — x — 6 = 0. W szkole nauczyliSmy
sig¢, jak rozwigzywac rownanie kwadratowe:
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1. Mozna obliczy¢ wyréznik A = 25 i znalez¢é dwa pierwiastki x; = —2,
ro = 3, postugujac si¢ stosownym wzorem szkolnym.

2. Mozna skorzystac z faktu, ze iloczyn pierwiastkow réwny jest —6, zas ich
suma rowna jest 1 i na tej podstawie ustali¢, ze vy = —2, xo = 3.

Tak wige, f(z)" = 0 dlax = —2 oraz x = 3. Badamy znak pochodnej w
trzech przypadkach: dla argumentu mniejszego od —2, dla argumentu migdzy —2
a 3 oraz dla argumentu wigkszego od 3:

1. f(-=3)=36>0

2. f(0)=-36<0

3. f(4)=36>0

Tak wigc, funkcja f jest:

1. rosnaca w przedziale (—oo, —2)
2. malejaca w przedziale (—2, 3)

3. rosnaca w przedziale (3, 00).
W konsekwencji, funkcja f ma:

1. maksimum lokalne w punkcie —2 i mamy f(—2) = 50 (pamigtamy, ze

sing =1)

2. minimum lokalne w punkcie 3 i mamy f(3) = —75.
Poniewaz badana funkcja jest funkcja wielomianowa o nieparzystym wyktad-

niku przy najwyzszej potedze x oraz dodatnim wspétczynniku przy tej potedze,
wigc otrzymujemy dodatkowo:

. lim f(z)=—-00

T—r—00

2. lim f(x) = oo.

T—00
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ROZWIAZANIA

LowcCcy DzZIKA ERYMANTEJSKIEGO

1. Zadanie mozna rozwiazaé réznymi sposobami. Pokazemy rozwiazanie wyko-
rzystujace diagramy Venna. Mozna narysowaé diagramy Venna dla lewej i prawej
strony badanej réwnosci i pokazaé, ze reprezentuja one rézne zbiory, zaznaczajac
np. réznymi kolorami brane pod uwage obszary. Poniewaz jednak mamy pokazac,
ze rozwazana rOwnos¢ nie zachodzi, wigc zadanie jest latwiejsze: umieScimy w
kazdej sktadowej diagramu Venna jaki$ element (np. liczbg), obliczymy czemu
réwna jest wtedy lewa i prawa strona rozwazanej réwnosci i (jezeli pytanie byto
uczciwe) dostaniemy w wyniku rézne zbiory.

W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:
1. A={1,2,4,5}

2. B=1{2,3,5,6}

3. C ={4,5,6,7}

4. CUB =1{2,3,4,5,6,7}

5. (CuB) ={1,8}

6. A—C={1,2}

7. A— B =1{1,4}

8. AU(CUB) =1{1,2,4,5,8}
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9. (A-C)Nn(A-B)={1}
10. Tak wige, AU (CUB) ={1,2,4,5,8} # {1} =(A-C)Nn(A— B)

2. Skorzystamy z twierdzenia o trzech ciagach. Poniewaz © < 5, wigc zachodza
nieréwnosci:

V5n < /T 450 < /B + b
Mamy dale;j: I5n = 5oraz V5" + 5" = /2-57 = 5. {/2. Jak wiadomo z
wyktadu, lim 5-/2=5- lim {/2=5-1=5.

n—oo n—oo

Mamy zatem trzy ciagi:
1. b, = V5", przy czym lim b, =5
n—oo
2. ¢, = V25", przy czym lim ¢, =5
n— o0

3. a, = /" + 5", przy czym b,, < a,, < ¢, dla wszystkich n.

Na mocy twierdzenia o trzech ciagach mamy wtedy: lim a, = lim b, =
n—oo n—oo
lim ¢, = 5.
n—roo

3. Obliczamy pierwsza pochodna funkcji f(z) = e®57:
(f('r))/ — (GCOS]))/ — ecosx . <COS,I), — _BCOSQJ . Sinl‘

Obliczamy druga pochodna funkcji f(x) = e®5*:

(f(x))// — (_eCOSZE . Sinx)/ — _((6COS{L'>/ . Sinx _'_ 6COSI . (Sinx)l) —
= —(e°®"-(cosx)"-sin x+€°**-cos ) = —(e°*"-(— sin x)-sin x4 -cos x) =
= €7 . (sin® x — cos )

4. Mamy do czynienia z funkcja wielomianowa, a wigc jej dziedzing jest caty
zbiér R. Obliczamy pochodng funkcji f(z):

fl@)=(2-2*-3 -2~ 12-2+6-tg %)’:6.:52—6.:(;—12:6.(:52—1;—2)

Mamy: f(z) = 0 doktadnie wtedy, gdy 22 — x — 2 = 0. W szkole nauczyliSmy
sig¢, jak rozwigzywac rownanie kwadratowe:
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1. Mozna obliczy¢ wyr6éznik A = 9 i znalez¢ dwa pierwiastki 7, = —1, xo =
2, postugujac si¢ stosownym wzorem szkolnym.

2. Mozna skorzystac z faktu, ze iloczyn pierwiastkéw réwny jest —2, zas ich
suma rowna jest 1 i na tej podstawie ustali¢, ze vy = —1, 1o = 2.

Tak wige, f(z)’ = 0dlax = —1 oraz x = 2. Badamy znak pochodnej w
trzech przypadkach: dla argumentu mniejszego od —1, dla argumentu migdzy —1
a 2 oraz dla argumentu wigkszego od 2:

1. f(-2)=24>0

2. f(0))=-12<0

3. f3)=24>0

Tak wigc, funkcja f jest:

1. rosnaca w przedziale (—oo, —1)
2. malejaca w przedziale (—1, 2)

3. rosnaca w przedziale (2, 00).

W konsekwencji, funkcja f ma:

1. maksimum lokalne w punkcie —1 i mamy f(—1) = 13 (pamigtamy, ze
gy =1
2. minimum lokalne w punkcie 2 i mamy f(2) = —14.

Poniewaz badana funkcja jest funkcja wielomianowa o nieparzystym wyktad-
niku przy najwyzszej potedze x oraz dodatnim wspétczynniku przy tej potedze,
wigc otrzymujemy dodatkowo:

. lim f(z)=—-c0

T—r—00

2. lim f(x) = oo.

T—00

Wszystkie prace zaliczeniowe sa zarchiwizowane w pokoju 80. Kazdy ze stu-
chaczy moze obejrze¢ swoja pracg¢ w godzinach dyzuru wyktadowcy.

JERZY POGONOWSKI
Zaklad Logiki i Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl
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