Matematyczne podstawy kognitywistyki

Jerzy Pogonowski

Zakiad Logiki i Kognitywistyki UAM
pogon@amu.edu.pl

Struktury algebraiczne

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury algebraiczne 1/73



Matematyka jako nauka o strukturach

@ Zarbwno w samej matematyce, jak i w jej zastosowaniach w
innych naukach bada sie réznego rodzaju struktury. Sktadajg sie
one z pewnego uniwersum (zbioru obiektow) oraz relacji i funkcji
okreslonych na tym uniwersum.

@ Uniwersa liczb (naturalnych, catkowitych, wymiernych,
rzeczywistych) wyposazone sg zaréwno w strukture porzgdkowa,
jak tez w strukture wyznaczong przez dziatania arytmetyczne na
liczbach.

@ Takze w rozwazaniach geometrycznych mowa jest o pewnych
strukturach: obiektami sg np. punkty, proste, ptaszczyzny, odcinki,
okregi i wiele innych figur geometrycznych, migdzy ktérymi
zachodzg rézne zaleznosci (podobienstwo, przystawanie, lezenie
miedzy, itp.) i dla ktérych okreslone sg funkcje, wyznaczajgce np.
ich wtasnosci miarowe (dtugo$¢, pole, objetosé, odlegtose, itp.).
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Opisy aksjomatyczne

@ Obecnie obowigzujacym standardem jest charakteryzowanie
struktur na sposéb aksjomatyczny. Polega on na przyjeciu
pewnych zatozen o badanych obiektach, relacjach, funkcjach,
przy czym owe zatozenia spetnia¢c musza okreslone warunki, np.:
nie moga by¢ wzajem sprzeczne, powinny by¢ od siebie
niezalezne, powinny by¢ — w jakim$ sensie — oczywiste, naturalne.

@ Cata reszta roboty dedukcyjnej matematyka polega na
dowodzeniu twierdzen o strukturach scharakteryzowanych
wyjsciowymi aksjomatami.

@ Matematyka interesujg liczby wraz z operacjami na nich, ,gote”
liczby interesujg by¢ moze filozofow.

@ Matematyk pytany o to, czym sg liczby danego rodzaju odpowie:
sg obiektami, ktére spetniajg zatozone o nich aksjomaty.
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Struktury relacyjne i algebry Definicje

@ Strukturg relacyjng nazywamy dowolny uktad
A=(ARy,....,Ryf1,....fm a,...,a), gdzie:

o A jest zbiorem, nazywanym uniwersum (lub dziedzing) struktury A,

e Ry,..., R, sarelacjami na zbiorze A (kazda z tych relacji ma
okreslong liczbe argumentéw);

e fi,..., fnsa funkcjami o warto$ciach w zbiorze A (kazda z tych
funkcji ma okreslong liczbe argumentéw);

@ ai,...,ax sg elementami wyrdéznionymi w zbiorze A.

@ Struktury postaci A = (A, fi,...,fm, ay,...,ak) nazywamy
algebrami.

@ Najczesciej rozwazamy funkcje (operacje, dziatania) jedno- lub
dwuargumentowe. Jesli np. & : A x A — A jest operacja
dwuargumentowa, to warto$¢ &(x, y) bedziemy czesto zapisywali
w postaci infiksowej x @ y. Podobnie, np. dla operacji
jednoargumentowej © : A — A w miejsce ©(x) bedziemy czesto
pisali ©x.
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Struktury relacyjne i algebry Definicje

@ Jesli Ama n elementéw, to na zbiorze A mozna okreslié n'™
. . P Ty 22
operacji dwuargumentowych. Mozna zatem okresli¢ 2= = 16
opzeracji dwuargumentowych na zbiorze dwuelementowym oraz
3% = 19683 operacji dwuargumentowych na zbiorze
tréjelementowym.

@ Niechnp. A={0,1,2},®3 : AxA— A ®3: Ax A— A, gdzie:

o X &3 y = reszta z dzielenia x + y przez 3
® X®3 = reszta z dzielenia x - y przez 3

@3 (0|1]2 ®3|0]1]2
00|12 00|00
1111210 110112
2 12|01 2 10|21

Cwiczenie: rozszerz powyzsze operacje na caty zbior N.
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Struktury relacyjne i algebry Wiasnosci dziatan

Niech (A, o) bedzie algebra z jednym dziataniem dwuargumentowym.
Powiemy, ze:
@ o jest przemienne, gdy x o y = y o x dla wszystkich x,y € A
@ ojestfgczne, gdy x o (y o z) = (x o y) o z dla wszystkich x, y,z € A
© element e € A jest neutralny dla dziatania o, gdy xoce = eo x = x
dla wszystkich x € A. Element neutralny dziatania nazywamy tez
modutem dziatania.
© Powiemy, ze y jest elementem odwrotnym dla x (wzgledem o), gdy
Xoy =yoXx=e,gdzie e jest elementem neutralnym dziatania o.

Niech (A, @, ®) bedzie algebrg z dwiema operacjami
dwuargumentowymi. Powiemy, ze operacja ® jest wzgledem operaciji
@: lewostronnie rozdzielna, gdy x @ (y # z) = (x ® y) & (y ® z), dla
wszystkich x, y, z € A; prawostronnie rozdzielna, gdy
(Yyez)ex=(y®x) e (z® x),dawszystkich x, y, z € A; rozdzielna,
gdy jest ona lewo- i prawostronnie rozdzielna.
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Struktury relacyjne i algebry Wiasnosci dziatan

@ Dodawanie i mnozenie liczb rzeczywistych sg dziataniami
tacznymi i przemiennymi. Mnozenie jest rozdzielne wzgledem
dodawania, ale dodawanie nie jest rozdzielne wzgledem
mnozenia.

@ Elementem neutralnym dodawania liczb rzeczywistych jest 0,
elementem neutralnym mnozenia liczb rzeczywistych jest 1.

@ Elementem odwrotnym dla liczby x wzgledem dodawania liczb
rzeczywistych jest liczba —x, elementem odwrotnym dla liczby x
réznej od 0 wzgledem mnozenia liczb rzeczywistych jest liczba }

@ Operacje sumy oraz iloczynu zbioréw sg dziataniami tgcznymi i
przemiennymi. Suma jest rozdzielna wzgledem iloczynu, iloczyn
jest rozdzielny wzgledem sumy.

@ Operacja brania $redniej arytmetycznej dwéch liczb rzeczywistych
jest przemienna, ale nie jest tgczna.

@ Operacja dzielenia liczb rzeczywistych jest prawostronnie
rozdzielna wzgledem dodawania, ale nie jest lewostronnie
rozdzielna wzgledem dodawania.
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Struktury relacyjne i algebry Wiasnosci dziatan

Dla dowolnych a > 0, b > 0 mamy 228 < a}b,

@ Dowdd algebraiczny:

e (a— b)? > 0 dla wszystkich a, b (w szczegolnosci dla a > 0, b > 0)
e & —-2ab+b?>>0

e & —2ab+ b?+4ab > 4ab

o & +2ab+ b? > 4ab

e (a+b)?>>4ab

o 1(a+b)?>2ab

o

atb 2ab
2 > a+b
@ Zauwazmy jeszcze, ze 22 — 2
ath — 141

j)
ol

@ Pokazemy jeszcze interpretacje geometryczng Srednich:
arytmetycznej, geometrycznej i harmoniczne;j.
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Struktury relacyjne i algebry Wiasnosci dziatan

C

E

A a—jap P O  b_|DB B

@ Rozwazmy wielkosci a, b, dla ktérych a = |AD|, b = |DB|, a wiec

a+ b= |AB|.
@ Kreslimy potokrag, ktérego srodek O znajduje sie w potowie

odcinka AB.
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Struktury relacyjne i algebry Wiasnosci dziatan

@ Punkt C wyznaczamy, kreslac prostopadtg do odcinka AB,
przechodzaca przez punkt D.
@ taczymy odcinkiem punkty Ci O.
@ Punkt E znajdujemy, kreslgc prostopadta do odcinka OC,
przechodzaca przez punkt D.
@ Katy proste: ACB, ADC, DEO.
@ Wyznaczymy teraz dtugosci odcinkéw, ktére odpowiadajag:
o Sredniej arytmetycznej ai b, czyli %"
e $redniej geometrycznej ai b, czyli vab

o $redniej harmonicznej ai b, czyli 222, co jest tym samym co ﬁ
a'b

@ Jest oczywiste, ze $rednia arytmetyczna %" rowna jest dtugosci
promienia rozwazanego poétokregu.

e Wynika z tego, ze 2f2 = |OC].
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Struktury relacyjne i algebry Wiasnosci dziatan

@ Na podstawie podobienstwa tréjkatow prostokatnych ADC i CDB

mamy: ‘lggﬂ ‘Iggl‘ Tak wigc, |DC|? = |AD| - |DB| = a- b. Stad

|DC| = Vab.

@ Z faktu, ze DOC jest trojkatem prostokgtnym, OC jego
przeciwprostokatng, a CD jedng z przyprostokatnych wynika, ze
Vab < 2.

@ Na podstawie podobienstwa tréjkatéw prostokgtnych DEC i CDO

mamy 165 = {6a}» azatem |CD|? = |CE| - |CO|. Tak wigc

b _ 2ab
ab = |CE| - ;2. Mamy zatem |CE| = 22}.

@ Z faktu, ze CDE jest trojkatem prostokatnym, CD jego
przeciwprostokatng, a CE jedng z przyprostokatnych wynika, ze

|CE| < |CD|, czyli 228 < /ab.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury algebraiczne 11/73



Struktury relacyjne i algebry Wiasnosci dziatan

@ PokazaliSmy zatem, ze zachodza nastepujgce nierdwnosci
miedzy rozwazanymi trzema rodzajami $rednich (harmoniczna,

geometryczng, arytmetycznag) liczb ai b:

15_?_% = % < \/% < %b

Rownos¢ zachodzi tylko wtedy, gdy a = b.

Operacja brania kazdej z tych $rednich jest przemienna.

Operacja sredniej arytmetycznej dwéch liczb nie jest tagczna.

Cwiczenie: sprawdzié, czy operacje $redniej geometrycznej |
Sredniej harmonicznej sg tgczne.
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Struktury relacyjne i algebry Podstruktury

@ Niech A = (A, R) i B = (B, S) beda strukturami relacyjnymi, gdzie
R C A2i S C B?. Méwimy, ze A jest podstrukturg B, gdy:
e ACB
e R=SnA.

@ Np. (N, <) jest podstrukturag (R, <).

@ Niech A= (A,f)i B = (B, g) beda algebrami z jedng operacja
dwuargumentowg. Mowimy, ze A jest podalgebrg B, gdy:
e ACB

e g = f|(A x A) (czyli g jest obcieciem f do A x A)
o A jest zamkniety ze wzgledu na f (jesli x,y € A, to f(x,y) € A).

@ Np. (N, +) jest podalgebra (R, +).

Cwiczenie: pomys|, jak zdefiniowaé te pojecia w przypadku struktur
relacyjnych i algebr o dowolnych zestawach relacji i operacji.
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Struktury relacyjne i algebry Morfizmy

@ Niech A= (AR, f)iB = (B, S, g) beda strukturami, gdzie Ri S
sg relacjami dwuargumentowymi, a f i g funkcjami
dwuargumentowymi. Méwimy, ze funkcja h: A — B jest
homomorfizmem A w B, gdy dla wszystkich x, y € A:

e xRy wtedy i tylko wtedy, gdy h(x)Sh(y).
e h(f(x,y)) = g(h(x), h(y))-

@ Np. funkcja logarytmiczna log : Ry — R jest homomorfizmem
struktury (R4, <, -) w strukture (R, <, +). Stuchacze pamietajg ze
szkoty, ze logarytm z iloczynu réwny jest sumie logarytméw:
log(x - y) = log(x) + log(y).

@ Jesli h jest bijekcja i homomorfizmem A w B, to h nazywamy
izomorfizmem miedzy A i B. Mowimy, ze A i B sg izomorficzne,
gdy istnieje izomorfizm A na B.

Cwiczenie: pomysl, jak zdefiniowaé te pojecia w przypadku struktur
relacyjnych i algebr o dowolnych zestawach relacji i operacji.
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Przyktady

@ Na poprzednim wyktadzie pokazaliSmy, ze rodzina wszystkich
podzbioréw zbioru {1, 2,3} uporzadkowana czesciowo przez
inkluzje jest izomorficzna ze zbiorem liczb {1,2,3,5,6,10,15,30}
uporzgdkowanym czesciowo przez relacje podzielnosci.
Izomorfizm ten to bijekcja
f:p({1,2,3}) = {1,2,3,5,6,10,15,30} okreslona warunkami:
f(0) =1, f({1}) = 2, f({2}) =3, f({3}) = 5, f({1,2}) = 6,
f({1,3}) =10, f({2,3}) = 15, f({1,2,3}) = 30.

@ Funkcja identycznosciowa f(x) = x jest homomorfizmem
(N, <, 4+, )w (R, <, +, ). Struktury (N, <, +, ) oraz (R, <, +, ) nie
sg jednak izomorficzne. Dlaczego?
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Struktury relacyjne i algebry Przyktady

{1,2,3}

{1,2}/{j3}\{2 3} 6 /
{l} >< {2} >< {3} 2 ><
N

><
NP e

Strzatki w lewym diagramie reprezentujg inkluzje, a w prawym relacje
podzielnosci. Poniewaz obie te relacje sa przechodnie, wiec dla
uproszczenia pominigto pewne strzatki.
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Struktury relacyjne i algebry Przyktady

@ Algebra Peana jest kazda algebra A = (A, f, a) taka, ze:

@ ac A (element poczatkowy algebry)

@ 7 : A— A (funkcja nastepnika)

Q a¢ mg(f)

© 1 jest funkcjg r6znowarto$ciowg

© Dla dowolnego zbioru X C A, jedlia € X oraz f(x) € X, 0ile x € X,
dla wszystkich x € X, to X = A.

@ Kazda algebra Peana jest izomorficzna z algebra (N, s,0), gdzie s
jest funkcjg nastepnika. Jak pamigtamy, dodawanie i mnozenie w
N mozna zdefiniowac, uzywajac 0 i s.

@ Definiujemy: x < y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje z € N taka, ze
X+z=y.

@ Zbiér wszystkich permutacji skonczonego zbioru X wraz z
operacjg sktadania permutacji (rozumiang jako ztozenie funkciji)
jest algebra.
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Struktury relacyjne i algebry Przyktady

Algebra jest zbiér wszystkich (szesciu) symetrii (tj. izometrii wlasnych,
czyli przeksztatcen, w ktérych obrazem figury jest ona sama) tréjkata
rownobocznego:

P

@ o0;: obrét o 0 stopni, 0,: obrét o 120 stopni, 0s: obrét o 240 stopni,
@ s.: symetria wzgledem prostej a, sp: symetria wzgledem prostej b,
S¢: symetria wzgledem prostej c.
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Struktury relacyjne i algebry Przyktady

Na przecieciu wiersza i kolumny tej tabeli znajduje sie wynik ztozenia
operacji z tego wiersza i tej kolumny:

(o0 ]02]0s|Salsn]se

04 O1 | O | O3 | Sg | Sp | Sc
(0),) O> | O3 | 01| Sc | Sa | Sp
(0%] O3 | O1 | 02| Sp | Sc | Sa
Sa || Sa| Sp| Sc | 01 | O2 | O3
Sp || Sp| Sc | Sg | 03 | O1 | O2
Sc Sc | Sa| Sp| O2| O3 | Of

Podstrukturg powyzszej struktury jest:

Jerzy Pogonowski (MEG)

o [ol%]e]

01 01 | O | O3
Oo || O2 | O3 | O4
O3 || O3 | O1 | O2
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Struktury relacyjne i algebry Przyktady

Rozwazmy strukture K4 = ({e, a, b, ¢}, o), gdzie dwuargumentowe
(faczne i przemienne) dziatanie o jest okreslone tabela:

O|T|Iv D|O
O|IT|D|D|D
SO0 | D
HLIODO|O|T|T
OV ITIO|O

@ K4 (grupa czwdrkowa Kleina) jest izomorficzna np. ze strukturg
(p({x,y}),+), gdzie = operacja réznicy symetrycznej zbiorow.
Elementem neutralnym w (p({x, y}), =) jest 0.

o W K, kazdy element jest elementem do siebie odwrotnym.
Ztozenie dowolnych dwoch elementéw réznych od elementu
neutralnego jest réwne trzeciemu elementowi r6znemu od
neutralnego.
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Struktury relacyjne i algebry Przyktady

K4 nie jest jednak izomorficzna np. ze strukturg C4 = ({e, a, b, c}, o)
(grupa cykliczng rzedu cztery), gdzie (fgczne i przemienne) dziatanie e
jest zdefiniowane tabelg:

O|IT|D| D@
O|IT|D|D|D
DIO|T|D| D
VIO
TIV|D|O|O

@ gea=Db,ae(aea) =aeb=rc,ae(ae(aea)) = e, czyli wszystkie
elementy struktury mozna otrzymaé¢ (wygenerowac) z elementu a.

@ Czterokrotna iteracja operacji e na kazdym z elementéw tej
struktury rowna jest elementowi neutralnemu e (mamy tez
eee=c¢corazbeb=e¢).

@ C4 = ({e, a, b, c}, e) ma doktadnie trzy podstruktury: ({e},e),
({e,a, b,c},e)0raz ({e, b},e).
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

@ Niech A = (A, f) bedzie algebra, gdzie f : Ax A — Ainiech E
bedzie relacjg réwnowaznosci na A. Méwimy, ze E jest
kongruencjg algebry A, gdy dla wszystkich xy, Xo, y1, Yo € A:

@ Jesli xiEyy i xoEyo, to f(xq, x2) Ef (y1, y2).

@ Najmniejszg (wzgledem inkluzji) kongruencjg w strukturze A jest
relacja identycznos$ci na zbiorze A, a najwigksza takg kongruencija
jest relacja petna w zbiorze A.

@ Jesli E jest kongruencja algebry A = (A, f), to przez algebre
ilorazowg rozumiemy algebre A/E = (A/E, fg) taka, ze:

o Dla dowolnych x, y € A: fe([X]g, [y]e) = [f(X. ¥)]e-

@ Zfaktu, ze E jest kongruencjg algebry A wynika, iz powyzsza
definicja jest poprawna (nie zalezy od wyboru reprezentantéw z
klas abstrakciji).

Cwiczenie: pomysl, jak zdefiniowaé te pojecia dla algebr z dowolng
liczbg operac;ji.
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

@ Relacja réwnolicznosci zbioréw, okreslona w rodzinie wszystkich
podzbiorow dowolnego zbioru X jest kongruencija struktury
(p(X),U,N).

@ Na drugim wyktadzie wspomnieliémy o relacji rownowaznosci =,
okreslonej dla liczb catkowitych w sposob nastepujacy: x =, y
wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y majg takie same reszty z
dzielenia przez n. Czesto uzywa sie notacji: x = y(mod n) i mowi,
ze liczba x przystaje do liczby y modulo n. Ta relacja jest
kongruencja w strukturze (Z, +, -) wszystkich liczb catkowitych z
dziataniami dodawania i mnozenia. tatwo sprawdzi¢, ze x =, y
wtedy i tylko wtedy, gdy x — y jest podzielna bez reszty przez n.
Szczegdlnie wazne sg te relacje o postaci =p, gdzie p jest liczbg
pierwsza.
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

@ W zbiorze Z/—, wszystkich klas abstrakcji omowionej przed
chwilg relacji rownowazno$ci =, gdzie p jest liczbg pierwsza,
wprowadzi¢ mozemy dziatania arytmetyczne, wykorzystujac
dziatania arytmetyczne w zbiorze Z i fakt, ze relacja =p jest
kongruencjg w strukturze (Z, +, -):

@ Zauwazmy, ze 7/, liczy doktadnie p elementow.

° [X]Ep Dp [Y]Ep =[x +y]£p
o [X]z, ®p Y]z, =[x ¥l=,

Na poczatku tej prezentacji podalismy tabelki dziatan dla operacji ©3
oraz ®3 (czyli operacji dodawania i mnozenia modulo 3).

Majac dang algebre (N, +, -,0) mozna skonstruowac algebry:
(Z,+,-,0) (liczby catkowite) oraz (Q, +, -, 0, 1) (liczby wymierne).
Relacja ~C (N x N) x (N x N): (a, b) = (¢, d) wtedy i tylko wtedy, gdy
a+ d = c+ b jest relacjg réwnowaznosci.

Relacja ~C (Z x (Z —{0})) x (Z x (Z — {0})): (a, b) ~ (c, d) wtedy i
tylko wtedy, gdy a- d = b - ¢ jest relacjg rbwnowaznosci.
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

@ Kongruencje algebr zwigzane sg z homomorfizmami algebr.
Kazda funkcja f : A — B wyznacza pewng relacje rbwnowaznosci
na A. Definiujemy mianowicie: x ker; y wtedy i tylko wtedy, gdy
f(x) = f(y). Relacje kers nazywamy jgdrem odwzorowania f.

@ Jesli f: A — B jest homomorfizmem algebry A na algebre B, to
relacja ker; zdefiniowana wzorem: x ker; y wtedy i tylko wtedy, gdy
f(x) = f(y) jest kongruencja algebry A.

@ Jesli E jest kongruencjg algebry A, to odwzorowanie kanoniczne
ke : A — A/E dane wzorem kg (x) = [x]g dla x € Ajest
homomorfizmem algebry A na algebre ilorazowg A/E. Tak wigc,
dla dowolnej algebry A:

@ Kazdy obraz homomorficzny algebry A jest izomorficzny z pewng
algebrg ilorazowg algebry A.

@ Kazda algebra ilorazowa algebry A jest izomorficzna z pewnym
homomorficznym obrazem algebry A.
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

@ Twierdzenie (0 homomorfizmie). Niech A, B i C bedg algebrami
tego samego typu. Niech dalej f : A — B bedzie homomorfizmem,
a g : A — C bedzie homomorfizmem surjektywnym, przy czym
kerg C ker;. Wtedy istnieje doktadnie jeden homomorfizm
h:C — Btaki,ze hog=".

A—B
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

Dowdd. Niech h = {(g(a), f(a)) : a € A}. Pokazemy, ze: h jest funkcja,
nadto jedyna funkcja taka, ze ho g = f, i wreszcie, ze h jest
homomorfizmem C w B.

Jesdli g(a) = g(b), to (a, b) € kery, a zatem takze (a, b) € kery, co
oznacza, ze f(a) = f(b). Widac wiec, ze relacja h jest funkcja. Jej
dziedzing jest C, poniewaz g jest surjekcja. Ponadto, h(g(a)) = f(a)
dla dowolnego a € A, czyli ho g = f. Niech ' o g = f. Wtedy dla
dowolnego ¢ € C istnieje a € A takie, ze g(a) = c. Ponadto:

H(c) = H(g(a)) = (W o g)(a) = f(a) = (ho g)(a) = h(g(a)) = h(c),
czyli h = K, co oznacza, ze funkcja h jest wyznaczona jednoznacznie.
Pokazemy, ze h jest homomorfizmem C w B, zaktadajac, ze w kazdej z
algebr A, B i C mamy jedng operacje n-argumentowa, czyli ze

A= (Auwr),B=(B,wB)iC=(C,wC), gdziew? : A" = A,

wB:B" - BiwC: C"— C. Dowdd w przypadku ogdinym, czyli gdy
kazda z rozwazanych algebr zawiera wigcej niz jedng operacje,
przebiega analogicznie.
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

Aby pokazaé, ze h jest homomorfizmem C w B, trzeba udowodni¢, iz
dla dowolnych ¢y, ..., cym € C zachodzi:

h(wC(cy, ..., cm)) = wB(h(cy),. .., h(cm)).

Niech c1,...,cm € C. Poniewaz g jest surjekcjg, wiec istnieja
ai,...,am € Atakie, ze g(a;) = ¢; dla wszystkich 1 </ < m. Na mocy
tego, ze f i g sg homomorfizmami, mamy:

A zatem h jest homomorfizmem C w B. O
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

Twierdzenie (o izomorfizmie). Niech f : A — B bedzie surjektywnym
homomorfizmem. Jesli E = ker;, to istnieje doktadnie jeden izomorfizm
h:A/E — Btaki, ze ho kg = f.
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Struktury relacyjne i algebry Kongruencije i algebry ilorazowe

Dowéd. Poniewaz z zatozenia E = ker,, = ker;, wigc korzystajac z
poprzedniego twierdzenia wiemy, ze istnieje doktadnie jeden
homomorfizm h: A/E — B taki, ze ho kg = f. Trzeba pokaza¢, ze h
jest bijekcja.
@ Poniewaz f jest surjekcjg, wiec dla kazdego b € B istnieje ac A
taki, ze f(a) = b.
@ Mamy zatem:
b= f(a) = (ho ke)(a) = h(ke(a)) = h([alE),
czyli h jest surjekcja.
@ Przypuscmy, ze h([a]g) = h([b]E).
@ Wtedy f(a) = f(b), co oznacza, ze (a,b) € kers = E.
@ A zatem [a]g = [b]E, czyli h jest injekcia.
O
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Rodzaje struktur algebraicznych

@ Swiat struktur relacyjnych i algebr jest niezmiernie bogaty.

@ Obejmuje réznego rodzaju struktury liczbowe (liczby naturalne,
catkowite, wymierne, rzeczywiste, zespolone, kwaterniony, itd.),
ale takze struktury ztozone z relacji, funkcji, wielomiandw,
macierzy, wektoréw, a wtasciwie dowolnych obiektow
matematycznych, na ktérych wykonujemy pewne operacje.

@ W dziejach matematyki rozwazania algebraiczne dotyczyty
poczatkowo przede wszystkim rozwigzywania réwnan.

@ Rozwdj algebry rozumianej jako badanie dowolnych struktur
matematycznych ma miejsce nieprzerwanie od XIX wieku.

@ Podajemy tu jedynie definicje kilku najwazniejszych rodzajow
struktur algebraicznych, wraz z prostymi przyktadami.
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Rodzaje struktur algebraicznych Grupy

Algebre (A, o) z dziataniem dwuargumentowym o nazywamy grupa,
gdy:
@ o jesttgczne;
@ o ma element neutralny;
© dla kazdego elementu x € A istnieje element odwrotny x '
wzgledem dziatania o.

Jedli o jest przemienne, to grupe (A, o) hazywamy przemienng
(abelows).

@ Wszystkie bijekcje zbioru A na A tworzg grupe, ze ztozeniem
odwzorowan jako dziataniem grupowym. Wtedy elementem
neutralnym jest bijekcja identycznosciowa, a elementem
odwrotnym do danego elementu jest bijekcja do niego odwrotna.

© Wszystkie izometrie ptaszczyzny tworzg grupe. Operacjg grupowg
jest sktadanie przeksztatcen.

© Grupami sa np.: (Z,+), (Q,+), (R,+). Nie jest grupa np. (N, +).
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Rodzaje struktur algebraicznych Pierscienie

@ Algebre (A, @, ®) nazywamy pierscieniem, gdy @ oraz ® sa
dziataniami dwuargumentowymi takimi, ze:
o (A, @) jest grupa abelowg;
® ® jesttaczne;
@ ® jest lewo- oraz prawostronnie rozdzielne wzgledem .

@ Jesli ® ma element neutralny, to pierécien (A, @, ®) nazywamy
pierscieniem z jednoscia.

@ Mowimy, ze element x pierécienia (A, @, ®) jest dzielnikiem zera,
gdy istnieje y € Ataki, ze x ® y = 0, gdzie 0 jest elementem
neutralnym wzgledem .

@ Pierscienie z przemiennym mnozeniem, z jednos$cig oraz bez
dzielnikéw zera nazywamy dziedzinami catkowitosci.
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Rodzaje struktur algebraicznych Pierscienie

@ (Z,+,) jest dziedzing catkowitoSci.
@ Wszystkie wielomiany o wspétczynnikach rzeczywistych tworzg
pierscien. Operacjami sg tu: dodawanie i mnozenie wielomianéw.
@ Rozwazmy zbiér R x R wraz z operacjami @ i ®:
Q@ (ab)®(c,d)=(a+c,b+d)
Q (ab)w(c,d)=(a-c,a-d+b-c)
@ Wtedy (R x R, &, ®) jest pierscieniem (liczby dualne), w ktérym
mnozenie ® jest przemienne, elementem neutralnym dodawania
@ jest para (0, 0), jednoscig jest para (1, 0). Istniejg w nim dzielniki
zera (0, b) (gdzie b # 0), poniewaz mamy: (0, b) ® (b,0) = (0, 0).
Ta struktura nie jest zatem dziedzing catkowitosci.
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Rodzaje struktur algebraicznych Ciata

Algebre (A, @, ®), gdzie A ma co najmniej 2 elementy, nazywamy
ciatem, gdy & oraz ® sg dziataniami dwuargumentowymi takimi, ze:
Q@ (A @) jest grupa abelowa z elementem neutralnym 0
@ ® jesttgczne i przemienne
© ® ma element neutralny 1

© dla kazdego x # 0 istnieje y taki, ze y jest elementem odwrotnym
dla x wzgledem dziatania ®

© ® jest rozdzielne wzgledem .
Najmniejszg liczbe n taka, ze n® 1 = 0 nazywamy charakterystyka

ciala (A, @, ®). Jezeli nie istnieje n taka, ze n® 1 = 0, to méwimy, ze
ciato (A, @, ®) ma charakterystyke 0.
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Rodzaje struktur algebraicznych Ciata

@ Liczby wymierne ze ,zwyktym” dodawaniem i mnozeniem, liczby
rzeczywiste ze ,zwyktym” dodawaniem i mnozeniem tworzg ciata
(charakterystyki 0). Sg to ciata, w ktérych porzadek jest zgodny z
dziataniami arytmetycznymi.

@ Ciatem jest zbiér A wszystkich liczb algebraicznych z operacjami
dodawania i mnozenia.

@ Zbiér C wszystkich liczb zespolonych z dziataniami dodawania i
mnozenia jest ciatem (charakterystyki 0). W ciele C nie mozna
okresli¢ porzadku, ktory bytby zgodny z dziataniami
arytmetycznymi.

@ Ciatem jest zbiér wszystkich liczb o postaci a + b - v/2, gdzie
a,beR.

@ Dla dowolnej liczby pierwszej p ciatem skornczonym
(charakterystyki p) jest zbior wszystkich klas abstrakcji relaciji
przystawania liczb naturalnych modulo p.

Q (Z,+,") nie jest ciatem.
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Rodzaje struktur algebraicznych Przestrzenie liniowe

Przestrzenig liniowa (przestrzenig wektorowg) nad ciatem

S = (S, @, ®) (ciatem skalaréw) nazywamy strukture o niepustym
uniwersum X oraz dziataniami: dodawaniem B elementéw zbioru X
(dodawaniem wektoréw) oraz mnozeniem X elementéw zbioru X
przez elementy ciata S (czyli: mnozeniem wektora przez skalar), gdy:

@ dodawanie wektoréw H jest taczne i przemienne

@ istnieje element neutralny # dodawania B (wektor zerowy)

© dla kazdego x € X istnieje element odwrotny do x wzgledem
dodawania Bx

© zachodzg prawa rozdzielnosci — dla dowolnych wektoréw x, y € X
oraz skalara ae S:
(xBy)Ra=(xXa)H(yXa)
alk(xBy)=(alx)B(aXy)

© zachodzi prawo tgcznosci — dla dowolnego wektora x € X oraz
skalaréw a,b € S: ak (bX x) = (a® b) X x

© dla dowolnego wektora x € X zachodzi 1 X x = x, gdzie 1 jest
elementem neutralnym mnozenia w ciele S.
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Rodzaje struktur algebraicznych Przestrzenie liniowe

W niektdrych przestrzeniach liniowych okreslic mozna pojecie
odlegtosci, opierajgc sie na pojeciu normy wektora.

Niech X = (X, H, K, 0) bedzie przestrzenig wektorowg nad ciatem liczb
rzeczywistych R. Normg w przestrzeni X nazywamy odwzorowanie X
w R, ktére przyporzadkowuje kazdemu wektorowi x € X liczbe

|| x ||€ R, przy czym spetnione sg nastgpujace warunki:

@ || x |> 0dlakazdego x € X

@ || x ||= 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = 6

Q (IxByl<lxl+IlylldaxyeX

Q al|x|=|aX| x| daxec Xoraz a€ R.
Pare (X, || ||) nazywamy przestrzenig (liniowa) unormowang. Odlegto$¢

miedzy wektorami x oraz y przestrzeni unormowanej mozna wtedy
zdefiniowac jako || x By ||.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury algebraiczne 38/73



Rodzaje struktur algebraicznych Przestrzenie liniowe

@ Kazde ciato K mozna uwazac za przestrzen liniowg nad ciatem K
ujmowanym jako ciato skalaréw.

@ Kazdy zbiér R” (n > 1) tworzy przestrzen liniowg nad ciatem liczb
rzeczywistych R.

@ Jesli X jest dowolnym zbiorem, a 'V przestrzenig liniowg nad
ciatem liczb rzeczywistych R, to przestrzenig liniowg jest tez zbidr
wszystkich funkcji z X w V, gdzie dodawanie H funkcji oraz
mnozenie X funkcji przez skalar okreslone sg nastepujaco:

Q (fBg)(x) = f(x) +g(x)
Q axf(x)=a-f(x).

@ Zbiér wszystkich macierzy o m wierszach oraz n kolumnach
tworzy przestrzen liniowg. Operacja dodawania jest tu
dodawaniem macierzy: jesli A = [a;], B = [bj], to
AH B = [a; + bj]. Mnozenie X macierzy przez skalar polega na
mnozeniu kazdego elementu macierzy przez ten skalar: jesli
A=[gj],toxXA=[x-g,dlaxecR.
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Kraty i algebry Boole’a Definicja

@ Definicja porzagdkowa. Zbior czesciowo uporzadkowany (L, <)
nazywamy kratg, gdy dla kazdych a, b € L istniejg: kres dolny,
oznaczany przez inf{a, b}) oraz kres gorny, oznaczany przez
sup{a, b}). Czesto uzywane oznaczenia dla inf{a, b}: a A b (albo
anb); dla sup{a, b}: aVv b (albo au b).

@ Definicja algebraiczna. Kratg nazywamy algebre (L, A, V),
spetniajgca nastepujgce warunki:

(L1) anb=bAra (L1") avb=bvVva

(L2) ana=a (L2"y ava=a

(L3) an(bnc)=(anb)nc (L3) av(bvc)=(avb)Vvc
(L4) an(avb)=a (L4) av(anb)=a
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Kraty i algebry Boole’a Definicja

Udowodnimy, ze powyzsze definicje sa rownowazne, czyli ze:

@ A. Jesli (L, <) jest zbiorem czesciowo uporzgdkowanym, w ktérym
istniejg kres dolny x A y oraz gorny x V y, to A i V spetniaja
warunki (L1)-(L4").

@ B. Jedli (L, A, V) spetnia warunki (L1)—(L4’), to relacja < okreslona
waruniem a < b wtedy i tylko wtedy, gdy aA b = ajest
czesciowym porzadkiem w L, w ktérym a A b jest kresem dolnym
aib,aaVv bjestkresem gornym ai b, a ponadto a < b wtedy i
tylko wtedy, gdy aV b = b.
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Kraty i algebry Boole’a Definicja

Dowdd implikaciji: jesli A, to B. Niech (L, <) bedzie kratg w sensie
definicji porzadkowej. Pokazemy, ze kresy A i v spetniajg warunki
(L1)—(L4").

@ Warunki (L1), (L2), (L1"), (L2") sg oczywiste.

©Q tacznosé A.Niechd =aA(bAc). Wiedyd <aid<bAca
dalejd<bid<c.Skorod <aid<b,tod< an b, aponiewaz
d < c,wigc d < (aAn b) A c. Niech e = (aA b) A c. Wtedy kolejno:
e<c,e<arbe<ae<be<(brc),e<an(bAic).

© Podobnie dowodzimy tgcznosci V.

© Na mocy definicji kresu dolnego: jesli a < b, to an b = a, a jesl
anNb=a,toa< b. Tak wiec, a < b wtedy i tylko wtedy, gdy
aA b= a. Podobnie, a < b wtedy i tylko wtedy, gdy aVv b = b, na
mocy definicji kresu gérnego.

© Warunki (L4) i (L4") s zatem spetnione, poniewaz
anb<a<avhb.
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Kraty i algebry Boole’a Definicja

Dowdd implikacii: jesli B, to A. Niech (L, A, V) bedzie kratg w sensie definicji
algebraicznej. Pokazemy, ze (L, <) jest krata w sensie definicji porzadkowe;j,
gdzie a < b wtedy i tylko wtedy, gdy aA b = a.

@ Relacja < jest zwrotna na mocy (L2). JeSlia< bib< c,toanb=ai
bAc=b.Mamy:a=aAb=an(bArc)=(arnb)Ac=aAc,czyli
a < ¢, awiec < jest przechodnia. JeSlia< bib< a toanb=ai
b A a= b, azatem < jest antysymetryczna.

© Pokazemy, ze a b =inf{a, b}. Mamy:
(anb)na=an(bra)=an(arnb)=(arna)Ab=aAb,czyliarnb< a.
Podobnie, anb < b. Jelix <aix<btoxna=xixAb=x.A
zatemx=xAb=(xANa)Ab=xA(aAnb),cooznacza,ze x < (aADb).

© Pokazemy, ze aVv b = sup{a, b}. Poniewaz a = a A (aV b), wiec
a< aVv b (podobnie,b< avb).deSlia<yib<y,toany=ai
bAy =b.Mamy wtedy: aVy =(aAny)Vy=yV(yAa)=y (podobnie,
bvy=y).Dalej: (avb)Ay=(avb)A(aVy)=
(avb)rn(av(bvy))=(avb)An((avb)Vy)=aVvb,czyliavb<y.
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Kraty i algebry Boole’a Przyktady

@ Rodzina wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru, czesciowo
uporzadkowana przez relacje inkluzji jest kratg. Kresem dolnym
jest iloczyn, a kresem gérnym suma zbiorow.

@ Rodzina wszystkich skonczonych podzbioréw zbioru N, cze$ciowo
uporzadkowana przez relacje inkluzji jest krata.

@ Zbior wszystkich dodatnich liczb naturalnych czesciowo
uporzadkowany przez relacje podzielnosci (bez reszty) jest krata.
Najwigkszy wspdlny dzielnik jest tu kresem dolnym, a najmniejsza
wspolna wielokrotno$¢ kresem gérnym.

@ Dowolny skonczony zbiér liniowo uporzadkowany jest krata.

@ Rodzina Eq(X) wszystkich relacji rownowaznosci na zbiorze X
jest kratg. Kresem dolnym jest iloczyn relacji, kresem goérnym
relacji 6,v € Eq(X) jest0U(fop)U(Oopob)U(ohoborp)U....

@ Rodzina Con(A) wszystkich kongruencji algebry A jest krata.
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Kraty i algebry Boole’a Przyktady

Krata Ns. Te krate nazywamy tez pentagonem:

Mamy tutaj:
XAN(yvz)=xn1=x
(xANy)V(xANz)=0vz=2Zz
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Kraty i algebry Boole’a Przyktady

Krata Ms. Te krate nazywamy tez diamentem:

Mamy tutaj:
XAN(yvz)=xn1=x
(xXANy)V(xAnz)=0v0=0
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Kraty i algebry Boole’a Przyktady

Diagramy Hassego dla struktur, ktore nie sg kratami. Zauwazmy, ze
nie sg kratami nastepujace struktury:

e

b e

Po lewej: ai ¢ nie majg kresu gérnego; po prawej: b i ¢ nie majg kresu
dolnego.
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Kraty i algebry Boole’a Przyktady

Krata podzbiorow zbioru tréjelementowego. Zauwazmy, ze diagramy
Hassego moga z pozoru by¢ rézne, cho¢ wyznaczajg te sama
strukture:

{a,b,c}
a,c}
{a,b, c}
SN e
{a.b} {a.c} {b.c} > {b.g
| X X {a} {c}
{at {b} {c}

NV
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Kraty i algebry Boole’a Przyktady

Krata podziatéw zbioru {1,2,3,4}.
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Kraty i algebry Boole’a Przyktady

Zauwazmy, ze podzbiér kraty sam moze by¢ kratg, ale nie by¢
podkratg rozwazanej kraty. Oto przyktad takiej sytuaciji:

e

;
N
N

Tutaj {a, b, c, d} jest podkratg catej kraty, ale {a, b, c, e}, cho¢ sam jest
krata, nie jest podkratg catej kraty.
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Kraty i algebry Boole’a Morfizmy krat

@ Twierdzenie. Dowolny homomorfizm f krat Lq i L, jest
przeksztatceniem monotonicznym, czyli dla wszystkich x, y € Ly:
jesli x <y, to f(x) < f(y).

@ Dowdd. Niech x < y. Wtedy x vV y = y, a zatem f(x V y) = f(y).
Skoro f jest homomorfizmem, to f(x) v f(y) = f(y), a to oznacza,
ze f(x) < f(y).

O

@ Implikacja odwrotna nie zachodzi, co pokazuje nastepujacy
kontrprzyktad:
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Kraty i algebry Boole’a Szczegblne podzbiory i elementy

@ Jesli (L, <) jestkrata, to [a,b] = {x € L: a < x < b} nazywamy
przedziatem o koncach ai b.

@ Jedli [a, b] = {a, b}, to mbéwimy, ze a bezposrednio poprzedza b i
piszemy wtedy a < b.

@ tancuchem jest kazdy liniowo uporzadkowany podzbiér kraty.

@ Antytancuchem jest kazdy podzbi6r kraty ztozony wytacznie z
elementéw nieporéwnywalnych wzgledem porzadku kraty.

@ Element najmniejszy kraty nazywamy jej zerem (0, o ile istnieje).
Element najwigkszy kraty nazywamy jej jedynkg (1, o ile istnieje).

@ Krata jest ograniczona z gory (z dotu) jesli istnieje jej jedynka
(zero). Krata jest ograniczona, jesli jest ograniczona z gory i z
dotu. W kratach ograniczonych an1 = aiaVv 0 = a. W kratach
ograniczonych mozemy okresli¢ pojecie uzupetnienia elementu
kraty. Element b nazywamy uzupetnieniem elementu a, jesli
anb=0iavb=1.

@ Kratg dualng do kraty (L, <) nazywamy krate (L, >).
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Kraty i algebry Boole’a Szczegblne podzbiory i elementy

Elementy minimalne w (L — {0}; <) nazywamy atomami.
Elementy maksymalne w (L — {1}; <) nazywamy koatomami.

Krata jest atomowa, jesli kazdy jej niezerowy element jest
niemniejszy od pewnego atomu.

Krata jest bezatomowa, jesli nie ma atoméw.
Kazda krata skonczona jest atomowa.
Dla dowolnego zbioru X krata (p(X), N, U) jest atomowa.

Niech elementami L beda sumy skonczonej liczby przedziatow
potdomknietych (tj. (—oo, @), [b, €), [d, +0), (—o0, +00)) zbioru
liczb rzeczywistych. Wtedy (L, N, U) jest bezatomowa.

Niech X bedzie zbiorem nieskonczonym i niech ~C o(X) x p(X)
bedzie relacjg takg, ze A ~ B zachodzi wtedy i tylko wtedy, gdy
A = B jest zbiorem skonczonym. Wtedy ~ jest kongruencjg kraty
(p(X),N,U). Krata ilorazowa (p(X)/~,N/~,U/.) jest
bezatomowa.
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Kraty i algebry Boole’a Szczegblne podzbiory i elementy

@ Niepusty podzbior A kraty (L; <) nazywamy ideatem, gdy:
Q jesSlix,ycAtoxvyeA
@ jeSlixcAorazy < x,toyc A.

@ |deat nazywamy wiasciwym, jesli A # L. |deat wtasciwy A
nazywamy ideatem pierwszym, jesli aA b € A implikuje, ze a € A
lub b € A. Jesli krata L ma zero, to kazdy jej ideat zawiera zero.

@ Najmniejszy ideat, zawierajacy zbiér X C L nazywamy ideatem
generowanym przez X. Jesli X = {a}, to ideat ten nazywamy
ideatem gtéwnym (generowanym przez a) i oznaczamy przez (a].

@ Kazdy ideat w L jest podkrata kraty L. Zbiér wszystkich ideatéw
kraty L jest kratg: kresem dolnym dwéch ideatéw jest ich iloczyn
teoriomnogosciowy, a kresem gérnym ideat generowany przez ich
teoriomnogos$ciowg sume.

@ |deatem maksymalnym nazywamy kazdy ideat wtasciwy, ktory nie
zawiera sie w zadnym ideale r6znym od niego. W kracie
skonczonej ideatami maksymalnymi sg ideaty gtébwne generowane
przez koatomy.
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Kraty i algebry Boole’a Szczegblne podzbiory i elementy

@ Niepusty podzbiér V kraty (L; <) nazywamy filtrem, gdy:
@ jeslix,ycV,toxnyevVv
Q@ jeSlixcVorazx<y,toye V.

@ Filtr w L jest wiasciwy, jesli jest rozny od L. Kazdy filtr w L jest
podkratg kraty L. Jeéli krata (L, <) ma jedynke 1, to zbiér {1} jest
jej filtrem, nazywanym filtrem jednostkowym.

@ Dla dowolnego x € L zbior {y € L: x < y} jest filtrem,
nazywanym filtrem gtéwnym generowanym przez x. Filtr, ktéry nie
jest gtowny, nazywamy niegtownym. Filtr gtbwny, generowany
przez {a} oznaczamy [a).

@ Zbiér wszystkich filtrow kraty L jest kratg: kresem dolnym dwoch
filtrow jest tu ich iloczyn teoriomnogosciowy, a kresem gérnym filtr
generowany przez ich teoriomnogosciowg sume.

@ Filtrem maksymalnym (ultrafiltrem) nazywamy kazdy filtr wtasciwy,
ktéry nie jest zawarty w zadnym réznym od niego filtrze. W kracie
skonczonej filtrami maksymalnymi sg filtry gtéwne generowane
przez atomy kraty.
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Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

Twierdzenie. W dowolnej kracie (L, A, V):

Q@ (anb)v(anc)<an(bvc)orazav(bnc

)
Q Jeslic<ato(anb)ve<an(bve). Jesdlia
av(bnc)<(avb)Arec.

Q (anb)v(barc)Vv(cna)<(avb)Aa(bVve)A(eVa)

(avb)A(aVve)
c, to

IN N
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Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

@ Dowdd. 1) Poniewaz b < bV corazjesliy < x,toany < aAx,
wiec aA b < aA (bV c). Podobnie, poniewaz ¢ < bV c oraz jesli
y<x,toany<anx,wiegcanc<aA(bvc).Azatem
(anb)Vv(anc)<an(bveoe).

@ Dalej, mamy aVv (bAc)<aVvborazaVv(bAc)<aVc,azatem
av(banc)<(avb)Aa(aVeco).

@ 2) Niech ¢ < a. Trzeba pokaza¢, ze aAb < aA(bV c) oraz
c<an(bvc).Skorob< bvc,toanb<an(bVc). Poniewaz
c<bvc,wiecanc<an(bvc). Skoroc< a,toanc=coraz
c<aAn(bvc).Azatem(anb)ve<(anb)V(anc). Podobnie
pokazujemy, ze jeSlia< c,toav(bAc) < (avb)Ac.
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Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

@ 3) Trzeba pokazad, ze:
(anb)v(banc)v(cna)<avb
(anb)v(bnc)v(cnhna)<bvVvce
(anb)Vv(banc)Vv(chna)<cVa

@ Mamy:
anb<b<gavb,awiecanb<avb
bre<b<avb,awiecbAhc<avb
anc<a<avb,awieccrha<avb

@ Azatem (anb)Vv(bAc)V(cAa)<aVb. W podobny sposéb
pokazujemy, ze (aAb)V (bAc)V(cAa)<bVcoraz
(anb)Vv(banc)Vv(chna)<cVa.
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Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

@ Krata jest zupefna, jesli kazdy jej podzbiér ma kres dolny oraz
kres gorny. Kres dolny zbioru A oznaczamy zwykle przez A A, a
kres gorny przez \/ A. Kazda krata zupetna L ma element
najwiekszy 1 =\/ L oraz element najmniejszy 0 = A L.

@ Krata (p(X); N, U) wszystkich podzbioréw zbioru X jest zupetna.
Kresem dolnym rodziny podzbioréw jest ich iloczyn, a kresem
goérnym ich suma.

@ Krata (N, , NWD, NWW) nie jest zupetna.

© Jesli A jest dowolng algebra, to zaréwno rodzina wszystkich jej
podalgebr, jak i rodzina wszystkich jej kongruencji jest kratg
zupetng.

© Jesli L jest kratg ograniczonag, to kraty jej ideatow i filtrow sg
zupetne.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury algebraiczne 59/73



Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

@ Operatorem domknigcia na zbiorze A nazywamy funkcje,

C: p(A) — p(A) taka, ze:

Q@ xccX)

Q C(C(X)) = C(X)

Q jesli X C Y, to C(X) C C(Y).

@ Jesli C jest operatorem domkniecia na A, to kazdy zbiér X C A
taki, ze X = C(X) nazywamy zbiorem C-domknigtym. Rodzina
wszystkich zbiorow C-domknietych jest zamknigta na iloczyny
dowolnych swoich podrodzin. Ponadto, rodzina ta jest kratg
zupetng. Kresem dolnym zbioru jej elementéw jest ich iloczyn, a
kresem goérnym C-domknigcie ich sumy.

@ Twierdzenie (o reprezentacji krat zupetnych). Dla dowolnej kraty
zupetnej (L, <) istnieje operator domknigcia C na zbiorze L taki,
ze (L, <) jest izomorficzna z kratg wszystkich zbioréw
C-domknietych.

@ Dowdd. Dla X C L niech C(X) = (\/ X]. Pokazemy, ze C jest
operatorem domknigcia.
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Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

@ Zwrotnosc. Jesli a € X,to a< \/ X, awiec a € C(X).

@ Ildempotencja. Mamy \/ X <\ C(X). Jedliac C(X),toa< VX,
a zatem \/ C(X) <V X. Mamy wiec \/ X =\/ C(X), a stad
(VX = (V C(X)].

@ Monotonicznosc. Jesli X C Y, to \/ X C \/ Y, co implikuje, ze
(VX] € (VX]

@ /zomorfizm. Niech F = {C(X) : X C L}. Wtedy (F, C) jest krata
zupetna. Niech f : L — F bedzie funkcja taka, ze f(a) = (a] (czyli
f(a) = C({a})). Wtedy f jest homomorfizmem. Poniewaz
F ={(a] : a € L}, wiec f jest surjekcja. Jesli f(a) = f(b), to
(a] = (b], a zatem a = b, czyli f jest injekcja. PokazaliSmy wiec, ze
(

a
L,<)=(F,9).

d
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Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

@ Mowimy, ze krata (L, <) jest modularna, jesli dla wszystkich
ab,cel:jezelic<atoan(bvc)=(anb)vec.

@ Krata M; (diament) jest modularna.

@ Krata N5 (pentagon) nie jest modularna.

© Dowolny tancuch jest kratg modularna.

© Krata jest modularna wtedy i tylko wtedy, gdy nie zawiera jako
podkraty kraty Ns.

©@ Krata jest modularna wtedy i tylko wtedy, gdy
((anc)vb)ac=(anc)Vv(bAc).
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Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

@ Mowimy, ze krata (L, <) jest dystrybutywna, jesli dla wszystkich

X,y,z € X:
AXxXAN(yVvz)y=(XAYy)V(XAZ)
B.xv(ynz)=(xVy)A(xVz).

@ Warunki A i B sg rbwnowazne.

@ Krata wszystkich podzbioréw dowolnego zbioru X jest

dystrybutywna.

© Krata Ms (diament) nie jest dystrybutywna.

© Krata N (pentagon) nie jest dystrybutywna.

© Kazda krata dystrybutywna jest modularna.

© Kazda krata, ktéra ma mniej niz 5 elementow jest dystrybutywna.

@ Twierdzenie (Birkhoff). Nastepujace warunki sg rownowazne:

@ Krata (L, A, V) jest dystrybutywna.

@ W kracie (L, A, V) spetniony jest warunek:
XAYYV(XAZ)V(YAZ)=(xVY)A(XVZ)A(YyV 2).

@ (L, A, V) nie zawiera, jako podkraty, ani N5 ani Ms.
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Kraty i algebry Boole’a Wybrane wtasnosci

@ Twierdzenie. Niech (L, A, V) bedzie kratg dystrybutywng z zerem
0 i jedynka 1. Wtedy istnieje co najwyzej jedno uzupetnienie
dowolnego jej elementu.

@ Dowdd. Przypuscmy, ze element a ma dwa rézne uzupetnienia ay
i ax. Wtedy:

Q a =

e 1ha =

Q (ava)rha =

Q (ana)Vv(ana) =
e ov (32 A 31) =

Q ana.

@ Tak wiec, a; < a». Zamieniajgc w powyzszym rozumowaniu a; na
a, oraz a, na a; otrzymamy a, < ay.

@ Ostatecznie wiec a; = ao.

W kratach M3 i N5 pewne elementy majg wiecej niz jedno uzupetnienie.
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Kraty i algebry Boole’a Algebry Boole’a

Algebre (B, A, Vv, —,0,1) nazywamy algebrg Boole’a, jesli (B, A, V,0,1)
jest kratg dystrybutywng z zerem 0 i jedynkag 1, — jednoargumentowa
operacjg uzupetnienia, dla kazdego elementu x € B istnieje jego
uzupetnienie, czyli element —x (oznaczany tez przez x’) taki, ze:

@ (xv(-x)=1
Q@ (xA(—x))=0.

Tak wigc, algebra (B, A, Vv, —,0,1) jest algebrg Boole’a, jesli spetnia
ona nastepujace warunki:

(B1) anb=bnra (B1") avb=bva

(B2) ana=a (B2)) ava=a

(B3) an(banc)=(anb)rc (B3) av(bvc)=(avb)ve
(B4) ant=a (B4) av0=a

(B5 an(-a)=0 (B5) av(-a)=1

(B6) an(bvc)=(anb)v(anc)
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Kraty i algebry Boole’a Algebry Boole’a

@ 2=({0,1},A,Vv,—,0,1), gdzie ({0,1}, A, V) jest dwuelementowg
kratg, -0 =1, —1 =0.

o 1=({0},A,V,—,0,0).

@ (p(X),Nn,u,—,0, X) jest algebrg Boole’a, dla dowolnego zbioru X.

@ Kazde ciato zbioréw jest algebra Boole’a.

@ Niech T bedzie zbiorem tez klasycznego rachunku zdan (przy
ustalonej aksjomatyce i regutach wnioskowania). Relacja ~
okreslona dla formut o, ¢ jezyka tego rachunku przez warunek:
¢ ~ 1) wtedy i tylko wtedy, gdy ¢ <> ¢ € T jest rbwnowaznoscia.
Jej klasy rownowaznosci tworzg algebre Boole’a:

o [p AUl = [e]w A Y]~
° [p V. = [e]~ V[¥]~,

o [W]. = —[¥].,
e 0=[1].,
o 1=[T]~.

e ({ab},AVv,—,0,1),gdziea#b,anb=0,aVv b=1(wtedy
b = —a) jest algebra Boole’a.
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Kraty i algebry Boole’a Algebry Boole’a
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Kraty i algebry Boole’a Algebry Boole’a

Twierdzenie (o reprezentacji algebr Boole’a). Kazda algebra Boole’a
jest izomorficzna z pewnym ciatem zbioréw.

@ Atomy algebry Boole’a A = (A, A, V, —,0,1) to atomy kraty
(A, A, V).

@ Méwimy, ze algebra A = (A, A, Vv, —,0,1) jest atomowa
(bezatomowa), gdy krata (A, A, V) jest atomowa (bezatomowa).
Zbior atomow algebry A oznaczamy przez At(A).

@ Mowimy, ze algebra A = (A, A, Vv, —, 0, 1) jest atomistyczna, gdy
kazdy jej element jest sumg atomow.

Twierdzenie. Algebra Boole’a A jest atomowa wtedy i tylko wtedy,
gdy jest atomistyczna.

Twierdzenie. Algebra Boole’a A jest atomowa i zupetna wtedy i tylko
wtedy, gdy jest izomorficzna z ciatem wszystkich podzbioréw pewnego
zbioru.

Twierdzenie. Dowolne dwie przeliczalne bezatomowe algebry Boole’a
sg izomorficzne.
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Kilka uwag o liczbach i rachowaniu

Rozszerzanie dziedzin liczbowych:

| Réwnanie | Nie ma rozwigzania w | Ma rozwigzanie w

x+3=0 N Z
2x =3 7 Q
x2 =2 Q R
x>+1=0 R C

Kazdy wielomian jednej zmiennej stopnia n o wspétczynnikach z C ma
w C liczbe tgcznych krotnosci pierwiastkéw rownag n.

Ciato C jest algebraicznie domkniete.

Najwczesniej ,oswojone” zbiory liczbowe: N i Q. .

Teoria liczb rzeczywistych: wiek XIX.

Dtugie ,oswajanie” zbioréw liczbowych Z i C.

Aksjomat Archimedesa i struktury niearchimedesowe.

Arytmetyka (nieskonczonych) liczb porzgdkowych i kardynalnych.
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Kilka uwag o liczbach i rachowaniu

Ktére wtasnosci dziatan arytmetycznych sg ,naturalne”?

przemiennos¢ | a+b=b+a,a-b=>b-a

tacznosé (a+b)+c=a+(b+c),(a-b)-c=a-(b-c)
rozdzielno$¢ | a-(b+c)=a-b+a-c

potegowanie | aPt¢ = aP- a°, (a®)° = aP°, (a- b)¢ = a° - b°®

Wszystkie te prawa obowigzujg w: N, Z, Q, R, C.
.-Naturalne” (zgodne z dziataniami arytmetycznymi) struktury
porzgdkowe w systemach liczbowych:
@ N: dyskretny porzadek < z elementem najmniejszym, bez
elementu najwiekszego;
@ 7: dyskretny porzadek < bez elementu najmniejszego i
najwiekszego;
@ Q: gesty porzadek < bez elementu najmniejszego i najwiekszego;
@ R: ciggly porzadek < bez elementu najmniejszego i najwiekszego;
@ C: nie istnieje porzadek zgodny z dziataniami arytmetycznymi.
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Kilka uwag o liczbach i rachowaniu

Definiowanie i rozszerzanie systemow liczbowych:

@ Metoda genetyczna.
@ Metoda aksjomatyczna.

Reprezentacje systemow liczbowych:

@ Zapis liczb przy ré6znych podstawach.
@ Reprezentacje geometryczne.
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Zacheta do refleksji

Mysl przekornie!

@ Wszyscy znamy r6znego rodzaju parkietaze: pokrycia
ptaszczyzny wielokgtami — np. trojkgatami réwnobocznymi,
kwadratami, sze$ciobokami foremnymi. Znamy tez réznego
rodzaju mozaiki pokrywajace ptaszczyzne. Mozna zastanawia¢
sie, jakie w ogélnosci sg mozliwosci pokrycia ptaszczyzny
wielokgtami, byé moze réznych rodzajéw. Czy mozliwe jest
nieokresowe pokrycie ptaszczyzny za pomocg wielokatéw np.
dwoch rodzajéw?

@ Sktadanie obrotéw na ptaszczyznie jest przemienne. Czy
przemienne jest sktadanie obrotéw w przestrzeni tréjwymiarowej?

@ Zakresy poje¢ sg zbiorami, a wiec mozna na nich wykonywac

operacje boolowskie. Jakg strukture tworzy zestaw wszystkich
zakresOw poje¢ rzeczywiscie uzywanych w danym jezyku?
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Co musisz ZZZ

Struktura relacyjna, algebra, podstruktura.

Wiasnosci dziatan: tgcznos¢, przemiennosc¢, rozdzielnose.
Homomorfizm, izomorfizm.

Kongruencja.

Struktura ilorazowa.

Grupa, pierscien, ciato.

Kraty i algebry Boole’a.
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