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o Niech A; = (A;, (W™ : w € Q)) bedzie algebra sygnatury (Q,7), dla
wszystkich i € I. Produktem prostym systemu algebr (A; : i € I)
nazywamy algebre A = [] A; taka, ze:

iel
o dom(A) =[] Ai, gdzie [TA; ={f: 1= JAi: (Viel)f(i)e A}
ici ici icl
o Jesliw e Qoraz fi,...,fr ) € dom(A), to
(WA, Frw)) (1) = WA (R, - . ., Frw) (7)) dla wszystkich i € 1.

o Dla przykfadu, jesli A; = (Ar,w?) i Ay = (Az,w??) s3 algebrami, a
2

7(w) = n, to algebra A; x Ay = (] A;, wP1*A2), gdzie:
i=1

o HA —A1><A2—{(31,32) 31€A1/\32€A2}
i=1

o W A2((ar, br),. .., (ar(w)s br(w))) =
(wh(ay,. .. aT(w)),w 2(by, ..., bT(w))), dla wszystkich
(a,-,b,)EAl X Ax, 1< g’T(w).
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Niech A = ({x,y}, AR, VvA), B = ({0, a, b, 1}, A\B, VB), gdzie A
interpretujemy jako kres dolny, a V jako kres gérny.

(v,1)

SN
N
/

\/ N\

Produkt prosty A x B po prawej.

7 )
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@ Przyktad 2. Niech dla n € N algebra
A, = ({0,1}, AR VAn _An 0An 1An) bedzie dwuelementowa algebra
Boole'a (o algebrach Boole'a opowiemy na nastepnym wykfadzie, ale
zakfadamy, ze stuchacze znaja algebre wartosci logicznych 0, 1).

Uniwersum nieskonczonego produktu prostego A = [ A, tworza
neN
wszystkie nieskonczone ciagi zero-jedynkowe, a operacje w algebrze A

okreslone s3 nastepujaco:

o (a,:ne€N)AA (b, : n€N) = (a, NP b, :n€N)
(an:n€N)VA (b, :neN)=(a, VA b, : n €N)
—A(ap:neN)=(-Pa,:neN)

0 = (0" : n € N)

1A= (1" :neN)

Uniwersum algebry A (ktéra takze jest algebra Boole'a) ma moc
kontinuum.

@ Przyktad 3. Produkt prosty dwéch ciat jest pierscieniem przemiennym,
ale nie jest ciatem.
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Produkty Dygresja: kraty réwnowaznosci i kongruencji

@ Rodzina Eq(X) wszystkich relacji réwnowaznosci na dowolnym zbiorze
X jest czeSciowo uporzadkowana przez inkluzje. Zauwazmy, ze 6 C 1)
wtedy i tylko wtedy, gdy kazda klasa réwnowaznosci relacji ¢ jest
suma pewne;j liczby klas réwnowaznosci relacji 6.

@ Kresem dolnym 6 A 4 relacji 0,1 € Eq(X) jest 6 N1p. Kresem dolnym
zbioru {6; : i € I} C Eq(X) jest [ 6;.

iel

o Kresem gérnym 6V ¢ relacji 0,1 € Eq(X) jest
OU@orp)U(fopol)U(fopoborp)U...

@ Innymi stowy, (x,y) € 6 V ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieja
Xi,...,Xxn € X takie, ze: (x;,xi+1) € 0 lub (x;, xi+1) € ¥, dla
wszystkich 1 <i<n—1orazx=x1 iy = X,.

e Kresem gérnym \/ 0; zbioru {6; : i € I} C Eq(X) jest

iel
U{Q,‘loe,'zo...oe,'k k> 1/\i1,i2,...,ik € /}

Algebra (Eq(X), A, V) jest wiec krata zupetna.
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Produkty Dygresja: kraty réwnowaznosci i kongruencji

e Zbioér Con(A) wszystkich kongruencji dowolnej algebry A tez jest
uporzadkowany przez inkluzje.

o Jesli {0; : i€ l} C Con(A), to () 6; € Con(A) (kres dolny

iel
{6;:i€l}).

o Kresem gérnym \/ 6; zbioru {0; : i € I} C Con(A) jest
U{H,’l 0(9,'2 O...’Oeé,'k k21N, b, . 0k € I}

e (Con(A), A, V) jest podkrata zupetna kraty (Eq(X), A, V).

e Dla dowolnego v C A x A niech Cg”(v) = N{6 € Con(A) : v C 6}.
Jest to zatem najmniejsza kongruencja z Con(A), zawierajaca relacje
v. W szczegélnosci, Cg”({(a, b)}) nazywamy kongruencja gtéwna
generowana przez (a, b) i oznaczamy krécej przez Cg”(a, b).

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 3 2021 7/ 29



Produkty Dygresja: kraty réwnowaznosci i kongruencji

Metdode konstruowania kongruencji Cg”(v) opisuje nastepujace
twierdzenie:

e Twierdzenie. Niech A bedzie algebra sygnatury (£2,7) i niech
v C Ax A. Zdefiniujmy:

O 1y=rvUr U0,
Q vpi1 = (novn) U{(wh(a1,. .., ar(w)), w(b1,.... bru))) i w E
Q AVigic<r(w) aivnbi}

Wtedy Cg?(v) = U vn.

n>0

Wiecej na temat struktury zbioru Con(A) dla réznych typéw algebr A
powiemy w dalszych czesciach wykfadu.
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Produkty Dygresja: kraty réwnowaznosci i kongruencji

o Nastepujace warunki s3 réwnowazne dla dowolnych 61,6, € Con(A):
Q 0100,=0,00,
Q 01Vl =0,00,
© 0100, C 000,
e 1) — 2). Dla § € Con(A) mamy # o6 = 6. Zatem, jesli
01060y =03001, to 01V 0y =01 U (01 0 6>), co oznacza, ze
01V 0y =01005.
e 3) — 1). Zaktadamy, ze 01 0 6, C 6, 0 0;. Trzeba pokazac, ze
f0ro001 C 100, Jesli 6100, C 0,006, to (91 o 92)_1 - (92 o 91)_1.
Na mocy wtasnosci operacji konwersu i ztozenia relacji wynika stad, ze
0;1 o 9;1 C 0;1 o 951. Poniewaz dla kazdej relacji réwnowaznosci 0
mamy 6 = 0~1, wiec otrzymujemy warunek 1).
@ 2) — 3). Z definicji kresu gérnego kongruencji wynika, ze
02 061 C 01V 6,. Przy zatozeniu 2) dostajemy stad, ze
0y 0601 C 01 060,. Skoro 6,061 C 61065, to (92 o 91)_1 - (91 o 92)_1,
czyli ;1 0051 C 051 00", Poniewaz dla kazdej relacji
réwnowaznosci § mamy 6 = 0!, wiec otrzymujemy warunek 3).

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 3 2021 9/ 29



Produkty Rzutowania i kongruencje

@ Niech A =[] A;. Dla kazdego i € | odwzorowanie 7; : A — A;,
iel
okreslone wzorem 7;(a) = a(i) i nazywane rzutowaniem (produktu na
jego i-ty czynnik) jest homomorfizmem, poniewaz dla dowolne;j

operacji w® i dowolnych ay, ..., ar(w):

o 7T,‘(OJA(31,... a.,.(w))) =
Quw (31,.. a.,.(w))(i) =
Q wh(ar(i), ())=
Q@ uH(mi(a).... ( @)

o Twierdzenie. Jesli B i A,- (i € I) sa algebrami sygnatury (2, 7) oraz
fi : B — A; jest homomorfizmem (i € /), to odwzorowanie
f:B — [] Aj, okreslone przez wzér f(x) = (fi(x):i € l)dlax € B,
icl
jest homomorfizmem B w [] A;, przy czym ;o f = f;.
iel
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Produkty Rzutowania i kongruencje

e Dowdd. Poniewaz dla x € A mamy (7 o f)(x) = f(x)(i) = fi(x),
wiec ;o f = f;.
o Jedli w jest m-argumentowym symbolem funkcyjnym i a1, ..., am € A,
to nastepujacy cigg réwnosci pokazuje, ze f jest homomorfizmem:
Q f(wh(a1,...,am)) =
Q (F(wA(ar, ... am) i€ 1) =
Q (WM (fi(a1),....fi(am)) i€ l) =
(%) (wA;gf(al)(i), o flam)(D)iel) =

(5 ] w"lg’ (f(a1),---,f(am)).

e Zdefiniowany wyzej homomorfizm f oznaczymy przez [[(fi: i € 1) i
nazwiemy produktem homomorfizméw f;.
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Produkty Rzutowania i kongruencje

e Twierdzenie. Niech A = [ A; i niech 0; = ker,, dla i € |. Wtedy:
i€l

© Kresem dolnym rodziny kongruencji (0; : i € 1) jest relacja

identycznosci na zbiorze A = dom(A).

@ Dla kazdego ciagu (a; : i € I) € Al istnieje a € A taki, ze (a,a;) € ;.
Ponadto, jesli system kongruencji (6; : i € I) spetnia powyzsze dwa
warunki, to algebra A jest izomorficzna z produktem [] A;/0;.

iel
e Dowdd. Najpierw pokazemy, ze kresem dolnym uktadu (6; : i € I) jest
relacja identycznosci na zbiorze A = dom(A). Mamy réwnowaznosci:

© Para (a, b) € A? nalezy do wszystkich kongruencji 6; wtedy i tylko

wtedy, gdy
@ Viel((ab) € kery,) wtedy i tylko wtedy, gdy
© Viel (mi(a) = mi(b)) wtedy i tylko wtedy, gdy
Q Vi€l a(i) = b(i) wtedy i tylko wtedy, gdy
Q@ a=0b.
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Produkty Rzutowania i kongruencje

o Niech (a;: i € 1) € Al. Niech a € dom(A) bedzie takie, ze
a(i) = ai(i) dla wszystkich i € I. Wtedy m;(a) = m;(a;) dla wszystkich
i € I. Poniewaz 6; = ker,, wiec (a, a;) € 0; dla wszystkich i € /.

o Niech teraz (6 : i € I) spetnia warunki 1 i 2 w tezie twierdzenia.

Pokazemy, ze A jest izomorficzna z [] A;/6;. Na mocy poprzedniego
i€l
twierdzenia, produkt f = [[(ks, : i € I) homomorfizméw kanonicznych
ko, : A — A/0; jest homorfizmem A w [ A;/0;. Trzeba jeszcze
i€l
pokaza¢, ze f jest bijekcja.
o Niech (a;/6; : i € 1) € dom(]] Ai/6;). Udowodnilismy wyzej, ze
icl
istnieje a € A taki, ze (a, a;) € 6; dla wszystkich i € /.
e Oznacza to, ze a/0; = a;j/0; dla wszystkich i € I.
e Mamy zatem f(a) = (a/0; : i € 1) = (a;j/0; :i € l), czyli f jest
surjekcja.
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Produkty Rzutowania i kongruencje

Wreszcie, f jest odwzorowaniem réznowartosciowym, poniewaz mamy
nastepujacy ciag réwnowaznosci:
e f(a) = f(b) wtedy i tylko wtedy, gdy
e Viel(a/0; = b/6;) wtedy i tylko wtedy, gdy
e Viel (ab) € 0; wtedy i tylko wtedy, gdy
@ (a, b) nalezy do kresu dolnego uktadu (0; : i € I) (ktéry, jak wyzej
udowodniono, jest relacjg identycznosci na zbiorze A = dom(A))
wtedy i tylko wtedy, gdy

@ a=b.

Podamy jeszcze (bez dowodéw) kilka faktéw dotyczacych produktow
kongruencji i ich zwiazkéw z produktami prostymi algebr:
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Produkty Rzutowania i kongruencje

o Niech @ € Con(A) oraz (0; : i € 1) € Con(A)'. Jesli
@ 0 jest kresem dolnym rodziny (6; : i € I) oraz
@ dla kazdego ciagu (a; : i € 1) € Al istnieje a € A taki, ze (a,a;) € 6;,
to méwimy, ze 6 jest produktem kongruencji 6;, i € I i piszemy
0 =11(0;:iel). Jesli I ={1,2,...,n}, to piszemy
0:91X92X...X0n.
o Niech (0; : i € 1) € Con(A)'. Jesli 0p =[[(6; : i € 1), to
A=T[A/0;. O
iel
o Jesli f : A — B jest izomorfizmem, 6 € Con(A) oraz
(0;:i€l)e Con(A), to @ =T](0;:i € I) wtedy i tylko wtedy, gdy

f(0)=11(f(6;):i€l). O
o Jesli Ai A; (i € 1) sa algebrami podobnymi, to: A = [] A; wtedy i
iel
tylko wtedy, gdy istnieje system (60, : i € I) kongruencji algebry A taki,
ze 0p = [](0; : i € 1) oraz A; = A/0; dla wszystkich i € [. O
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Produkty Rzutowania i kongruencje

o Niech 61,...,0, € Con(A), n > 2. Nastepujace warunki sa

réwnowazne:
(1) Vlgjgn 1a :0jo(910...ﬂ9j,109j+1ﬁ...ﬁ@,,)
Q V... ..aecadacaVigi<n (a,3)) €0 0

o Jesli 0,61,...,0, € Con(A), (n>2),to =61 x...x 0, wtedy i
tylko wtedy, gdy spetnione s3 warunki:

Q0=0n...N6,

9Vlgjg,,lA:9jo(91ﬂ...ﬂ9j_100j+1ﬁ...ﬂ9,,). U
@ Niech a, 8,0 € Con(A). Wtedy: 6 = o x § wtedy i tylko wtedy, gdy
d=anNpfilp=aop. O
@ Niech o, 3,0 € Con(A), 0 C, 0 C 3, B=A/0. Wtedy: 0 = a x
wtedy i tylko wtedy, gdy Og = a/0 x /6. O
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Produkty Rzutowania i kongruencje

e Moéwimy, ze algebra A jest prosta, gdy jej jedynymi kongruencjami sa:
identyczno$¢ oraz relacja petna.

e Mowimy, ze algebra A jest prosto nierozktadalna, jesli nie jest ona
izomorficzna z produktem prostym dwdch algebr niezdegenerowach.
Inaczej méwiac, A jest prosto nierozkfadalna, gdy A= B x C
implikuje, ze dom(B) jest zbiorem jednoelementowym lub dom(C) jest
zbiorem jednoelementowym.

o Kazda algebra skonczona jest produktem prostym algebr prosto
nierozktadalnych, jednak dla algebr nieskoficzonych nie jest to prawda.

@ Kazde ciato jest algebra prosta.

o Jezeli algebra A ma p elementéw, gdzie p jest liczba pierwsza, to A
jest prosto nierozktadalna.
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o Moéwimy, ze algebra B jest podprostym produktem rodziny algebr
(A; - i €l),jesli B jest podalgebra algebry [] A; i dla kazdego i € I,
icl
odwzorowanie 7; [ B : B — A; jest surjekche.
e Wiozenie g : B — [ A; nazywamy podprostym, jesli g(B) jest
icl
podprostym produktem rodziny (A; : i € ). Méwimy tez wtedy, ze g
jest podprosta reprezentacja algebry B.

o Mowimy, ze niezdegenerowana algebra A jest podprosto

nierozktadalna, jesli dla kazdego podprostego wtozenia h: A — [] A;

icl
istnieje j € | taki, ze ztozenie odwzorowan 7o h: A — A; jest )
izomorfizmem.

o Kazda niezdegenerowana prosta algebra jest podprosto nierozktadalna,
a kazda niezdegenerowana algebra podprosto nierozktadalna jest
prosto nierozkfadalna.

o Twierdzenie Birkhoffa. Kazda niezdegenerowana algebra jest
izomorficzna z podprostym produktem algebr podprosto
nierozktadalnych. O
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Niech A = ({x,y}, AR, VvA), B = ({0, a, b, 1}, A\B, VB), gdzie A
interpretujemy jako kres dolny, a V jako kres gérny.

(v,1)

VAN ANY

(x,

\/ N

Przyktad produktu podprostego algebr A i B po prawe;.
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(VITELICL TSl Konstrukcja ultraproduktu

Niech A = [] A;. Elementy uniwersum algebry A bedziemy nize;
oznaczali prlzeelz a,bitp. Mamy a = (a;: i € ), czyli a; jest i-tym
elementem ciagu a.

Dla a,b € dom(A) niech |[a=Db ||={i €[ : a; = b;}.

Niech 0; = {(a,b) : a; = b;}. Wtedy 6; jest kongruencja, gdyz

0; = kery,.

Dla J C I niech 6, = [ §;. Wtedy (a,b) € 6, wtedy i tylko wtedy,
jeJ

gdy JCla=b|.

Jesli JC I, KC I, to Ou =6, N0k.

Rodzina F C (/) jest filtrem na /, gdy:

Q JsliJeFiKeF toJNKeF.
Q JsliJe FiJCKCI toKeF.

Maksymalne (wzgledem C) filtry nazywamy ultrafiltrami. Filtr gtéwny to
rodzina wszystkich nadzbioréw zbioru jednoelementowego. Filtr niegtéwny
to filtr, ktéry nie jest gtéwny. Filtr wtasciwy to filtr rézny od @(/).
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(VITELICL TSl Konstrukcja ultraproduktu

o Jesli U jest ultrafiltrem na /, to dla kazdego J C I: J € U lub
I—Jel.

o Jesli F jest filtrem na /, to
67 = {(a,b) € dom([] A;) :|| a = b ||€ F} jest kongruencja algebry
A=T[A. “

iel

o Algebre ilorazowa [] A;/67 nazywamy produktem zredukowanym
(wzgledem filtru .7-’"§I

o Jesli U jest ultrafiltrem na /, produkt zredukowany [T A;/67
nazywamy ultraproduktem (rodziny {A;: /i € I} wzlgelédem Uu).

o Jesli A; = B dla wszystkich i € /, to ultraprodukt rodziny {A;:i € I}
wzgledem U/ nazywamy ultrapotega i oznaczamy go przez B! /6¥.

o Kazda algebre B mozna zanurzy¢ w jej ultrapotege B! /0¥ dla
pewnego ultrafiltru ¢ na /.
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(VISELICL TSl Twierdzenie tosia

o Niech (QU {~}, ) bedzie sygnatura, taka, ze (€2, 7) jest sygnatura
algebr, zas ~ jest dwuargumentowym predykatem (predykatem
identycznosci).

o Niech £(Q U {=~}, ) bedzie jezykiem pierwszego rzedu o sygnaturze
(QuU{~},7). W takim jezyku formuty atomowe s3 zatem
réwnosciami terméw.

e Twierdzenie tosia. Niech {A;: i € I} bedzie rodzing struktur
sygnatury (QU {=~}, 1), zas U ultrafiltrem na /. Wtedy nastepujace
warunki sg réwnowazne, dla dowolnej formuty ¢(x1, ..., xm) jezyka
L(QU {~},7) oraz dowolnych b, ..., b™ € dom(]] A;):

iel
O ([TA)/6 = p(b'/6",....bm/6Y)
il

Q@ {icl:A Epbl. .. bMel.
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(VISELICL TSl Twierdzenie tosia

e Dowdd. Niech || p(bl,....b™) ||={i € l:A;E ¢(b},...,bM)}.
@ Przeprowadzimy dowdd przez indukcje po stopniu ztozonosci formuty

©.
1. Formuty atomowe. Jesli ¢ jest formuta atomowa, to ma postaé réwnosci
terméw: p(xi,...,Xm) =~ q(x1,...,Xn). Poniewaz 6 jest kongruencja,

wiec twierdzenie zachodzi dla formut atomowych.
2. Spéjniki prawdziwosciowe. Zauwazmy, ze:
o || ~(bY,....b™) [|= 1= || ¥(bL,...,b™) |
o || w1(bt,...,b™) Aea(bl, ... .b™) ||=
[ 4p2(bt,....b™) [ (]| 4h2(b, ..., b™) |].
Poniewaz U jest ultrafiltrem, wiec teza twierdzenia zachodzi takze dla tego
typu formut, na mocy zatozenia indukcyjnego.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 3 2021 23 /29



(VISELICL TSl Twierdzenie tosia

3. Zatézmy, ze p(x1,...,Xm) jest formuty Iy (y, x1,...,xm). Niech
J = ¢(bt,...,b™) |
o Zatézmy, ze (JTA;)/0Y = (b /64, ... b™/6"). Wtedy istnieje
icl
a € dom(J] A))) taki, ze (T] A;)/6" = v(a/6", bt /oY, ... b /GH).
icl icl
Na mocy zatozenia indukcyjnego || ¢(a,b?,...,b™) ||€ U. Ponadto,
| (a,bl,...,b™) ||C J, a wiec J € U.
o Zatézmy, ze J={i €1 : A; = p(b},...,bM)} € U. Dla kazdego
i € J wybieramy a; € dom(A;) taki, ze A; = ¥(a;, b}, ..., bM),
natomiast dla i € | — J wybieramy a; € dom(A;) dowolnie. Wtedy na

mocy zatozenia indukcyjnego
(TTA)/0Y = y(a/6¥,bL /64, ... b /61), a wiec takze
iel
(ITA)/6" = o(b* /64, ... .b™/¢Y).
iel
O
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Algebry terméw i réwnosci terméw

@ Niech X bedzie niepustym zbiorem, ktérego elementy nazwiemy
zmiennymi, a Q,, zbiorem symboli funkcyjnych n-argumentowych, dla
kazdego n > 0. Niech Q = |J Q,. Zbiorem terméw typu Q

n=0
nazywamy najmniejszy zbiér T(X) taki, ze:
O XUQ C T(X)
Q jeslipr,...,pn € T(X) oraz f € Q,, to f(p1,...,pn) € T(X)
o Jesli p(p1, ..., pn) jest termem typu Q nad jakim$ zbiorem zmiennych
X, a A jest algebra typu Q, to definiujemy odwzorowanie p® : A" — A

warunkami:
Q jesli p jest zmienna x;, to pP(a1,...,a,) = a;
@ jesli p jest postaci f(p1(x1,--yXn)s-- -, P(X1, ..., %n)), gdzie f € Q,
to

pA(a1,...,an) = FA(P(a1, - -5 an)s - -, PR (a1, - - -, an)).
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Algebry terméw i réwnosci terméw

@ Dla danych Q oraz X, jesli T(X) # 0, to algebra terméw typu Q nad
X, oznaczana przez T(X), ma jako uniwersum zbiér T(X), a jej
operacje spetniaja warunek T (py, ..., p,) = f(p1,...,pn), dla
feQuorazp € T(X), 1<i<n.

@ Niech K bedzie klasg algebr typu €, a Ux algebra typu Q, generowang
przez zbiér X. Jesli dla kazdej A € K i kazdego odwzorowania
f : X — Aistnieje homomorfizm g : Ux — A, ktéry rozszerza f (czyli
g(x) = f(x) dla x € X), to méwimy, ze Ux ma uniwersalng wtasnos¢
odwzorowania dla I nad X. Wtedy X nazywamy zbiorem wolnych
generatoréw algebry Ux, a algebre Ux nazywamy wolno generowana
przez X.

@ Algebry terméw s3 algebrami, ktére maja uniwersalng wtasnos¢
odwzorowania. Algebra o tej wtasnosci jest wyznaczona jednoznacznie,
z dokfadnoscia do izomorfizmu.
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Algebry terméw i réwnosci terméw

@ ldentycznoscia typu Q nad X jest wyrazenie postaci p ~ q, gdzie p i g
sg elementami T(X). Niech /d(X) bedzie zbiorem wszystkich
identycznosci typu Q nad X. Méwimy, ze algebra A typu Q spetnia

identyczno$¢ p(xi, ..., xn) = q(x1,...,xs), symbolicznie
AEp(xi,...,xn) ~ q(x1,...,xn) (albo krécej A |= p =~ q), jesli dla
dowolnego wyboru as, ..., a, € A zachodzi

pP(a1, ..., an) = g™ (a1, ..., an). Jesli K jest klasa algebr, to
KEp=~q, gdy A E p= q dla wszystkich A € . Jesli ¥ jest
zbiorem identycznosci, to K = X, gdy K = p = q, dla wszystkich
p ~ q € L. Stosujemy oznaczenie:

ldi(X) ={p~qeld(X):KEp~q}.

o Jesli X jest zbiorem identycznosci typu €2, to niech Mod(X) bedzie
klasa wszystkich algebr A, ktére spetniajg . Méwimy, ze klasa K
algebr jest klasa réwnosciowa, jesli istnieje zbidr identycznosci ¥ taki,
ze K = Mod(X). Méwimy tez wtedy, ze K jest definiowana (albo
aksjomatyzowalna) przez ¥.
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Algebry wolne

@ Pojecie algebry wolnej zdefiniowa¢ mozna réwniez bez odwotywania sie
do pojecia algebry terméw:

@ Jesli A jest jedna z algebr z klasy K algebr tego samego typu, to
méwimy, ze jest ona algebra wolng w klasie C, gdy istnieje taki zbior
X generatoréw algebry A, ze dla dowolnej algebry B € K i kazdego
odwzorowania f : X — B istnieje taki homomorfizm g : A — B, ze
g | X = f, co oznacza, ze g jest rozszerzeniem funkcji f na cate
uniwersum algebry A. W takim przypadku zbiér X nazywamy zbiorem
wolnych generatoréw algebry A.

@ Algebra A danego typu jest absolutnie wolna, jesli jest ona wolna w
klasie wszystkich algebr tego typu.

e Jezyki (rozumiane jako zbiory formut utworzonych ze zmiennych
zdaniowych z uzyciem funktoréw zdaniotwérczych o argumentach
zdaniowych) zdaniowych systeméw logicznych sa algebrami absolutnie
wolnymi. Zbiorem wolnych generatoréw jest zbi6r zmiennych
zdaniowych.
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Rozmaitosci

@ Niech K bedzie klasa algebr tego samego typu. Wprowadzamy
oznaczenia:
@ H(K): klasa wszystkich homomorficznych obrazéw algebr z K
@ S(K): klasa wszystkich algebr izomorficznych z podalgebra algebry z K
© P(K): klasa wszystkich algebr izomorficznych z produktem prostym
algebr z €
@ I(K): klasa wszystkich algebr izomorficznych z jakas algebra z K.

o Moéwimy, ze klasa C jest rozmaitoscig algebr, jesli jest ona zamknieta
na kazdy z operatoréw H, S i P. Zachodzi nastepujace wazne
twierdzenie:

e Twierdzenie Birkhoffa. Klasa algebr jest rozmaitoscia wtedy i tylko
wtedy, gdy jest klasa réwnosciows. O
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