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LOGIKA MATEMATYCZNA

WYKEAD 10: METODA REZOLUCIT W KRZ

10. Dowody rezolucyjne w KRZ

Pokazemy teraz dziatanie pewnej metody dowodowej, majacej istotne zastosowania m.in. w automatycznym do-
wodzeniu twierdzen.

10.1. Przypomnienia i kilka definicji

Przypomnijmy, Ze:

Literatami nazywamy zmienne zdaniowe oraz negacje zmiennych zdaniowych.
Literatem komplementarnym do literatu ¢ nazywamy literat ¢, zdefiniowany nastgpujaco:

jesli £ jest literatem pozytywnym ¢/, to £ jest literatem negatywnym —¢’

jesli £ jest literatem negatywnym —¢’, to £ jest literatem pozytywnym ¢’.

Koniunkcjq elementarng nazwiemy dowolng koniunkcje literatow.

Alternatywq elementarnq nazwiemy dowolng alternatywe literatow.

Alternatywnq postaciq normalng (apn) nazwiemy dowolng alternatywe koniunkcji elementarnych.
Koniunkcyjnq postaciqg normalng (kpn) nazwiemy dowolna koniunkcje alternatyw elementarnych.

Apn (odpowiednio: kpn) o nazywamy istotng i oznaczamy iapn (odpowiednio: ikpn), jesli kazda zmienna zda-
niowa formuty a wystepuje w kazdej elementarnej koniunkcji (odpowiednio: alternatywie) dokladnie raz, za-
przeczona badZ niezaprzeczona.

Kazda apn (odpowiednio: kpn, iapn, ikpn) semantycznie rOwnowazna danej formule o nazywamy apn (odpo-
wiednio: kpn, iapn, ikpn) formuty .

Pamigtamy, ze kazda formuta jezyka KRZ jest:

semantycznie rownowazna z pewng formuta w koniunkcyjnej postaci normalnej;
semantycznie réwnowazna z pewng formuta w alternatywnej postaci normalnej;
inferencyjnie rownowazna z pewna formulg w koniunkcyjnej postaci normalnej;

inferencyjnie rownowazna z pewng formuta w alternatywnej postaci normalne;j.

Pokazanie, ze zachodza réwnowaznosci, o ktérych mowa powyzej, ma charakter algorytmiczny.

Zachodza implikacje:

Jesli « jest tautologia KRZ oraz o ~ [ (o semantycznie rGwnowazna z [3), to takze 3 jest tautologia KRZ.

Jesli « jest teza KRZ oraz o &~ 3 («v inferencyjnie réwnowazna z [3), to takze 3 jest teza KRZ.
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Jesli a jest kpn, to jest postaci: a; A aia A ... A, gdzie kazda formuta «; jest alternatywa elementarna postaci:
NN .V,

gdzie z kolei kazda formuta 7 jest literatem.
Koniunkcja ay Aag A .. Ay, jest tautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie formuly «; s tautologiami.
Formuta «; (czyli formuta ¢4\ ¢4V ...V €%, ) jest tautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy wsréd 44, 05, ..., %,
wystepuje co najmniej jedna para literatéw komplementarnych.

Klauzulg nazwiemy dowolny skoniczony zbidr literatow.

Klauzule odpowiadaja alternatywom elementarnym. Tak wigc, jesli £1V ¢s V...V £, jest alternatywa elementarna,
to odpowiadajaca jej klauzula jest zbiorem {£1, {o, . .., £, }. Umawiamy sig, ze literaty, ktdre (ewentualnie) wystepuja
wiecej niz raz w danej alternatywie elementarnej zapisujemy tylko raz w odpowiadajacej jej klauzuli. Poniewaz (o V
a) = «a jest tezag KRZ, umowa ta niczego nie ,,psuje”.

Zbiory klauzul sa wigc rodzinami zbioréw literatéw. Kazdej formule w kpn odpowiada pewien zbidr klauzul. Jesli
« jest kpn, to jest postaci: iy A s A ... A o, gdzie kazda formuta «; jest alternatywa elementarng postaci:

GNNY . N
gdzie z kolei kazda formuta éj jest literatem. Formule o« odpowiada wtedy zbiér klauzul:
{en, ey, .0, A5, 2 e, )

Umawiamy sig, ze alternatywy elementarne, ktére (ewentualnie) wystepuja wigcej niz raz w danej koniunkcyjne;j
postaci normalnej zapisujemy tylko raz w odpowiadajacej jej rodzinie zbioréw. ROwniez ta umowa jest poprawna.

Dla przyktadu, formule w koniunkcyjnej postaci normalne;j:
(p1 Vp2V =p3) A (p3V pa) A =p1 A (—p2 V —pa)

odpowiada nastgpujacy zbiér klauzul:
{p1,p2, w3}, {p3, pa}, {—p1}, {—p2, ~pa}}-

Moéwienie ,,formule oo w kpn odpowiada zbidr klauzul S” oraz ,,zbiér klauzul S reprezentuje formute o w kpn” jest
nieco rozwlekte. Mozna wprowadzi¢ jakis§ symbol relacyjny, powiedzmy =, pozwalajacy na skrétowe zapisywanie
takich wypowiedzi:

e o = S czytamy: ,formule o w kpn odpowiada zbiér klauzul S” lub, rownoznacznie

e o = S czytamy: ,,zbiér klauzul S reprezentuje formutg o w kpn”.

Symbol = nalezy oczywiscie do metajezyka.

Klauzule pustq (nie zawierajaca zadnych elementéw) oznaczamy przez (.

Klauzule zawierajace najwyzej jeden literal pozytywny nazywamy klauzulami Hornowskimi.
Sa zatem trzy mozliwosci dla klauzuli Hornowskiej C":

e (a) C zawiera tylko literaty negatywne;

e (b) C zawiera doktadnie jeden literat pozytywny i zadnych negatywnych;

e (c) C zawiera doktadnie jeden literat pozytywny oraz literaty negatywne.

Bedziemy postugiwac si¢ statymi zdaniowymi:
e falsum 1, reprezentujaca dowolng kontrtautologie;

e verum T, reprezentujaca dowolna tautologie.
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Zauwazmy, ze klauzula Hornowska:

e (a) postaci {—p1, P2, ..., Py} jest inferencyjnie réwnowazna formule:
(pr ApaA...Apy) —L

e (b) postaci {p; } jest inferencyjnie rtéwnowazna formule: T — p;

e (c) postaci {—p1, P2, ..., Pn,Pnt1} jest inferencyjnie réwnowazna formule:

(pl A p2 A“-/\pn) — Pn+1-

Fakt powyzszy mozna wykorzystaé do podania szybkiego algorytmu dla sprawdzania, czy klauzula Hornowska
odpowiada spetnialnej formule jezyka KRZ.

Przypomnijmy, ze formuta o jest:

e tautologiq, gdy ma warto$¢ 1 przy kazdym wzz,

e kontrtautologiq, gdy ma warto$¢ 0 przy kazdym wzz;

e spetnialna, gdy ma wartosS¢ 1 przy co najmniej jednym wzz,

e odrzucalna, gdy ma warto$¢ 0 przy co najmniej jednym wzz.

Tak wigc, formuta o

e jest tautologia, gdy nie jest odrzucalna;

e jest kontrtautologia, gdy nie jest spetnialna.
Ponadto, mamy oczywiscie:

e « jest tautologia wtedy i tylko wtedy, gdy —« nie jest spetnialna.
e « jest kontrtautologia wtedy i tylko wtedy, gdy —« nie jest odrzucalna.
Pamigtamy, ze algorytm ustalania, czy dana formuta jezyka KRZ jest tautologia ma ztozono$¢ wyktadnicza: aby

sprawdzi¢, czy formuta o n zmiennych zdaniowych jest tautologia KRZ trzeba sprawdzié, jaka jest jej wartos¢ dla 2"
wZzZ.

Na mocy Twierdzenia o Petnosci KRZ, jesli formuta « nie jest spetnialna, to mozemy to wykaza¢ na drodze
dedukcyjnej,

e pokazujac, ze: ) Fp,, —« lub
e pokazujac, ze: k4 00
Nie mozemy jednak, ani uzywajac konsekwencji -1, ani uzywajac konsekwencji -, pokazac, ze jaka$ formuta

Jjest spetnialna.
Podobnie, jesli « wynika logicznie z X (czyli jesli zachodzi X =k rz «), to mozemy to wykazad,

e pokazujac, ze: X g, a lub
e pokazujac, ze: X jq6 o

Jesli jednak X ¥ «, (czyli gdy przy co najmniej jednym warto$ciowaniu h, h[X] C {1} oraz h(a) = 0), to nie
mamy mozliwosci przedstawienia dowodu (w terminach konsekwencji . lub I=;,5), Ze istnieje wartoSciowanie h
takie, ze h[X]| C {1} oraz h(a)) = 0.

Reguta rezolucji, ktéra oméwimy za chwile, dostarcza mozliwo$ci wykazywania Srodkami czysto syntaktycznymi,
ze dana formuta nie jest spetnialna.
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10.2. Regula rezolucji

DEFINICJA 10.2.1.

Niech C} i Cy beda klauzulami i niech literat £ wystepuje w C1, a literat £ wystepuje w Cy. Wtedy kazda klauzule
postaci:

(CL={Hu(C—{8})

nazywamy rezolwentq klauzul C i Cy. Zamiast rezolwenta uzywa si¢ tez terminu: rezolwent. Logice jest oczywiscie
obojetny rodzaj gramatyczny. Jesli Cy i Cy sa powyzszej postaci, to mowimy tez, ze Cy i Co kolidujq ze wzgledu na
literaty ¢ oraz /.

PRZYKEAD 10.2.1.
Niech:
o Cy = {p1,p2,p3}
o Cy ={p2,p3,pa}.

Widaé, ze C1 i Cs koliduja ze wzgledu na nastgpujace pary literatéw komplementarnych:

e (a) (—p2,p2),
e (b) (p3, p3).

Wtedy rezolwentami C i C5 sa klauzule:

e (@) {p1,p3,p3, P4}

o (b) {p1,p2, P2, pa}.

DEFINICJA 10.2.2.
(1) Dowodem rezolucyjnym klauzuli C' ze zbioru klauzul S nazywamy kazdy skonczony ciag klauzul C4,...,C),
taki, ze:

e ( jestidentycznaz C),

e kazda klauzula C; (1 < ¢ < n) jest albo elementem zbioru .S albo rezolwenta pewnych klauzul C; oraz Cj, dla
7,k <.

(ii) Jesli istnieje dowdd rezolucyjny C z S, to méwimy, ze C' jest rezolucyjnie dowodliwa (lub: rezolucyjnie

wyprowadzalna) z S i oznaczamy ten fakt przez S .5 C.

(iii) Kazdy dowdd rezolucyjny klauzuli pustej [J ze zbioru S nazywamy rezolucyjnq refutacjq S. Jezeli istnieje
rezolucyjna refutacja S, to méwimy, ze S jest rezolucyjnie odrzucalny i oznaczamy ten fakt przez S b, 0.

(iv) Dla dowolnego zbioru klauzul S niech res(S) bedzie zbiorem wszystkich rezolwent wszystkich par elemen-
tow S. Zdefiniujmy:

o resp(S) =S

o res, = res,—1(S)Ures(res,—1(S))dlan >0

e R(S) =U{res,(S) :n e N}

Zbiér R(S) nazywamy domknigciem rezolucyjnym zbioru S.

(v) Rezolucyjnym drzewem dowodowym klauzuli C' ze zbioru klauzul S nazywamy kazde drzewo binarne 7" o
nastgpujacych wtasnosciach:
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e korzeniem T jest C'
e lis¢mi T sa pewne elementy zbioru S
e bezposrednimi nastgpnikami wierzchotka D niebedacego liSciem sa klauzule D, oraz Ds, ktérych rezolwenta

jest D.

Uwaga. Rozwazamy drzewa, ktérych wierzchotki sa znakowane zbiorami literatéw.

Uwaga. Dla dowolnego skoniczonego zbioru klauzul S istnieje liczba naturalna m taka, ze res,,+1 = res;,, czyli
wszystkie wyrazy ciagu res, (S) sa od pewnego miejsca identyczne. Jest to prosta konsekwencja faktu, ze kazdy
skonczony zbidr klauzul S zawiera tylko skoriczenie wiele literatow.

Uwaga. Nietrudno sprawdzi¢ (korzystajac z indukcji po dtugosci dowodu rezolucyjnego), ze zachodzi nastgpujaca
rownowaznosc:

e Istnieje rezolucyjne drzewo dowodowe dla C' z S wtedy i tylko wtedy, gdy C jest rezolucyjnie dowodliwa z .S,
czyli gdy S Fpes C.

Uwaga. Czegsto mowi si¢ o dowodach rezolucyjnych formut ze zbioréw formut. Rozumiemy przez to, ze wszystkie
brane pod uwagg formuty:

e (1) zostaty przeksztatcone do réwnowaznych im inferencyjnie kpn;
e (2) zostaty zastapione (przy uwzglednieniu (1)) odpowiadajacymi im zbiorami klauzul.

Wtedy oczywiscie nalezy powiedzie¢, co rozumiemy przez dowdd rezolucyjny zbioru klauzul ze zbioréw zbiorow
klauzul. Jesli piszemy skrétowo S .5 a, gdzie S jest zbiorem formut, a o jest formutq to rozumiemy przez to, ze:

e « zostala zastgpiona przez swoja kpn, a ta z kolei przez odpowiedni zbiér klauzul,
e kazda formuta 3 € S zostata zastapiona przez swoja kpn, a ta z kolei przez odpowiedni zbiér klauzul,
e St ,es av0znacza, ze kazda klauzula wystgpujaca w zbiorze klauzul odpowiadajacym kpn formuty o ma dowéd

rezolucyjny ze zbioru klauzul odpowiadajacemu koniunkcji pewnych formut z S.

Uwaga. Mozemy rozwazac dowolne zbiory klauzul jako poprzedniki relacji -,.s. Z Twierdzenia o Zwarto$ci (zobacz
Dodatek 4) oraz z Twierdzen o Trafnosci i Pelnosci metody rezolucyjnej (ktére udowodnimy za chwile) wynika, ze
jesli S b, a, to istnieje skoriczony zbior S’ C S taki, ze S s .

Koniec uwag.

PRZYKLAD 10.2.2.

Niech S = {p; — p2,p2 — ps3,p1, p3} iniech A S bedzie koniunkcja wszystkich formut ze zbioru S.
Pokazemy, ze A S t,.s . Formuta A S ma nastepujaca kpn:

(=p1 Vp2) A (=p2 V p3) Ap1 A —ps.
Odpowiada jej zatem zbi6r klauzul:

{{=p1.p2}, {—p2, 3}, {p1}, {—p3}}-

A oto zapowiadany dowdd rezolucyjny:

1. {-p1,p2} przestanka
2. {-p2,p3} przestanka
3. {p1} przestanka
4. {-ps} przestanka
5. {-pi,p3} rezolwenta (1)i(2)
6. {ps} rezolwenta (3) i (5)
7. O rezolwenta (4) i (6).
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Zwykle takie dowody rezolucyjne zapisuje si¢ w ponizszej postaci:

1. —p; Vps przestanka
2. —pyVps przestanka
3. ¢ przestanka
4. -—p3 przestanka
5. —p1Vps rezolwenta (1)i(2)
6. p3 rezolwenta (3) i (5)
7. 0O rezolwenta (4) i (6).

Informatycy stosuja inne jeszcze skréty notacyjne, czym nie bedziemy si¢ tutaj przejmowac.

Zauwazmy, ze {p1 — p2,P2 — P3,P1} FKRZ P3, CO 0znacza, ze zbi6r

{p1 — p2,p2 — p3,p1, 3}

nie jest spetnialny (nie istnieje wartoSciowanie, przy ktérym wszystkie elementy tego zbioru maja wartos¢ 1). Poka-
zemy za chwilg, ze zbidr klauzul S jest rezolucyjnie odrzucalny doktadnie wtedy, gdy nie jest spetnialna formuta,
ktérej kpn odpowiada (skoficzonemu podzbiorowi) S.

PRZYKEAD 10.2.3.

Pokazemy, ze zbiér formut
S ={p1 — (—p2V (p3 A pa)),P1, P2, P4}

jest rezolucyjnie odrzucalny. Tworzymy koniunkcje /A S wszystkich formut z S:
(p1 — (=p2 V (p3 Apa))) Ap1 Ap2 A —pa,
a po przeksztatceniu tej formuty do kpn tworzymy odpowiadajacy jej zbiér klauzul:

{{=p1,7p2,p3}, {1, P2, pa}, {P1}, {2}, {-pa}}.

Dowdd rezolucyjny zapiszemy korzystajac z uproszczenia notacji zastosowanego w poprzednim przyktadzie:

1. —p1V-paVps przestanka

2. —p1V-peVpy przestanka
3. m przestanka
4. po przestanka
5. —pg przestanka
6. —p1V-ps rezolwenta 215
7. —p1 rezolwenta 41 6
8. O rezolwenta 31 7.

PRZYKELAD 10.2.4.

Niech S = {{p1,ps}, {p2, "ps}, {-p2}, {=p1,p5}, {~pa},{ps, 75} } bedzie zbiorem klauzul. Ponizsze drzewo
jest rezolucyjnym drzewem dowodowym klauzuli [J ze zbioru S

O

{p} {—p1}
/\ /\

{P17P2 ﬁpz ﬁp17p4 ﬂp4
{p1,p3} {p2,—p3} {-p1.p5s} {ps,—p5}
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Skoro S Fes O, to zbidr S jest rezolucyjnie odrzucalny. Zauwazmy, ze:

{p1 — p3,P5 — P4, D3 — P2, P2, "Pa} FErxrz ~(P1 A P3).

PRZYKEAD 10.2.5.

Pokazemy, ze ze zbioru:

{{ph ﬁp27p3}7 {p2,p3}, {ﬁp1,p3}, {pz, ﬁp3}, {ﬁp2}}

wyprowadzi¢ mozna klauzule pusta [].

1. {p1,—p2,p3} przestanka

2. {p2,p3} przestanka

3. {-p1,p3} przestanka

4. {p2, w3} przestanka

5. {-p2} przestanka

6. {p1,p3} rezolwenta 112

7. {ps} rezolwenta 6 i 3

8. {p2} rezolwenta 7 i 4

9. rezolwenta 8 1 5.

Powyzsze wyprowadzenie reprezentowane jest przez nastgpujace rezolucyjne drzewo dowodowe:

{ p2 { ﬁp2

{ ps { P2, ﬂp3

p17p3 "plap3

TN

{p1,7p2.p3} {p2.p3}

Powyzsze przyklady pokazuja, ze stosowanie reguly rezolucji jest banalnie proste. Moga wigc sktania¢ do (po-
chopnej!) konkluzji, ze reguta rezolucji moze zastapi¢ wszelkie skomplikowane techniki dowodowe (metode¢ aksjo-
matyczna, dedukcje naturalna, itd.). Rzecz ma si¢ nastgpujaco. Owszem, reguta rezolucji nie jest skomplikowana i —
jak pokazemy za chwilg — jest trafna i petlna. Jednak owa prostota ma tez swoja ceng: zbiory klauzul odpowiadaja
formutom w koniunkcyjnych postaciach normalnych, i cho¢ istnieje algorytm znajdowania dla kazdej formuty réwno-
waznej jej inferencyjnie formuty w kpn, to postgpowanie wedle jego zalecen jest dla Cztowieka wielce czasochtonne.
Inaczej rzecz si¢ ma z maszynami liczacymi, ktore stosunkowo szybko znajduja kpn, a potem przeprowadzaja dowody
rezolucyjne.

Tak wigc, nie ma ucieczki: cho¢ bezmyslng pracg mozna powierzy¢ Maszynom, to praca twércza (np. znajdowanie
dowodow) stale nalezy do Cztowieka.

10.3. Trafnos¢ metody rezolucji

Trzeba pokazac, ze metoda rezolucji jest frafna, tj. pokazac, ze jesli klauzula pusta nalezy do rezolucyjnego do-
mknigcia zbioru S, to S nie jest spetnialny.
Mozna to uczyni¢ na dwa sposoby:

e (A) czysto syntaktyczny (odwotujacy sie do relacji konsekwencji 1, lub I-;4), a potem skorzysta¢ z Twier-
dzenia o Petnosci KRZ;
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e (B) semantyczny, tj. odwolujac sig¢ bezposrednio do relacji =k gz Wynikania logicznego w KRZ.

Poniewaz czujemy, ze Audytorium tego oczekuje, pokazemy oba sposoby.

Sposéb (A)

Wykorzystamy relacje konsekwencji zatozeniowej .

W Dodatku 4 udowodniono, ze relacja konsekwencji |-;,, ma podobne wlasnosci, jak relacja ..., tj. pokazano,
ze:
Wnhiosek 8.1.

Dla dowolnych zbioréw formut X, Y, Z oraz dowolnej formuty o zachodza nastgpujace warunki:

o (1) Fjqs jest zwrotna: X bjq X
® (2) Fjqs jest przechodnia: jesli X b, Y orazY bjus Z, 10 X bjos Z
® (3) I-j4s jest monotoniczna wzgledem pierwszego argumentu:

jeSli X o Yoraz X C Z,t0 Z Fjos YV

® (4) =45 jest antymonotoniczna wzgledem drugiego argumentu:
jesli X by Y oraz Z C Y, t0 X Fjgs Z.

Tu potrzebne beda nam warunki zwrotnosci, przechodniosci oraz monotonicznoSci relacji ;4.

Teraz mozemy pokazad, ze tworzenie dowodow rezolucyjnych mozna reprezentowaé w systemie dedukcji natu-
ralnej (w systemie zatozeniowym) KRZ:

TWIERDZENIE 10.3.1.
Jesli R jest rezolwenta klauzul C 1 Cs, oraz Fjqs C1 it j4s Ca, t0 45 R. W konsekwencji, {C4,Cs} Fias R.
DowOD.

Uwaga. Zapis {C1,C5} Fj.s R rozumiemy w ten sposob, ze relacja ;.5 zachodzi pomigdzy kpn reprezentowana
przez zbiér {C1, Cy}, a alternatywa elementarng reprezentowana przez klauzulg R.

Po tym wyjasnieniu, mozemy juz przystapi¢ do dowodu. Jesli R jest rezolwenta C; i Cl, to istnieje zmienna
zdaniowa p taka, ze p jest literalem w jednej z klauzul C; i Co, a —p literalem w pozostatej z klauzul Cy i Cs.
Niech np. p bedzie literatem wystepujacym w Cj, a —p niech wystepuje w Co. Zatem klauzula C reprezentuje
alternatywg elementarna « V p, a klauzula Cs reprezentuje alternatywe elementarng o V —p, dla pewnych alternatyw
elementarnych « i 5. Poniewaz R jest rezolwenta C7 i Co (wzglgdem pary kolidujacych literatéw p i —p), to R
reprezentuje alternatywe elementarng o V 3. Pokazemy, ze: jeSli o5 DV i bjgs 7pV B, 10 05 a0V 5.

l. FaspVa zatozenie

2. Fjas PV zalozenie

3. {-plhjespVa 1, monotoniczno$¢ ;4
4. {-p}Fjas Zwrotno$¢ jqs

5. {-p} Fjas @ OA:43

6. {w}rjsaVB  DA:S

7. {—~p}Fjas 0V B 2, monotonicznos¢ t-j,
8. {=—p}tFjas op Zwrotnosé g

9. {—|—\p} |_jas 6 OA: 7’8

10. {-—p}rjes VvV DA: 9

1. Fjas ~p— (a V) 6, twierdzenie o dedukcji

12, Fjas > p— (aV @) 10, twierdzenie o dedukcji

13, FjesaVvg 11,12, reguta wtérna: w Q.E.D.

TWIERDZENIE 10.3.2. (Trafnos¢ rezolucji w KRZ)
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Niech S begdzie zbiorem klauzul (reprezentujacym pewng formute w kpn). Jesli O € R(.S), to formuta reprezen-
towana przez S nie jest spetnialna.

DowOD.

Niech O € R(S). Wtedy O € res,(S) dla pewnego n (zob. uwage po definicji 10.2.2.). Poniewaz [J ¢ resg(S)
(bo [ nie jest klauzula wystgpujaca w zbiorze .S), wigc istnieje liczba m > 0 taka, ze:

o (a) 0 ¢ resp,(9)
o (b) O e resmi1(9).

Na mocy (b), O jest rezolwenta dwéch klauzul z res,, (S). Jednak [ moze byé rezolwenta jedynie pary literatéw
komplementarnych, czyli literatéw postaci p i —p, gdzie p jest zmienna zdaniowa. Nadto, zar6wno p, jak i —p sa
elementami res,, (.5). Na mocy:

e tego, ze m > 0,

e definicji zbioréw res;(S),
e przechodnioSci relacji 45,
e twierdzenia 10.3.1.,

zaréwno p, jak i —p sa konsekwencjami (w sensie relacji I-;4,) formuty w kpn jezyka KRZ, ktérej reprezentacja jest
S. Stad p A —p jest konsekwencja tej formuty. Poniewaz p A —p nie jest spetnialna, wigc (na mocy Twierdzenia o
Petnosci KRZ) i owa formuta, reprezentowana przez .S, nie jest spetnialna.

Q.E.D.

PokazaliSmy zatem (korzystajac z wlasnoSci syntaktycznej relacji I-;,5 oraz z Twierdzenia o Petnosci KRZ), ze
rezolucyjna odrzucalno$¢ zbioru klauzul reprezentujacego formule jezyka KRZ w koniunkcyjnej postaci normalne;j
implikuje niespetnialno$¢ tej formuty.

Sposéb (B)

Twierdzenia o trafno$ci metody rezolucyjnej mozemy tez dowie$C ,,na drodze semantycznej”’, odwotujac si¢ bez-
posrednio do wartoSciowan.

Zauwazmy najpierw, ze (na mocy stosownych definicji) zachodzi nastgpujaca rownowaznos¢:
e Klauzula C jest rezolucyjnie wyprowadzalna ze zbioru klauzul S wtedy i tylko wtedy, gdy C' € R(S).

e W szczegdlnosci, istnieje rezolucyjna refutacja S wtedy i tylko wtedy, gdy O € R(.S).

Zamiast twierdzenia 10.3.1. postuzymy sig¢ teraz jego semantycznym odpowiednikiem:
TWIERDZENIE 10.3.3.

Jesli S = {C4, Cs} jest spelialny oraz C jest rezolwentg C; i Cs, to C jest spetnialna w KRZ. Co wigcej, kazde
warto$ciowanie zmiennych zdaniowych, ktére spetnia S, spetnia tez C.

DowOD.

Uwaga. Mowiac o spetnialno$ci zbioru klauzul S mamy na mysli, ze jesli a = S, to formuta « jest spetnialna.
Podobnie dla (spetnialnosci) pojedynczych klauzul.

Jesli C jest rezolwenta C i Cs, to istnieje literat ¢ oraz klauzule D1, D-, takie, ze :
o Oy =D U{{}
e Cy =Dy U{l}
e C=D;UDs.
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Zalézmy, ze istnieje wartoSciowanie h takie, ze h(C1) = 1 oraz h(C3) = 1. Z definicji warto$ciowania, wyklu-
czone sa przypadki:

o h(t)=1ih(?) =1

o h(f) =0ih(f) =0.

Pozostaja zatem mozliwosci:

e @h()=1ih(f)=0

e (b)h(¢) =01ih(¢) =1.
Zatézmy, ze zachodzi przypadek (a). Wtedy, poniewaz h(Cy) = 1i h(f) = 0, wigc musi byé h(Ds) = 1. Wtedy
oczywiscie takze h(C) = h(D; U D3) = 1.
Zalézmy, ze zachodzi przypadek (b). Wtedy, poniewaz h(C7) = 11 h(¢) = 0, wigc musi byé h(D;) = 1. Wtedy
oczywiscie takze h(C) = h(D; U Ds) = 1.
Q.ED.

Uwaga. Zauwazmy, ze w istocie mamy silniejsza wersje twierdzenia 10.3.3.: kazde wartoSciowanie, ktére spetnia (tj.
przypisuje warto$¢ 1) zbiér S = {C1, Cy}, spetnia takze kazdq rezolwente klauzul C i Cs.

TWIERDZENIE 10.3.4. (Trafnos¢ rezolucji w KRZ).
Jezeli istnieje rezolucyjna refutacja S, to S nie jest spetnialny w KRZ.
DowOD.

Niech C1, Cs, ..., C, bedzie rezolucyjna refutacja S. Wtedy oczywiscie C,, jest identyczna z klauzula [J.
Z twierdzenia 10.3.3. wynika natychmiast, przez indukcj¢ po dhugosci rezolucyjnej refutacji zbioru .S, ze kazde
warto$ciowanie, ktére spetnia .S, spetnia tez kazda klauzulg C; dlal < ¢ < n.
Poniewaz zadne warto$ciowanie nie spetnia klauzuli pustej [J, wigc nie istnieje wartoSciowanie spetniajace .S.
Q.E.D.

10.4. Pelno$¢ metody rezolucji

Trzeba pokazaé, ze metoda rezolucji jest pefna, tj. udowodnic, ze jesli zbior .S jest niespetnialny, to mozna z niego
rezolucyjnie wyprowadzi¢ klauzule pusta U.

Podobnie jak w przypadku Twierdzenia o TrafnoSci Rezolucji, mozna tego dokona¢ na dwa sposoby.

Sposéb (A)

TWIERDZENIE 10.4.1. (Petnos¢ rezolucji w KRZ).
Jezeli S jest niespetnialny, to O € R(.S).
DOWOD.

Niech S = {C4, ..., Cy}. Mozemy oczywiscie zatozy¢, ze zadna C; nie jest tautologia. W przeciwnym przypadku
mozemy usunaé wszystkie tautologie z S' i wyprowadzi¢ [J z klauzul pozostatych w .S.
Przeprowadzimy dowdd przez indukcj¢ po n: liczbie zmiennych zdaniowych wystgpujacych w .S.

POCZATKOWY KROK INDUKCIJI. Niech n = 1. Niech p bgdzie jedyng zmienna zdaniowa wystgpujaca w S. Sa wtedy
trzy mozliwosci:

e kazda C; jest postaci {p}
e kazda C; jest postaci {—p}

e kazda C; jest postaci {p, —p}.
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Trzecia z tych mozliwosci wykluczyliSmy. Tak wigc, jedynymi klauzulami w S sa {p} oraz {—p}. Sa trzy mozli-
wosci:

o 5={{r}}
o S={{-rt}
o S={{p}{-p}}

W pierwszych dwéch S bytby spetnialny (a nie jest, z zalozenia). Tak wigc, S = {{p},{—p}}. Oczywiscie
O e R(S).

NASTEPNIKOWY KROK INDUKCIJI. Zalézmy teraz, ze jedynymi zmiennymi zdaniowymi wystepujacymi w S sa
D102y -« - s P, Pnt1. Zatézmy tez, ze O € R(T") dla kazdego niespetnialnego zbioru 7', w ktérym wystepuja jedynie
zmienne zdaniowe pq, pa, ..., Pn-

Zdefiniujmy nastepujace formuty:

o 59 jest koniunkcja tych wszystkich C; z S, ktére nie zawieraja literatu —p,, ;1

o S! jest koniunkcja tych wszystkich C; z S, ktére nie zawieraja literatu p,, 1.

591 S! sa formutami w kpn. Zauwazmy, ze S = SYU S, gdy S°i S! traktujemy jako zbiory klauzul. Gdyby byto
inaczej, to istniataby klauzula C; z S, ktéra nie bytaby elementem S° U S*. Wtedy C; zawierataby zaréwno p,, . 1,
jaki =pn 41, a wige (jako alternatywa elementarna) bytaby tautologia, co juz wczesniej wykluczyliSmy. Dowodzi to
inkluzji S° U S* C S. Poniewaz oczywiscie S C S° U S!, wiec zachodzi réwnosé S = S° U S,

Niech teraz:

° SO = {Cl — {pn+1} : Cl S SO}

e S| = {Cl — {—\pn+1} :C; € Sl}

Zauwazmy, ze:

o jesli zastapimy p, 41 W S przez L, to otrzymana formuta jest (semantycznie) réwnowazna z Sy

o jesli zastapimy p,4+1 W S przez T, to otrzymana formuta jest (semantycznie) réwnowazna z S;.

Wynika stad, ze S jest (semantycznie) rownowazny z Sy V S1. Poniewaz S jest niespetnialny, wigc Sy 1 .57 sa nie-
spetnialne. W klauzulach z Sy i z S; wystepuja jedynie zmienne zdaniowe pi, po, . .., pn. Z zatozZenia indukcyjnego,
zachodzi zaréwno O € R(Sy), jak i € R(S1).

So utworzono z S° poprzez wyrzucenie literatu p,, ;1 z kazdej klauzuli w S°. Poniewaz mozemy wyprowadzi¢ []
z Sy, wiec z S° mozemy wyprowadzié [ lub {p,,11}.

Podobnie, S; utworzono z S° poprzez wyrzucenie literalu —p,,,; z kazdej klauzuli w S*. Poniewaz mozemy
wyprowadzi¢ (J z S7, wigc z S* mozemy wyprowadzié¢ [J lub {—p,, +1}.

Jesli mozemy wyprowadzi¢ {p,.1} z So, a {=pny1} z S1, to mozemy wyprowadzi¢ (1 z S U S*. Poniewaz
S = S%U S, wigc ostatecznie O € R(S).

Q.E.D.

TWIERDZENIE 10.4.2.

Niech «v i 3 bedg formutami jezyka KRZ i niech «y bedzie koniunkcyjna postacia normalng formuty a: A = 5. Wtedy
nastepujace warunki sa réwnowazne:

e DaFEgrz B
e ) {a}bp. B
o ) {a}jus B
e @O eRM{D).
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DowOD.

Réwnowaznosé (2) i (3) pokazano w Dodatku 4.

Implikacja (2)=-(1) to Twierdzenie o Trafnosci w KRZ (udowodnione w Dodatku 3).

Implikacja (1)=-(4) jest konsekwencja udowodnionego przed chwila twierdzenia o petnosci metody rezolucyjne;.

Pokazemy, ze (4) implikuje (3).

Na mocy réwnosci Fp,, = ;45 oraz twierdzenia 5.5. (zob. Dodatek 2), mamy: {a N =5} Fjas 7. Regula DK
dotaczania koniunkcji daje: {«, =} Fj4s o A =5. Z przechodniosci F s (wniosek 8.1.(2)) mamy: {«, =5} Fjas 7.

Poniewaz [ € R({~}), wigc dla pewnej zmiennej zdaniowej p mamy: p, =p € R({~}). Stad, na mocy twierdzenia
10.3.1.:

o {(V}Fjusp oraz

o {7} Fjas —p-

Z przechodniosci relacji 4, otrzymujemy zatem:

o {o,~0}Fjusp oraz

o {a, 70} Fjas .

To oznacza, ze:

e {a}Fjos "B —p oraz

o {a} Fjqs 28

Na mocy tezy (o« — ) — ((« — —=8) — —a) otrzymujemy stad: {a} ;45 =—/5. Na mocy prawa opuszczania

negacji mamy ostatecznie {a} Fjqs 5.
QED.

Sposéb (B)

TWIERDZENIE 10.4.3.

Dla dowolnego zbioru klauzul T oraz dowolnego literatu ¢: jesli T jest niespetnialny, to niespelnialny jest takze
zbior T () ={C e R(T) : £,{ ¢ C}.

DOWOD.
Uwaga. Zapis £ ¢ C oznacza, ze literat £ nie wystepuje w klauzuli C.

Niech T bedzie niespetnialny. W terminologii uzywanej w wyktadach 3—4 powiedzielibySmy, ze T jest seman-
tycznie sprzeczny.

Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze h jest wartoSciowaniem takim, ze h spelnia (tj. przyjmuje wartos$¢ 1)
wszystkie elementy zbioru T'(¢). Okre§lmy wartoSciowania hy oraz hs tak, aby:

e hi(f) =1loraz ha(f) =1

e hy i hy przyjmowaty takie same wartosci jak h dla wszystkich pozostatych (tj. réznych od ¢ i ¢) literatach
wystepujacych w T'.

Poniewaz T jest niespetnialny, wigc istnieja klauzule C; oraz Cy w T takie, ze:
e hi1(C1)=0
L d h2 (02) = 0
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Poniewaz h1(¢) = 1,a h1(C}) = 0, wigc £ nie wystgpuje w C. Gdyby takze ¢ nie wystgpowat w C1, to, na mocy
definicji, mielibySmy Cy € T'(¢). Poniewaz przeczyloby to zatozeniu, ze h spetnia wszystkie elementy zbioru 7'(¢),
wiec ¢ wystepuje w C}. Analogicznie rozumujac, pokazujemy, ze £ wystepuje w Cs.

Pokazali$my, ze klauzule C; i C5 zawieraja parg literaltéw komplementarnych. Mozemy zatem otrzymac ich re-
zolwente D € R(T), ktéra nie zawiera literatu ¢ (oraz, oczywiscie, nie zawiera tez literatu 0).

Z definicji wartoSciowania h mamy h(D) = 1. Z kolei, z definicji wartoSciowani h; i ho oraz z faktu, ze hy (¢) = 1

i ha(¢) = 1 wynika, ze niemozliwe jest, aby h(C1) = 0 oraz h(C3) = 0. Zachodzi zatem alternatywa:

o h(C1)=1 lub
o h(CQ) =1

Otrzymujemy sprzeczno$¢ z zatozeniem, ze 1" jest niespetnialny.
Q.E.D.

TWIERDZENIE 10.4.4. (Petnos¢ rezolucji w KRZ).
Jezeli S jest niespetnialny w KRZ, to istnieje rezolucyjna refutacja .S.
DowoOD.

Na mocy Twierdzenia o Zwartosci (zobacz Dodatek 4, twierdzenie 8.5.), jesli S jest niespetialny, to istnieje
skoriczony zbior S’ C S, ktory jest niespetnialny. Poniewaz kazda rezolucyjna refutacja z S’ jest tez refutacja z .S,
mozemy zatozyc¢, ze S jest skoriczony. Skoro istnieje tylko skoniczenie wiele klauzul w S'i kazda klauzula jest zbiorem
skoniczonym, wigc istnieje tylko skoriczona liczba literatéw, wystgpujacych w klauzulach z S. Niech beda to literaly
i, 0oy .o by,

Niech S bedzie niespetnialny. Pokazemy, ze istnieje rezolucyjna refutacja S.

Niech S, = S({) = {C € R(S) : {,{ ¢ C}. Z definicji, S, jest zbiorem tych wszystkich konsekwencji
rezolucyjnych S, ktére nie zawieraja literaléw /,, oraz /,,. Poniewaz S jest niespetnialny, wigc na mocy twierdzenia
10.4.3., S,, rtéwniez jest niespetnialny.

Niech z kolei S,,—1 = S(¢,—1). Wtedy S,,_1 jest zbiorem tych wszystkich konsekwencji rezolucyjnych S, (a
wiec takze S), ktére nie zawieraja literatéw £,,, £, _1, £y, i £y_1.

Powtarzamy t¢ procedure az do otrzymania zbioru Sy, ktéry jest niespetnialny i nie zawiera zadnych literatéw.
Jedynym takim zbiorem jest {(J}. PokazaliSmy zatem, ze [J jest rezolucyjna konsekwencja S.

Q.ED.

10.5. Dalsze przyklady

Skoro metoda rezolucji jest trafna i pelna, to mozna jej uzywac np. dla ustalania, czy:

e formula jezyka KRZ jest tautologia KRZ

e formula jezyka KRZ jest spetnialna

e formuta jezyka KRZ nie jest spelnialna

e formuta o wynika logicznie ze zbioru formut X
e zbidr formut X jest spetnialny

e 7bidr formul X nie jest spetnialny, itd.

PRZYKEAD 10.5.1.

Rozwazmy zbiér klauzul:

S = {{p1,p2, ~p3}, {p3}, {r1, "2, p3}, {-ps3}}.

228



Zauwazmy, ze w zaleznosci od kolejnosci doboru klauzul, do ktérych stosujemy regute rezolucji, mozemy otrzy-
macé rézne wyniki koicowe:

(a)

1. {p1,p2,—p3} przestanka

2. {ps} przestanka

3. {p1,7p2,p3} przestanka

4. {-ps} przestanka

5. 0O rezolwenta 2 i 4.
(b)

1. {p1,p2,p3} przestanka

2. {ps} przestanka

3. {p1,p2,p3} przestanka

4. {-ps} przestanka

5. Ap1,p2} rezolwenta 11 2.

6. {p1,p2} rezolwenta 3 i 4

7. A{m} rezolwenta 51 6.

Tak wigc, zbidr S nie jest spetnialny, poniewaz istnieje co najmniej jedno wyprowadzenie [ ze zbioru S.
PRZYKEAD 10.5.2.

Pokazemy, ze
((@a=B)AB—=AN(y—=a)A(aVBVY) = (@ABAY)

jest tautologia KRZ.
Jest tak doktadnie wtedy, gdy zbiér

{a=B.8—=77—>a,aVBVy,~(aABAY)}
jest semantycznie sprzeczny (nie jest spetnialny). To z kolei jest rOwnowazne temu, ze zbidr
{—|a\/ﬁ,—\ﬂ\/%ﬂ'y\/a,a\/ﬁ\/%—'a\/ﬂﬁ\/—Vy}

nie jest spetnialny. Kazda z formut tego zbioru jest podstawieniem jakiej$ alternatywy elementarnej: otrzymujemy je,
gdy dokonamy np. podstawiefi p1/a, p2/B3, ps/7y. W takich przypadkach usprawiedliwione jest pisanie dowodéw
rezolucyjnych z uzyciem metazmiennych reprezentujacych dowolne formuly jezyka KRZ i traktowanie pojedynczych
metazmiennych jak literatéw.

Na mocy petnos$ci metody rezolucji wystarczy pokazaé, ze ze zbioru

{maV B, =BVy,yVa,aVBVy-aV-aBV -y}

mozna wyprowadzi¢ klauzule [I:

1. —~aVvp przestanka

2. =fVy przestanka

3. yVa przestanka

4, aVpVy przestanka

5. —aV-fBV -y przestanka

6. aVvp rezolwenta 41 3

7. 0 rezolwenta 61 1

8 v rezolwenta 71 2

9. « rezolwenta 813
10. =0V -y rezolwenta 91 5
11. -y rezolwenta 71 10
12. O rezolwenta 81 11.

Stosujemy tu jeszcze jedno §winstewko notacyjne, piszac poszczegélne alternatywy elementarne, a nie odpowiada-
jace im klauzule. Inne z tego typu Swinstewek to milczace korzystanie z praw pochtaniania dla alternatywy: w wierszu
6 piszemy « V (§ zamiast « V Sa V «, a w wierszu 7 piszemy 3 zamiast 3 V (.
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Takie (i dalsze jeszcze Swinstewka notacyjne) czesto spotykamy w niektdrych podrecznikach. Czujemy sig wigc
troche usprawiedliwieni, takze z nich korzystajac. Jak pisat St.I. Witkiewicz:

Cigzko jest Zy¢ w plugawej naszej atmosferze,

Czasami, ach, wprost nawet kogos z boku litos¢ bierze —
Pociecha w tym, Ze gorzej by¢ plugawcem, ach, samemu,
Bo nic juz nie pomoze, ach, takiemu.

PRZYKEAD 10.5.3.
Pokazemy, ze formuta:
(%) =((a—B) = ((aVy) = (BV))
nie jest spelnialna. Oznacza to, ze formuta:
(k) (a— )= (V) = (BV7Y))
jest tautologia KRZ.

W tym celu wystarczy pokazaé, ze ze zbioru klauzul otrzymanego z kpn formuly () mozna wyprowadzi¢ OJ.
Koniunkcyjng postacia normalng formuty () jest:

(ma Vv B) A(aVy) A (=8) A (=)

Przeprowadzamy dowdd rezolucyjny:

1. —aV 3 przestanka
2. aVy przestanka
3. = przestanka
4. -y przestanka
5. « rezolwenta 2 i 4
6. 0 rezolwenta 115
9. O rezolwenta 3 i 6.

PRZYKEAD 10.5.4.
Pokazemy, ze formuta v wynika logicznie ze zbioru formut:
S={a,(aNB) = ~v,7— 5,7}
W tym celu wystarczy pokazac, ze zbidr
{o, (@A B) =y, 7= 3,7}
nie jest spetnialny.

Kazda formuta ze zbioru S jest rownowazna alternatywie elementarne;j:

1. «

2. —aV-fBVey
3. -7V

4. T.

Pokazujemy, ze z powyzszych klauzul mozna wyprowadzié [:

. « przestanka
2. —-aV-fV+y przestanka
3. -7Vvg przestanka
4. T przestanka
5. vy przestanka
6. —-aV-p rezolwenta 215
7. =0 rezolwenta 61 1
8. T rezolwenta 317
9. 0O rezolwenta 4 i 8.
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PrRZYKEAD 10.5.5.

Pokazemy, ze formuta 3 wynika logicznie z nastgpujacego zbioru formut:

S={a—=08,(7A0) = a,(TAy) =6, (0Aa) =7, (0 AT) =7,0,T}

Kazda formuta ze zbioru .S jest rownowazna alternatywie elementarne;:

1. -aVvp
2. —yV-dVa
3. - TV-yVo
4. =0V -aVy
5. =0V -TVry
6. 0
1. T
Budujemy rezolucyjne wyprowadzenie § z powyzszych klauzul:

. -avp przestanka
2. —yV-dVa przestanka
3. = 7V—-yVJ przestanka
4. =0V -aV-~y przestanka
5. =0V -1Vry przestanka
6
7
8

0 przestanka
T przestanka
TV oy rezolwenta 51 6
9. « rezolwenta 71 8
10. =6V a rezolwenta 21 9
11. —-vyVvaé rezolwenta 317
12. v Va rezolwenta 21 11
13. « rezolwenta 91 12
14. g rezolwenta 11 13.

Poniewaz uzyskaliSmy rezolucyjne wyprowadzenie 5 z .S, wigc na mocy twierdzenia o petnosci metody rezolu-
cyjnej otrzymujemy, ze S |=xrz 0.

Dla poréwnania, przytoczmy jeszcze dowdd zatozeniowy, ze S &4, (3:

. a—p zatozenie
2. (yAd) = « zalozenie
3. (rAvy)— 4 zaloZenie
4. (@6 ANa) — v zalozenie
5. (#AT)—~ zalozenie
6. 0 zalozenie
7. T zalozenie
8 OAT DK: 6,7
9. ~« RO: 5,8
10. 7AY DK: 7,9
11. 6 RO: 3,10
12. vAd DK: 9,11
13. « RO: 2,12
14. g RO: 1,13.

Zauwazmy, ze dowdd ten jest poréwnywalny — pod wzglgdem skomplikowania — z podanym wyzej dowodem
rezolucyjnym.

Powyzsze przyktady moga osobie nieufnej nasuna¢ pytanie, po co wlasciwie zajmowac si¢ metoda rezolucji, skoro
mamy inne, dobre metody dowodzenia tez. Podkreslamy, ze metoda rezolucji znajduje zastosowanie przede wszystkim
w automatycznym dowodzeniu twierdzen. Przeksztatcenie nawet bardzo skomplikowanych formut na réwnowazne im
inferencyjnie kpn nie jest problemem dla szybkich maszyn liczacych. Drugi krok w metodzie rezolucyjnej dowodze-
nia twierdzen, czyli stosowanie samej reguly rezolucji, jest oczywiscie takze bardzo prostym zadaniem dla maszyn
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liczacych. Warto zatem wyobrazi¢ sobie np. zbidr liczacy tysiace skomplikowanych przestanek i odetchnac z ulga, ze
mozemy w takiej sytuacji powierzy¢ robotg dedukcyjna Maszynom.

10.6. Konsekwencja rezolucyjna

Jest jasne, jak zdefiniowa¢ operacje¢ C)..s konsekwencji wyznaczona przez metode rezolucji:

Cres(X) = {a S FKRzX l_res a}.

Tak zdefiniowana operacja konsekwencji ma wiasnosci (C1)—-(C4) podane na wyktadach 5-7.

* % %

10.7. Uwagi koncowe

Uwaga. Jest wiele réznych, bardziej subtelnych od powyzszego — catkowicie ogélnego — rodzajéw rezolucji. Pro-
blematyka ta jest intensywnie badana, przede wszystkim w zwiazku z zastosowaniami metody rezolucji w automa-
tycznym dowodzeniu twierdzen.

Dlaczego wazne sa klauzule Hornowskie? Klauzulg Hornowska, w ktérej wystepuje doktadnie jeden literat pozy-
tywny i dowolna (skoriczona) liczba literatéw negatywnych nazywamy klauzulg programowq. Ow literat pozytywny
nazywamy nagtowkiem klauzuli, a pozostale literalty negatywne tresciq klauzuli. Zbiér klauzul o tym samym naglowku
jest procedurq, a zbioér procedur jest programem. Klauzule Hornowska o jednym literale pozytywnym i bez literatlow
negatywnych nazywamy faktem, a klauzule bez literalu pozytywnego nazywamy klauzulq negatywnq. Przez regute
obliczeniowq rozumiemy regute wybierania literatu z klauzuli.

Jezyk programowania PROLOG wykorzystuje wiasnie takie konstrukcje syntaktyczne. Przypomnijmy, ze jest to
jezyk deklaratywny. Wykorzystujemy w nim tzw. SLD-rezolucje (Selection-rule driven Linear resolution for Definite
clauses), okre§long dla programéw w wyzej rozumianym sensie, a wigc rodzin zbioréw klauzul Hornowskich.

Uwaga. Przypomnijmy nastepujace poréwnanie reguty rezolucji z regula modus ponens w KRZ:

e REGULA REZOLUCIJIL: z formut o V y oraz -« V 8 wywnioskuj v V 3

e REGULA MODUS PONENS: z formut @« — (3 oraz a wywnioskuj G (lub, w postaci réwnowaznej: z formut
—a V (G oraz o wywnioskuj 3).

Regula rezolucji jest zatem szczegllnym przypadkiem ogdlniejszej reguty, tzw. reguly cigcia. W ramach niniej-
szego kursu nie przewiduje si¢ oméwienia tej problematyki.

Uwaga. Zainteresowanych zachgcamy do zajrzenia do rozdziatu 3 ksigzki Fitting 1990 (zwtaszcza do podrozdziatu
3.3.), gdzie znajdujemy opis metody rezolucji w polaczeniu z pewna (prosta i wielce naturalng!) technika przeksztal-
cania formut do réwnowaznych im inferencyjnie kpn oraz apn.

Uwaga historyczna. Church i Turing udowodnili podstawowe twierdzenia implikujace nierozstrzygalno$¢ klasycz-
nego rachunku logicznego (logiki pierwszego rzedu). Z kolei, z wynikéw uzyskanych przez Herbranda i Skolema
wynika, ze rachunek ten jest potrozstrzygalny: jesli jakas formuta jest tautologia logiki pierwszego rzedu, to mozna
tego dowies¢ (w skonczonej liczbie krokéw). Fakt ten, tacznie z powstaniem i rozwojem elektronicznych maszyn
liczacych inspirowat do poszukiwania systeméw automatycznego dowodzenia twierdzefi.

Algorytm zaproponowany przez Davisa i Putnama nawigzywat do twierdzenia Herbranda (redukujacego, w Scisle
okreslonym sensie, problem ustalania czy dana formula jest tautologia logiki pierwszego rzgdu do problemu tau-
tologicznos$ci pewnych formut KRZ). Méwi sig, ze reguta rezolucji zostata po raz pierwszy wykorzystana przez J.A.
Robinsona (1963—-1964). Wiadomo tez jednak, ze juz w XIX wieku uzywat jej konsekwentnie Lewis Carroll, w swoim
algebraicznym ujeciu sylogistyki.

Wigcej na ten temat np. w rozdziale si6dmym monografii Marciszewski, Murawski 1995.

Uwaga. Nalezy by¢ §wiadomym réznic pomiedzy:
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o Wynikaniem logicznym a uzasadnianiem oraz uznawaniem zdan. Pierwsze z tych poje¢ ma, w dzisiejszym
rozumieniu, charakter obiektywny; drugie i trzecie moga odwotywac si¢ do réznych czynnikéw, takze natury
pragmatycznej. Uzasadnianie moze mie¢ posta¢ precyzyjnego dowodu, ale moze tez odwotywac si¢ do zabaw-
nych regut LOGIKI UZNANIOWEJ.

e Dowodzeniem a procedurami czysto algorytmicznymi. Pierwsza z tych aktywnosci ma charakter tworczy, drugie
sa dziataniami wedle okreslonego przepisu.

Student, ktéry zna jedynie KRZ i ma dopiero przed soba wyktad na temat KRP (Klasycznego Rachunku Predy-
katéw) moze odnies$¢ (ztudne i pochopne!) wrazenie, ze dowodzenie ma w dowolnym systemie logicznym charakter
czysto algorytmiczny i ze w takim systemie zawsze istnieje efektywna metoda rozstrzygania, czy dana formula jest

tautologia tego systemu.
Zwr6éémy uwage, ze jest zasadnicza réznica pomigdzy:

e sprawdzeniem, ze dany ciag formul jest dowodem jakiejs formuty o, a

e znalezieniem dowodu formuty o.
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LOGIKA MATEMATYCZNA (24-25)

KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW:

UNIFIKACJA I REZOLUCIJA

Omoéwimy teraz konsekwencje rezolucyjng w KRP.

Wyklad 24: Unifikacja

Pojecia i metody wprowadzone w tym podrozdziale beda wykorzystane w podrozdziale nastgpnym, w ktérym po-
kazemy dziatanie pewnej waznej metody dowodowej (metody rezolucji), w pewnym sensie zwiazanej z metoda tablic
analitycznych. Nadto, pojecie unifikacji jest samo w sobie interesujace. W ostatnich kilkudziesigciu latach nabrato
istotnego znaczenia, np. w automatycznym dowodzeniu twierdzen.

24.1. Definicje

Pracujemy teraz w KRP z identycznoS$cia oraz symbolami funkcyjnymi.

Literatami nazwiemy formuty atomowe oraz ich negacje. Formuty atomowe to literaly pozytywne, negacje formut
atomowych to literaty negatywne.
Terminu wyrazenie bgdziemy tu uzywac dla dowolnego termu lub literatu.

Podstawieniem nazywamy kazda funkcj¢ o ze zbioru wszystkich zmiennych w zbiér wszystkich terméw, ktéra
jest funkcja identycznoSciowq prawie wszgdzie, tj. dla wszystkich, oprécz skoriczonej liczby, zmiennych.

Poniewaz w zastosowaniach istotna bgdzie tylko skonczona liczba wartosci kazdego podstawienia, wigc czasem
wygodnie bedzie uwazac za podstawienie dowolny skoniczony zbidr par uporzadkowanych, ktérych jednym elemen-
tem jest zmienna, a drugim term.

W takim przypadku podstawienia zapisywaé mozemy jako zbiory postaci {t1/x1, ..., tn/xy}, gdzie z; sa zmien-
nymi, a ¢; termami. Inng czgsto uzywana notacja jest zapis: {x1 +— ti,..., 2, — t,}. Ten zapis stosujemy ponize;j.

Jesli o jest podstawieniem, a E wyrazeniem, to przez Eo oznacza¢ bedziemy wyrazenie powstajace z F po-
przez zastapienie zmiennych wystgpujacych w E termami przyporzadkowanymi im przez podstawienie o. Indukcyjna
definicja wyrazenia Eo jest nastgpujaca:

e Fo = zo, gdy F jest zmienna z,

e Eo = f(t10,...,t,0), gdy E jest termem ztozonym f(t1,...,t,),

e Eo = R(t10,...,1,,0), gdy E jest literalem pozytywnym R(t1,...,tm),

e Eo = —R(tyo,...,t,0), gdy E jest literatem negatywnym —R(t1, ..., L)

Dopuszczamy przy tym przypadek, gdy n = 0; wtedy E jest stalg indywiduowa i przyjmujemy Eo = E.

Dziedzing podstawienia o jest zbidr:
dm(o) ={x : zo # x},

a przeciwdziedzing (zbiorem wartosci) podstawienia o jest zbior:

rg(o) = U {zc}.
(o)

zedm(o
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Wreszcie, niech var(o) bedzie zbiorem wszystkich zmiennych wystepujacych w rg(o).

Ograniczeniem podstawienia o do zbioru zmiennych X nazywamy podstawienie, ktére jest réwne funkcji iden-
tycznosciowej wszgdzie poza zbiorem X N dm(o).

Jesli S jest zbiorem wyrazen, a o podstawieniem, to przez So oznaczaé bedziemy zbiér {Ec : E € S}.

Poniewaz podstawienia sa funkcjami, wigc mozna na nich wykonywac operacj¢ zlozenia. Zapis Eof, gdzie F jest
dowolnym wyrazeniem, nalezy odczytywac: wynik podstawienia ztozonego o6 na wyrazeniu F. Przy tym, wartos¢ tg
nalezy rozumie¢ jako wynik operacji (Fo)#.

Algorytm obliczania zfoZenia podstawiei podamy dla przypadku, gdy rozwazamy je jako skonczone zbiory par
(zmienna, term).

Niecho = {z1 — t1,...,2, — ty,} oraz 0 = {y1 — s1,...,Ym — Sm}. Wtedy o0 jest podstawieniem:

{xl '_>t197~-~7$n theayl = 815, Ym HST}'L}

przy czym usuwamy te elementy x; +— ¢;0 dla ktérych x; = ¢;0 oraz te elementy y; — s; dla ktérych y; €
{.’I} Tye-- xn}

Podstawienie puste ¢ jest elementem neutralnym tej operacji, tj. e = € = 6.

Przy tej definicji operacji ztozenia mozna udowodnic, ze operacja ta jest taczna, tj. ze dla dowolnych podstawien
0, ¢ oraz o i dowolnego wyrazenia E':

o (W0)o = (00).

Uwaga. Operacja ztozenia nie jest przemienna, tj. nie zachodzi 06 = 6o dla dowolnych 6 oraz o.

Powiemy, ze podstawienie o jest idempotentne, gdy 0o = o. Mozna dowies¢, ze o jest idempotentne wtedy i
tylko wtedy, gdy dm(o) Nrg(c) = (.

Niech S = {E\,..., E,} bedzie zbiorem wyrazefi. Powiemy, ze podstawienie o jest unifikatorem dla S, gdy:
Fio=FEyo=...=F,0.

Zbior S jest uzgadnialny, jesli istnieje unifikator dla S.

Unifikator 0 dla S jest najbardziej ogolnym unifikatorem (most general unifier, w skrécie: mgu), gdy dla kazdego
unifikatora ¢ dla S istnieje podstawienie A takie, ze O\ = o.

Powiemy, ze podstawienie \ przemianowuje zmienne, jesli dm(\) = rg()\). Dla przyktadu:

e podstawienie {z — y,y — z,z — 2} przemianowuje zmienne,

e podstawienia: {z — y} oraz {x — 2,y — z} nie przemianowuja zmiennych.

Jesli A\ = {z1 — y1,...2n — yn} jest podstawieniem przemianowujacym zmienne, to podstawieniem do niego
odwrotnym jest podstawienie \™! = {y; — x1, ...y, — 2, }. Oczywiscie, jesli A przemianowuje zmienne, to A~!
tez.

Mozna dowiesé, ze jesli 6 oraz v sa najbardziej ogélnymi unifikatorami dla .S, to istnieja podstawienia przemia-
nowujace zmienne o oraz \ takie, ze: S0 = S oraz SO = Sy .

Dwa podstawienia sa rowne, symbolicznie 0 = 6, jesli xoc = x6 dla kazdej zmiennej x. Méwimy, ze o jest
bardziej ogélne niz 6, symbolicznie o < 6, jezeli istnieje A takie, ze § = o \. Relacja < jest czgSciowym porzadkiem.
Relacja = = < N =<~! jest oczywiscie réwnowazno$cia. Mozna udowodnié, ze ¢ = 6 wtedy i tylko wtedy, gdy
istnieje podstawienie A przemianowujace zmienne takie, ze o = O\.

Dla przyktadu, niech o1 = {x — f(g(a, h(2))),y — g(h(z),b),z — h(x)} oraz o3 = {z — f(g(z,y)),y —
g(z,b)}. Wtedy o9 jest bardziej ogélne niz o1, poniewaz o1 = 097, gdzie 7 = {x — a,y — h(2),z — h(z)}.

Jesli unifikator o dla zbioru S ma t¢ wtasnos¢, ze dla dowolnego unifikatora 7 dla S dziedzina dm (o) nie ma wigcej
elementéw niz dziedzina 7, to o nazywamy unifikatorem minimalnym dla S. Dla przyktadu, jezeli S = {z, f(y)}, to
podstawienia o = {y — x,z — f(x)} oraz 7 = {x — f(y)} sa oba najbardziej og6lnymi unifikatorami dla S, ale
tylko 7 jest unifikatorem minimalnym dla S.

235



Mozna podaé definicj¢ mgu takze w terminach porzadku <. Mianowicie o jest najbardziej ogdlnym unifikatorem
(mgu) dla zbioru wyrazen S, gdy o =< 6 dla kazdego unifikatora 6 dla S. Obie podane definicje sa réwnowazne: o < 6
dla kazdego unifikatora ¢ dla S wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego unifikatora # dla S istnieje podstawienie A takie,
ze0 =o

24.2. Przyklady

24.2.1. Rozwazmy termy f(a,x) oraz f(y,b), gdzie a i b sa statymi indywiduowymi. Czy zbiér ztozony z tych dwéch
term6w jest uzgadnialny? Inaczej méwiac, czy mozna dokonad takiego podstawienia zmiennych, aby otrzymac z tych
obu terméw jeden i ten sam term? Odpowiedz jest prosta i twierdzaca. Wystarczy dokonaé podstawienia o

e r—b

e y—a.

Wtedy f(a,z)o = f(a,b) oraz f(y,b)o = f(a,b). Podstawienie {x — b,y — a} nie jest w tym przypadku mgu
dla rozwazanego zbioru terméw. Najbardziej ogélnym unifikatorem dla tego zbioru jest podstawienie 6 = {x — y},
jak tatwo widzie¢, poniewaz dla dowolnego podstawienia 0 = {x +— ¢,y — t} mamy: o = 0{y — t}.

Natomiast w przypadku terméw f(a, x) oraz f(x,b) odpowiedZ jest przeczaca: nie istnieje podstawienie zmien-
nych, po dokonaniu ktérego otrzymaliby$my jeden i ten sam term.

24.2.2. Ani zbiér {P(x,a), P(b,c)} ani zbiér { P(f(z), z), P(a, w)} nie jest uzgadnialny.

Niech Sy = {P(x,c¢), P(b,c¢)} oraz So = {P(f(z),y), P(f(a), w)}. Wtedy zaréwno S; jak i Sz sa uzgadnialne.
Unifikatorem dla S jest podstawienie = +— b. Nadto, jest to jedyny unifikator dla S;. Zbior Sz ma natomiast wiele
réznych unifikatoréw, np.:

o 0={z—ay—w}
e o={ra,y— a,w— ba},

o y={z+— a,y— bw— b}

W tym przypadku 6 jest mgu dla Ss.

24.2.3. Niech 51 = {f(z, g(x)), f(h(y),g9(h(2)))} oraz S = {f(h(x), g(x)), f(g(x), h(x))}. Pokazemy, ze S jest
uzgadnialny, natomiast S5 nie jest.

W kazdym z obu powyzszych przypadkow wszystkie literalty rozpoczynaja si¢ od symbolu funkcyjnego f. Gdyby
poszczeg6lne literaty (w S7 lub w S3) rozpoczynatly si¢ od réznych symboli funkcyjnych, to stosowne zbiory nie
bylyby uzgadnialne, poniewaz podstawienia dotycza jedynie zmiennych.

W kazdym z rozwazanych przypadkéw f jest dwuargumentowym symbolem funkcyjnym. Trzeba zatem przyj-
rze¢ si¢ pierwszemu i drugiemu argumentowi f. Jesli uda si¢ znalez¢ podstawienie, ktére bedzie uzgadniac oba te
argumenty, to tym samym znajdziemy unifikator dla rozwazanego zbioru literalow.

W przypadku Sy:

e pierwszymi argumentami f sa: = i h(y),

e drugimi argumentami f sa: g(x) i g(h(2)).

Aby uzgodnié pierwsze argumenty (w najbardziej ogélny sposéb) powinni§my dokonaé podstawienia x — h(y).
Wtedy drugie argumenty literaléw w S; przybiorg postaé: g(h(y)) oraz g(h(z)), odpowiednio. Pierwszym miej-
scem, w ktérym réznia si¢ te drugie argumenty jest wystapienie y. Mozemy uzgodni¢ drugie argumenty poprzez
podstawienie y — z. Otrzymujemy wtedy jeden i ten sam literat dla drugich argumentéw: g(h(z)). To podstawienie
zastosowaé trzeba takze do pierwszych argumentéw, dla ktérych otrzymujemy wtedy: h(z). Ostatecznie mamy nastg-
pujace wyrazenie, takie samo dla pierwszego i drugiego literatu wystepujacego w S1: f(h(2), g(h(z))). Unifikatorem
poszukiwanym dla uzgodnienia zbioru S; jest wigc ztozenie podstawieni: {z — h(y)} oraz {y > z}.

W przypadku zbioru S mamy nastgpujace wartosci dla pierwszych oraz drugich argumentéw f:
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e pierwszymi argumentami f sa: h(x) i g(x),

e drugimi argumentami f sa: g(z) i h(z).

Dla pierwszych argumentéw f pierwszym symbolem, ktérym si¢ one réznia, jest symbol funkcyjny, a nie zmienna.
Tak wigc, préba ich uzgodnienia koriczy si¢ niepowodzeniem. (Podobnie dla drugich argumentéw, ale to juz bez
znaczenia, poniewaz pierwsze argumenty nie moga zosta¢ uzgodnione.) Widzimy zatem, ze Sy nie jest uzgadnialny.

24.2.4.Niech S = {R(f(g9(z)), a,x), R(f(9(a)),a,b), R(f(y), a, z) }. Pokazemy, ze S nie jest uzgadnialny.
Kazdy z literatéw w S rozpoczyna si¢ od ciagu symboli R(f(. W drugim z literaléw nastepuje potem g(a), a w
trzecim zmienna y. Term g(a) nie zawiera zmiennej y. Dokonujemy podstawienia y — ¢(a) i otrzymujemy:

{R(f(9(x)), a,x), R(f(g(a)),a,b), R(f(a),a,2)}.

Mamy wigcej niz jeden literat. Teraz wszystkie literaty rozpoczynaja si¢ od ciagu symboli R(f(g(. W pierwszym z
literaléw jest dalej zmienna x, a w drugim term a, ktéry nie zawiera tej zmiennej. Dokonujemy podstawienia = +— a i
otrzymujemy:

{R(f(9(a)),a,a), R(f(g(a)), a,b), R(f(a), a,2)}.
W dalszym ciagu mamy wigcej niz jeden literat. Kazdy literat rozpoczyna sig teraz od ciagu symboli R(f(g(a), a,. W
pierwszym literale mamy dalej term @, natomiast w drugim term b. Zaden z tych terméw nie jest zmienna, a wiec nie
ma podstawienia, ktére uzgadniatoby te termy. W konsekwencji, wyjsciowy zbidr S nie jest uzgadnialny.

24.2.5. Zbiér { P(x,y), P(x, f(y))} nie jest uzgadnialny. Niezaleznie od tego, co podstawimy za zmienne x oraz y, w
drugim literale jest jedno wigcej wystapienie symbolu f niz w pierwszym.

Powyzsze przyktady (zaczerpnigte z: Baader, Snyder 2001, Hedman 2004 oraz Nerode, Shore 1997) dobrane sa
tak, aby zilustrowaé algorytmiczny sposéb odnajdywania mgu dla zbioru literatéw (lub pokazania, ze zbior literatow
nie jest uzgadnialny). W tym celu potrzebne beda jeszcze nastgpujace definicje.

Niech S bedzie skoriczonym niepustym zbiorem wyrazen. Zbiorem niezgodnosci (niektérzy uzywaja terminu:
para niezgodnosci) dla S nazywamy kazdy dwuelementowy zbiér wyrazen {F1, F»} taki, ze symbole (funktory)
gléwne w E; i F» sa rézne oraz F i E5 wystepuja na tych samych pozycjach jako podwyrazenia dwéch wyrazen w
S. Dla przyktadu, gdy S = {z, g(a, y,u), g(z,b,v)}, to zbiorami niezgodnosci dla S sa:

{a, 2}, {y, b}, {w, v}, {z, g(a, y, w)}, {, 9(2, b, 0) )

Zbiory niezgodnosci tatwo sobie wyobrazié, gdy uwzglednimy syntaktyczna budowe terméw. Termy mozemy
traktowac jako drzewa znakowane. Przy tym, znakowanie wierzchotkéw takiego drzewa moze uwzgledniaé, oprécz
poszczegblnych symboli wystgpujacych w termie, takze pozycje tych symboli w termie (np. numer argumentu funk-
tora). Dla przyktadu, term f(g(z, h(a,b))) ma nastgpujace reprezentacje:

1 o
g 9,1
N /\
x h z 1 h.2
PN P
a b al b2

Lewe drzewo to po prostu drzewo syntaktyczne termu f(g(x, h(a,b))). W drzewie prawym zaznaczono pozycje
poszczegblnych argumentéw. Ponizsze rysunki pokazuja zbiory niezgodnosci dla termdéw reprezentowanych przez
drzewa:

[0 [0
| |
9,1 9,1
z,1 h,2 z,1 h,2
P P
a,l c,2 a,l b,2
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Zbiér niezgodnosci: {c, b}.

Zwréémy uwage, ze do ¢ prowadzi w powyzszych drzewach taka sama droga, jak do b, a mianowicie droga:

(£,0),(g:1), (h,2).

f;0 f,0
| |
gal g,l
x,l h1,2 J,‘,l h2,2
/\ /\
al b2 a,l b2

Zbiér niezgodnosci: {h1(a,b), ha(a,b)}.

Zwr6émy uwage, ze do hi(a, b) prowadzi w powyzszych drzewach taka sama droga, jak do hs(a, b), a mianowicie
droga: (f,0), (g,1).

Jesli S jest skoriczonym zbiorem wyrazeii takim, ze jednym z jego zbioréw niezgodnosci jest {z, t} (gdzie x jest
zmienng, a ¢ termem nie zawierajacym zmiennej x), to méwimy, ze S{z — t} jest otrzymany z S przez eliminacje
zmiennej wzgledem {z — t}.

Mozna udowodnic, ze (Letz 1999, strony 160-161):

e Jesli o jest unifikatorem dla .S, a D jest jednym ze zbior6w niezgodnosci dla S, to:

— o jest unifikatorem dla D,
— kazdy element D jest termem,
— jednym z elementéw D jest zmienna, ktéra nie wystgpuje w drugim elemencie D.

e Niech o bedzie unifikatorem dla zbioru S zawierajacego co najmniej dwa elementy i niech {z, ¢} bedzie zbiorem
niezgodnosci takim, ze © # zo.JeSliT =0 — {x — zo},t0 0 = {x — t}7.

e Niech S bedzie dowolnym zbiorem wyrazen (terméw lub formut) bez kwantyfikatoréw i niech Vg bgdzie zbio-
rem wszystkich zmiennych wystepujacych w S. Wtedy:

Jesli S jest uzgadnialny, to uzgadnialny jest tez kazdy zbior otrzymany z S przez eliminacjg¢ zmiennych.
— Przez eliminacj¢ zmiennych mozna z S otrzyma¢ jedynie skoriczenie wiele zbioréw.

— Jesli S’ otrzymano z S przez eliminacj¢ zmiennych wzglgdem {z — ¢}, to moc zbioru S’ jest mniejsza
niz moc S oraz Vgr = Vg — {z}.

— Przechodnie domknigcie relacji zachodzacej migdzy zbiorami S’ i S wtedy i tylko wtedy, gdy S’ jest
otrzymany (w jednym kroku) z S przez eliminacj¢ zmiennej, jest dobrze ufundowane, tj. nie istnieja nie-
skoriczone ciagi zbioréw otrzymywanych przez kolejne eliminacje zmiennych.

Definicja obliczonego unifikatora ma posta¢ indukcyjna (wzgledem mocy dziedziny unifikatora):
e () jest (jedynym) obliczonym unifikatorem dla dowolnego jednoelementowego zbioru wyrazeri bez kwantyfika-

torow.

e Jesli podstawienie o takie, ze moc dm(o) réwna jest n jest obliczonym unifikatorem dla skoficzonego zbioru S’
oraz S’ mozna otrzymacé z S przez eliminacje zmiennej wzgledem {z +— ¢}, to podstawienie o U {z — to} =
{z + t}o o mocy dziedziny réwnej n + 1 jest obliczonym unifikatorem dla .S.

Pojecie obliczonego unifikatora zostanie uzyte w oméwieniu pewnego uogdélnienia oryginalnego algorytmu unifi-
kacji Robinsona.
Mozna udowodnic (zob. np. Letz 1999, strona 162), ze:
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e Jesli zbidr S jest uzgadnialny, to o jest minimalnym unifikatorem dla S wtedy i tylko wtedy, gdy o jest obliczo-
nym unifikatorem dla S.

e Jesli zbidr S jest uzgadnialny, to obliczony unifikator dla S jest najbardziej ogélnym unifikatorem dla S.

Dla sformutowania jednego z algorytméw unifikacji uzyteczne bedzie nastgpujace pojecie. Niech S bedzie skon-
czonym niepustym zbiorem wyrazen. Traktujemy S jako zbiér uporzadkowany liniowo. Znajdujemy pierwsza (z le-
wej) pozycje, na ktérej nie wszystkie elementy .S maja ten sam symbol. Zbiér podwyrazen kazdego wyrazenia £ € S,
ktdre zaczynaja si¢ od tej pozycji jest oznaczamy przez D(S).

Dla przyktadu, w 24.2.3. powyzej rozwazaliSmy zbiory:

S1 = {f(z,9(x)), f(h(y), 9(h(2)))} oraz Sy = {f(h(z), g(x)), f(9(x), h(x))}.

Mamy tutaj: D(S1) = {z, h(y)} oraz D(S3) = {h(x), g(x)}.
Dla Si{x — h(y)} mamy: D(S1{z — h(y)}) = D{f(h(y), 9(h(v))), f(h(y),9(h(2)))}) = {y, 2}.

Zauwazmy, ze dowolny unifikator zbioru wyrazen S musi uzgadnia¢ zbiér D(S).

24.3. Algorytmy unifikacji

Pojecie unifikacji odnalez¢ mozna juz w pracach Herbranda. Podaje on réwniez nieformalny opis algorytmu unifi-
kacji, cho¢ bez dowodu jego poprawnosci. Sam termin unifikacja po raz pierwszy zostal uzyty przez J.A. Robinsona,
ktéry wykorzystywat pojecie unifikacji w badaniach reguty rezolucji oraz pokazat, ze uzgadnialny zbiér terméw ma
mgu i podat algorytm znajdowania tego mgu.

Ponizej omawiamy kilka algorytméw unifikacji.

24.3.1. Algorytm 2, : algorytm naiwny

W wielu podrecznikach przedstawiany jest nastgpujacy algorytm unifikacji ;.
Niech dany bedzie zbidr literaléw S. Préba jego unifikacji polega na znalezieniu ciagu podstawien, ktérych ztoze-
nie jest mgu dla S lub orzeczeniu, ze S nie jest uzgadnialny, w przypadku gdy taki ciag nie istnieje.

Krok 0. Niech So = S oraz og = €.

Krok £ + 1. Jesli zbiér Sy, ma tylko jeden element, to algorytm konczy prace: ztozenie ogo; . .. o) jest mgu dla
S.

W przeciwnym przypadku sprawdzamy czy istnieje zmienna = oraz term ¢ nie zawierajacy zmiennej x takie, ze
x € D(Sy) oraz t € D(S):

e Jesli nie, to algorytm koriczy prace: S nie posiada mgu.

e Jesli tak, to niech x oraz ¢ beda najmniejsza taka para terméw (w ustalonym porzadku terméw). Niech o1 =

{z — t} oraz Sy11 = Siok41 1 przechodzimy do kroku &k + 2.

Rozwazmy (za Nerode, Shore 1997) przykiad ilustrujacy dzialanie tego algorytmu. Niech:

S ={P(f(y,9(2)), h(0)), P(f (h(w), g(a)), 1), P(f(h(b), 9(2)), y)}-
Krok 0. S = Se = S()O'().

Krok 1. Sy nie jest zbiorem jednoelementowym. Mamy: D(Sy) = {y, h(w), h(b)}. W zaleznosci od okreslenia
uporzadkowania terméw, sg dwie mozliwosci dla o4 :

e 01 ={y— h(w)}

e o1 ={y b}

239



Przypusémy, ze wybierzemy pierwsza mozliwos$¢ (cho¢ druga jest lepsza, jak zobaczymy w kroku 2). Jesli o =
{y = h(w)},

S1 = Soor = {P(f(h(w), g(2)), h(b), P(f(h(w), g(a)), t), P(f(h(D), g(2)), h(w))}.
Krok 2. Mamy: D(S;) = {w, b}, wiec niech o5 = {w — b}. Wtedy:

Sy = S102 = {P(f(h(b),9(2)), h(b)), P(f(h(b), g(a)), 1), P(f (h(b), 9(2)), (b))}
Krok 3. Mamy D(S3) = {z,a}, a wigc o5 = {2z — a}. Wtedy:

Sz = Sa03 = {P(f(h(b), g(a)), (b)), P(f((b), g(a)),t), P(f(h(b),g(a)), h(b))}.
Krok 4. Mamy D(S3) = {t,h(b)}. Wtedy o4 = {t — h(b)} i otrzymujemy:

Ssa = Szo4 = {P(f(h(b), g(a)), (b)), P(f(h(b), g(a)), h(b)), P(f(h(D),g(a)), h(D))}.
Krok 5. S, jest zbiorem jednoelementowym, a mgu dla S, jest:
01020304 = {y — h(w)H{w — bH{z — a}{t — h(b)} = {y — h(b) {w — b}{z — a}{t — h(b)}.

Mozna udowodnié, ze opisany wyzej algorytm 2l jest poprawny:

TWIERDZENIE 24.3.1. Dla dowolnego zbioru .S algorytm £, konczy prace w pewnym kroku k£ + 1 podajac prawi-
dtowa odpowiedz, tj.:

e albo S nie jest uzgadnialny, albo

e ) =040 ...0% jestmgudla S.

Nadto, dla dowolnego unifikatora 6 dla S mamy: 6 = 6.

DowOD. Po pierwsze, algorytm oczywiscie zatrzymuje si¢, poniewaz w kazdym kroku (poza ostatnim) eliminujemy
wszystkie wystapienia jednej ze skoriczonej liczby zmiennych w S. Po drugie, jest takze oczywiste, ze jesli algorytm
daje odpowiedz, iz S nie jest uzgadnialny, to S nie jest uzgadnialny. Tym, co by¢é moze nie jest oczywiste, jest to, ze
1) = 007 . . . ok jest unifikatorem dla S. Niech 6 bedzie dowolnym unifikatorem dla .S. Musimy pokazaé, ze 6 = 6.
Dokonamy tego przez indukcje¢, pokazujac, ze dla kazdego ¢ mamy: 6 = oyoy ... 0;0.

Dla ¢ = 0 powyzsze stwierdzenie oczywiScie zachodzi. Przypusémy, ze mamy 6 = ogo; ...0,0 oraz ze 0,41 =
{v +— t}. Wystarczy pokazal, ze podstawienia o416 oraz 6 sa réwne. Pokazemy, ze daja one ten sam wynik dla
kazdej zmiennej. Dla x # v xoy4160 oraz z6 sa rzecz jasna réwne. Dla v mamy: vo; 16 = tf. Poniewaz 0 jest
unifikatorem dla Sogo . .. 04, av oraz t naleza do D(Sogoy ... 0;), wiec 6 musi by¢ unifikatorem réwniez dla v oraz
t, czyli t0 = v6. To konczy dowdd.

Algorytm 2, jest prosty w opisie, ale jednoczesnie bardzo mato efektywny. Istotnie, pracuje on w czasie wyktad-
niczym, co nie jest w zadnym rozsadnym rozumieniu efektywne.

24.3.2. Algorytm 25: algorytm Robinsona

Oryginalny algorytm Robinsona takze opisywany jest w wielu podrecznikach, zob. np.: Ben-Ari 2005 (strony 120-
121), Baader, Snyder 2001 (strony 453-454). Uogdlnienie tego algorytmu, z uzyciem pojecia obliczonego unifikatora
podaje np. Letz 1999, strona 162:

Niech S bedzie skoficzonym zbiorem wyrazen (bez kwantyfikatoréw). Niech og = (), Sg = S oraz k = 1. Przejdz
do (1).

(1) Jesli S jest zbiorem jednoelementowym, to podaj oy, jako obliczony unifikator dla S. W przeciwnym przy-
padku wybierz zbidr niezgodnosci Dy, dla Sy, i przejdz do (2).

(2) Jesli Dy, jest postaci {z,t}, gdzie ¢ jest termem nie zawierajacym zmiennej x, to niech oy = op{x — t}
oraz Sip+1 = Sk{x — t}. Powigksz k o 1 i przejdZ do (1). W przeciwnym przypadku daj odpowiedz: S nie jest
uzgadnialny.
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24.3.3. Algorytm 2(3: algorytm Herbranda

Algorytm, ktéry jest bardzo bliski oryginalnym pomystom Herbranda opisano np. w artykule Baader, Snyder 2001
(strony 454-458). Przedstawiony jest on jako pewien system regut inferencji.

Wykorzystuje si¢ przy tym fakt, ze kazde podstawienie idempotentne moze by¢ reprezentowane przez pewien
uktad réwnan w postaci rozwiqzanej (1j. takiej, ze kazda zmienna wystepuje tylko raz w tym uktadzie, jako jedna ze
stron rownosci).

Problem unifikacji przeksztalca sig¢, z pomoca wspomnianych regul, w problem rozwigzania uktadu réwnaf ter-
mow.

24.3.4. Inne algorytmy

Przeglad niektérych dalszych algorytmoéw unifikacji dla klasycznej logiki pierwszego rzgdu podano np. w Hand-
book of automated reasoning. W cytowanym juz kilkakrotnie artykule Baader, Snyder 2001 z tego podrgcznika znaj-
dujemy np. opisy nastgpujacych algorytméw:

e unifikacja tzw. dag-ow terméw (dag jest drzewowa reprezentacja budowy termu),
e unifikacja prawie liniowa (wykorzystujaca pewne relacje réwnowaznoSci na termach),

e rézne rodzaje F-unifikacji, tj. unifikacji wykorzystujacej zbiory identyczno$ci terméw.

Nie opisujemy dokladniej zadnego z wymienionych wyzej algorytméw, jako ze nie jest to potrzebne dla celéw
niniejszego skryptu. To, co naprawdg istotne, to samo pojecie unifikacji. Bedzie ono wykorzystane ponizej, w opisie
pewnego rodzaju drzew semantycznych.

24.4. Tablice analityczne ze zmiennymi wolnymi

Pamigtamy, ze reguty R(V) oraz R(—3) powinny by¢ zastosowane dla kazdego termu (bez zmiennych), wyste-
pujacego na rozwazanej galezi tablicy analitycznej. Fakt ten jest ktopotliwy ze wzgledu na efektywnos¢ procesu za-
mykania gatezi. Czesto nie jest od razu widoczne, ktdre zastosowania regut R(V) oraz R(—3) do stosownych terméw
wystarcza do zamknigcia rozwazanej galezi. Z problemem tym zetkneliSmy si¢ kilkakrotnie poprzednio. Dowody
przeprowadzane przy uzyciu tablic analitycznych niekoniecznie sa czym§ w rodzaju procedury algorytmicznej —
czasem pomystowe dobranie kolejnych krokéw dowodowych znacznie upraszcza pracg. Problematyka ta jest rowniez
istotna w zastosowaniach tablic analitycznych w automatycznym dowodzeniu twierdzeri. Nawet dla najszybszego kom-
putera moze by¢ klopotliwe wykonywanie wszystkich mozliwych w danym momencie krokéw. Jednym z przydatnych
rozwiazan sa tzw. tablice analityczne ze zmiennymi wolnymi, ktére krétko opiszemy ponize;.

Dla zilustrowania probleméw, o ktérych mowa, rozwazmy nastepujace drzewo semantyczne (za Letz 1999, strona
147):
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~3x(VyVz P(y, f(z,y,2)) = (Vy P(y, f(z,y,2)) AVy3z P(g(y),2))) **
(1) ~(vyvz P(y, f(a,y,2)) — (Vy P(‘y, fla,y,a)) AVy3z P(g(y), 2))) *
(2¢) Vyvz Py, L‘(a, y,2)) >0 0790

(2a) ~(Vy P(y, f(a,y,a)) ‘AVyﬂz P(g(y),2))°

-

A

(31) =¥y P(y, fla,y.a) *V0  (3,) —Vy3z P(g(‘y%z) TV

(4) =P(b, f(a,b,a)) (7) -3z P(g(c), z) & Flae)a)
(5) Vz P(b, f(a,b,z)) 6@ (8) =P(g(c), f(a,g(c),a))
(6) P(va“(ayb,a)) (9) Vz P(g(c), ‘f(a, glc), 2)) 10-7a
X4.6 (10) P(g(c), f(a,g(c), a))
s 10

Drzewo ma wszystkie galezie zamknigte. Zwré¢my uwage na nastgpujace rzeczy:

e Formuta w korzeniu drzewa jest zanegowana formuta egzystencjalna i nie zawiera zadnej statej indywiduowe;.
W takim przypadku stosujemy regute R(—3) dla dowolnej stalej indywiduowej. Poniewaz zaktadamy, ze w
sygnaturze rozwazanego jezyka KRP mamy do dyspozycji przeliczalny zbidr statych indywiduowych, krok taki
jest z definicji wykonalny.

e Galaz prawa zamknigto wykorzystujac zastosowania regut R(V) (krok 9.) oraz R(—3) (krok 8.). Istotne przy
tym byto trafne dobranie terméw: w kroku 8 termu f(a, g(¢),a), a w kroku 9 termu g(c).

e Stosowana przez nas notacja ma pewien minus (w odréznieniu od notacji Letza). W naszej notacji, wynik
zastosowania kroku 9 (czyli formuta Vz P(g(c), f(a, g(c), z))) powinien zosta¢ wpisany na obu galteziach
drzewa. Widaé, ze formula (9) nie ma zadnego wplywu na zamknigcie galezi lewej. ZastosowaliSmy (niele-
galne!) uproszczenie, nie wpisujac (9) na lewej gatezi. Nadto, w kroku 7 wprowadziliSmy nowa stata ¢, cho¢
réwnie dobrze mozna byto (jak u Letza) postuzy¢ sig stata b. Notacja Letza r6zni si¢ od naszej tym, ze infor-
macja o wykonywanym kroku umieszczana jest na gafezi drzewa, przed wynikiem wykonania tego kroku (a
nie z prawej strony formuly, do ktérej stosujemy rozwazany krok dowodowy). Tak wigc, informacja o kroku 9
bytaby u Letza umieszczona na krawedzi migdzy formutami o numerach 8 i 9. Wtedy jest wyraznie widoczne,
ze wynik wykonania kroku 9 dotyczy tylko prawej galezi drzewa. W rozwazanym tu przypadku nasza notacja
nie prowadzi do btgdu logicznego, ale kaze zapisywac nieistotng (dla zamknigcia drzewa) informacje na gatezi
lewej. Z drugiej strony, mozna zastanawiaé sig¢, czy notacja Letza nie gubi jakiej$ istotnej informacji — skoro
dokonujemy pewnej operacji na formule nalezacej do pnia drzewa, to wynik tej operacji powinien by¢ znaczacy
dla wszystkich formut ,,potomnych”.

Do tego przyktadu powrdécimy niebawem, pokazujac, jak mozna uzasadnic taki, a nie inny dobér terméw w kro-
kach 819.

24.4.1. Definicje

Przypominamy, ze w podrozdziale 18.6.1. oméwiono pojecie skolemizacji. Bedzie ono potrzebne ponizej.
Podstawowa idea wprowadzania tablic analitycznych ze zmiennymi wolnymi jest nastgpujaca. Zamiast regut R(V)
oraz R(—3) wprowadzamy regule pozwalajaca przejs¢ od formuly generalnie skwantyfikowanej (lub negacji formuty
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egzystencjalnie skwantyfikowanej) do formuty bez kwantyfikatora ogélnego (lub zanegowanego kwantyfikatora eg-
zystencjalnego), w ktorej zmienng dotad wiagzana przez opuszczany kwantyfikator zastgpujemy nowa zmienng wolna.
Zamiast regut R(3) oraz R(—V) wprowadzamy regule pozwalajaca przejs¢ od formuly egzystencjalnie skwantyfi-
kowanej (lub negacji formuly generalnie skwantyfikowanej) do formuly bez kwantyfikatora egzystencjalnego (lub
zanegowanego kwantyfikatora generalnego), w ktdérej zmienng dotad wiazana przez opuszczany kwantyfikator zaste-
pujemy termem ztozonym: nowym symbolem funkcyjnym od argumentéw, ktére sq wszystkimi zmiennymi wolnymi
na rozwazanej gatezi. Wreszcie, dodajemy regute domknigcia, pozwalajaca dodaé do kazdej otwartej gatezi drzewa
dowolne podstawienie, ktére jest wolne dla wszystkich formut z tej galezi. W ten sposéb problem wielokrotnego
stosowania regut R(V) oraz R(—3) redukujemy do problemu znalezienia unifikatora dla zbioru literaléw (na danej
galezi). Nie musimy stosowaé regut R(V) oraz R(—3) ,,na §lepo”, wystarczy, ze potrafimy znalez¢é taki unifikator,
ktéry pozwoli zamknaé rozwazang gataz (o ile istotnie daje si¢ on zamknag).

Jesli o jest podstawieniem, to dla dowolnej zmiennej x zdefiniujmy o, w sposéb nastepujacy:

e yo, = yo,jesliy # x,

o yo, =z, jefliy = x.

Podstawienia moga zostaé rozszerzone (z odwzorowan ze zbioru zmiennych w zbiér formut) w nastepujacy znany
sposéb:

o A(ty,...,tn)o = A(t10,...,t,0), gdy A jest formuta atomowa.

—A)o = —(4o).
A§B)o = Ao§Bo dla§ € {A,V,—,=}.

(
(
(VzA)o =Vr(Aoy,).
(

JzA)o = Jx(Aogy).
Indukcyjna definicja podstawienia o wolnego dla formuly A ma postac nastepujaca:

e Jesli A jest formuta atomowa, to o jest wolne dla A.

e o jest wolne dla - B wtedy i tylko wtedy, gdy o jest wolne dla B.

e o jest wolne dla B§C wtedy i tylko wtedy, gdy o jest wolne dla B oraz o jest wolne dla C, dla § € {A,V, —,=}.
e o jest wolne dla Vx A oraz dx A o ile: o, jest wolne dla A oraz jesli y jest zmienng wolng w A r6zna od x, to yo

nie zawiera x.

Niech o bedzie podstawieniem, a 1" drzewem semantycznym. Przez T'c rozumiemy drzewo semantyczne powsta-
jace z T poprzez zastapienie wszystkich formut A w T przez formuty Ao.

Moéwimy, ze podstawienie o jest wolne dla drzewa T, jesli o jest wolne dla wszystkich formut w 7.

Mozemy teraz podaé formalne wersje potrzebnych regut:

e Reguta dla formut generalnie skwantyfikowanych:

RY) Va A(x)

|
Aly/x)

dla nowej zmiennej y, ktéra nie jest zwiazana w formutach drzewa.
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o Reguta dla formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:

BE) Jx A(x)

\
A(f(z1,...,zn)/x)

dla nowego symbolu funkcyjnego f oraz wszystkich zmiennych wolnych wystgpujacych dotad na rozwazanej
galezi.

e Reguta dla negacji formut generalnie skwantyfikowanych:

R=) -V A(z)

|
~A(f(z1,. .., 20) /)

dla nowego symbolu funkcyjnego f oraz wszystkich zmiennych wolnych wystgpujacych dotad na rozwazanej
galezi.

e Reguta dla negacji formut egzystencjalnie skwantyfikowanych:

B3 g, Az)

|
—A(y/x)

dla nowej zmiennej y, ktéra nie jest zwiazana w formutach drzewa.

e Reguta podstawieri:

Jesli o jest wolne dla drzewa T,
to drzewo 1" mozna rozszerzy¢ do drzewa T'o.

Zastosowania regut R(V) oraz R(—3) dajace w wyniku wprowadzenie nowych zmiennych wolnych bedziemy za-
znaczac z prawej strony odnosnej formuty, w gérnej frakcji. Wprowadzenie w kroku n. zmiennej « bedzie zaznaczane
przy tym przez symbol ™%, Prosze zwréci¢ uwage na réznice ksztattu symboli: x oraz .

Zastosowania regut R(3) oraz R(—V) dajace w wyniku wprowadzenie nowych symboli funkcyjnych bedziemy
zaznaczaé z prawej strony odnos$nej formuty, w gornej frakcji. Wprowadzenie w kroku n. symbolu funkcyjnego f
bedzie zaznaczane przy tym przez symbol ™ 't Wprowadzenie zeroargumentowego symbolu funkcyjnego, czyli statej
indywiduowej bedzie zaznaczane jak poprzednio, symbolem / w gérnej frakcji. Proszg zwrdcié uwage na réznice
ksztattu symboli: v' oraz +/.

Zastosowanie reguty podstawien bedziemy zaznacza¢ wpisujac w kazdej otwartej gatezi drzewa stosowne podsta-
wienie. Poniewaz podstawienie dotyczy calego drzewa, wigc numer tego kroku mozna byloby wpisywaé (umownie) z
prawej strony wierzchotka drzewa, wraz ze zmienna, ktérej dotyczy podstawienie. Wybierzemy jednak inne rozwia-
zanie. Wynik dziatania tego kroku, tj. stosowne podstawienie, otrzyma swéj numer z kropkq z lewej strony. W ten
sposob, zaréwno wszystkie kroki, jak i ich wyniki beda jednoznacznie rozpoznawalne w drzewie. Wreszcie, z prawej
strony wiersza zawierajacego podstawienie pisa¢ bedziemy numery formut, do ktérych podstawienie stosujemy.

Jak poprzednio, gataz tablicy jest zamknigta, gdy wystgpuje na niej para formut wzajem sprzecznych: A oraz —A.
Tablica jest zamknieta, jesli wszystkie jej galezie sa zamknigte.

Rozwazmy proste przyklady.
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24.4.2. Przyklady

Przyktad 24.4.2.1. (Fitting 1990, 153-154).

Pokazemy, ze formuta:
(%) FJwVz R(z,w, f(x,w)) — JwVzrIy R(z,w,y)
jest tautologia KRP. W tym celu budujemy tablice analityczna jej negacji:

—~JuwVz R(z,w, f(z,w)) — JuwVzIy R(z,w,y)
(1g) JwVz R(x,‘w,f(%w)) 2.Va
(1a) ﬂwvxay‘}z(x,w,y) 3501
(2) vz R(Jc,a‘, F(z,a)) v
(3) —VzIy R‘(x,vl’y) 4.y
(4) -3y R(g(Ll),v17y) 6.% 5
(5) R(vz,a,‘f(@,a)) 10.%
(6) ﬁR(g(vl)‘,vl,vg) 17

Jedyna galaZ tej tablicy jest zamknigta. Tak wigc, nie istnieje interpretacja, w ktérej formuta w korzeniu bylaby
prawdziwa, a stad formuta (¥ ) jest tautologia KRP. Zauwazmy, ze do zamknigcia jedynej galezi rozwazanej tablicy
wykorzystano:

e wprowadzenie nowych zmiennych wolnych,

e podstawienia odpowiednich terméw za zmienne wolne.

W kroku 11 dokonali§my jednoczesnie stosownych podstawien za zmienne vy oraz vs (zamiast roztozy¢ ten krok
na dwa kroki elementarne, kazdy z podstawieniem za jedna zmienna).

Uwaga. Mozna stosowa¢ pewne uproszczenia uzywanej dotad notacji. Dla przyktadu, mozna taczyé w jedno pod-
stawienie kilka podstawieni za poszczegdlne zmienne. Wazne przy tego rodzaju uproszczeniach jest oczywiscie to,
aby: nie popetié¢ btedu logicznego, aby zastosowanie uproszczeii bylo rozpoznawalne, aby otrzymany diagram byt
przejrzysty, itp.

Przyktad 24.4.2.2. (Letz 1999, 168).

Wrécimy teraz do przyktadu rozwazanego na poczatku 24.4.
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*

—3x(Vyvz Py, f(2,y,2)) = (Vy Py, f(2,y,2)) AVy3z P(g(y),2))) "™
(1) ~(Vyvz Py, f(21,9,2)) — (Vy P(z‘/, fler,y, 1)) AVy3z P(g(y), 2) >
(29) Vyvz P(y,f‘(wl,yyz)) STwr 127w

(2a) ~(Vy Py, f(z1,9, xl))‘ AVy3z P(g(y), 2)) >

A

(3) Yy P(y, f(wr,9,71)) 70 (3,) W3z Plgly), z) 10
(4) ~P(h(z1), f(21, h(21), 21)) (10) =3z P(g(c),2) 122
(5) Vz P(yl,f(:c y1,2)) &7 (11) =P(g(c), z) 17"
(6) P(yl,ﬂsz,zl)) o (12) V2 P(yz, f(z1,y2,2) 7%
(7.) » n h(z1) (13) P(yQ,ﬂxl‘,g(c),zs»
(8.) 21— (14.) y2 — g(c)
(9) P(h(xl),J‘”(xl,h(xl),wl) (15.) 2z Tf(x17g(c)723)
4.9 (16) P(g(c), f(x1,9(c), 23))

\
(17) =P(g(c), f(z1,9(c), 23))

X16,17

Mogtoby si¢ wydawaé, ze wprowadzenie zmiennych wolnych do tablic analitycznych tylko utrudnia dowodzenie,
zamiast je ulatwiac. Powyzsze drzewo ma wigcej wierzchotkéw niz oryginalne drzewo rozwazane na poczatku I11.7.3.
Jest jednak inaczej. Zauwazmy, ze:

e zastosowania regut R(V) oraz R(—3) zostaly ograniczone do minimum; m.in. nie stosujemy tych regut dla
kazdego termu na rozwazanej galezi;

e nowe funkcje wprowadzone przez reguty R(3) oraz R(—V) maja prosta, naturalng interpretacje: sa funkcjami
wprowadzanymi przez skolemizacje;

e wreszcie, to co najwazniejsze: problem zamykania gatezi drzewa zostat sprowadzony do problemu znalezienia
unifikatora zbioru literaléw; jak wiemy z II1.7.2., ten ostatni problem jest rozwigzywalny w sposéb algoryt-
miczny; widaé¢ wigc tu chyba wyraznie, ze dobdr terméw bez zmiennych w podstawieniach nie jest przypad-
kowy.

Warto prébowaé sobie wyobrazi¢ bardziej skomplikowane przyktady formut, np. z wielokrotnymi kwantyfikato-
rami generalnymi oraz z duza liczba symboli funkcyjnych. W takich przypadkach tablice analityczne ze zmiennymi
wolnymi sg istotnie bardziej przydatne od ,,zwyktych” tablic analitycznych.

X ok ok

Jest nieprzebrane mndstwo réznych rodzajéw tablic analitycznych. Nie jest celem tego skryptu opisywanie tego
bogactwa. Zainteresowanych zapraszamy do czytania literatury przedmiotu.
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Wyklad 25: Rezolucja w KRP

Pokazemy teraz dziatanie pewnej metody dowodowej, zwiazanej z metoda tablic analitycznych i majacej istotne
zastosowania m.in. w automatycznym dowodzeniu twierdzen.

25.1. Definicje

Jesli P jest predykatem, to stosujemy skrétowe zapisy P(Z) oraz P(f ) dla formut atomowych utworzonych z
predykatu P oraz stosownej liczby jego argumentéw — zmiennych (w pierwszym przypadku) lub terméw (w drugim
przypadku).

Klauzulg nazwiemy dowolny skorficzony zbidr literatow.

Literatlem komplementarnym do literatu £ nazywamy literat ¢, zdefiniowany nastepujaco:

e jesli £ jest literatem pozytywnym £, to £ jest literalem negatywnym —¢’

e jesli ¢ jest literatem negatywnym —//, to £ jest literatem pozytywnym '

Klauzule pustq (nie zawierajaca zadnych elementéw) oznaczamy przez [J.
Klauzule zawierajace najwyzej jeden literal pozytywny nazywamy klauzulami Hornowskimi.
Klauzulg programowq nazywamy kazda klauzule z doktadnie jednym literalem pozytywnym.

Jesli klauzula programowa zawiera jakie§ literaly negatywne, to nazywamy ja regulq; w przeciwnym przypadku
nazywamy ja faktem.

Klauzulg celowq nazywamy klauzulg bez literaléw pozytywnych.

Programem nazywamy zbior klauzul programowych (regut lub faktéw). Programy odpowiadaja programom roz-
wazanym w PROLOGu.

Klauzule reprezentuja formuty w skolemowej postaci normalnej. Tak wigc, np. klauzula {—P(z), Q(z)} reprezen-
tuje formute VaVy (—P(z) V Q(z)) lub, co na jedno wychodzi, formute VaVy (P(x) — Q(z)).

Niech C i Cs beda dwiema klauzulami, ktére nie maja zadnych wspélnych zmiennych i sa postaci:

o D\U{P(t;),...,P(f,)} oraz

e Dy U{=P(57),...,7P(5,)}, odpowiednio.

Jesli o jest najbardziej ogélnym unifikatorem dla {P(t_f)7 . ,P(EL)), P(51),...,P(5m)}, to D1 U Dao jest

rezolwentq dla C1 i Cy. Czasem mowi sig wtedy takze, ze D10 U Dyo jest dzieckiem swoich rodzicow C; oraz Cs.
Dowodem rezolucyjnym klauzuli C ze zbioru formut S nazywamy kazdy skonczony ciag klauzul C1, . . ., C, taki,

ze:

e ( jestidentycznaz C),

e kazda klauzula C; (1 < ¢ < n) jest albo elementem zbioru .S albo rezolwenta pewnych klauzul C; oraz Cj, dla
7k <.

Jedli istnieje dowdd rezolucyjny C' z .S, to mowimy, ze C' jest rezolucyjnie dowodliwa z S i oznaczamy ten fakt
przez S Fr C.

Kazdy dowdd rezolucyjny klauzuli pustej [J ze zbioru S nazywamy rezolucyjnq refutacjq S. Jezeli istnieje rezo-
lucyjna refutacja .S, to méwimy, ze S jest rezolucyjnie odrzucalny i oznaczamy ten fakt przez S - O.

Rezolucyjnym drzewem dowodowym klauzuli C' ze zbioru S nazywamy kazde drzewo binarne 7 o nastepujacych
wtlasnosciach:

247



e korzeniem T jest C'

lis¢mi 7" sa pewne elementy zbioru S

pozostate (oprécz korzenia i liSci) wierzchotki 7' sg klauzulami

bezposrednimi nastgpnikami wierzchotka D niebgdacego liSciem sa klauzule D; oraz D», ktérych rezolwentg
jest D.

Niech res(S) bedzie zbiorem zawierajacy wszystkie elementy S oraz rezolwenty wszystkich par elementéw S.
Dlan > 1, niech res, 11 = res(res,(S)). Wreszcie, niech R(S) bedzie suma wszystkich zbioréw res(S). Zbidr
R(S) nazywamy domknigciem rezolucyjnym zbioru S.

Uwaga! W definicji dowodu rezolucyjnego oraz rezolucyjnego drzewa dowodowego dopuszczamy (jako przestanki
dowodu lub liscie drzewa, odpowiednio) formuly otrzymane z elementow zbioru S przez zastosowanie podstawiern
przemianowujacych zmienne.

Uwaga. Rozwazamy teraz drzewa, ktérych wierzchotki sa znakowane zbiorami formut.

25.2. Przyklady dowodow rezolucyjnych

PRZYKELAD 25.2.1. (Nerode, Shore 1997: 146-147).

Rezolwenta klauzul:

o 1 ={Q(z),~R(y), P(x,y), P(f(2), f(2))}
o Oy ={-N(u),~R(w),~P(f(a), f(a)),~P(f(w), f(w))}
jest klauzula:

Cs ={Q(f(a)),~R(f(a)),~N(u), ~R(a)}.

Aby si¢ o tym przekonaé, nalezy:

e zauwazyé, ze C1 = {Q(z), ~R(y)} U{P(z,v), P(f(2), f(2))}
o zauwazyé, ze Co = {—N(u), "R(w)} U{=P(f(a), f(a)),P(f(w), f(w))}

e zastosowaé najbardziej ogblny unifikator o = {z — f(a),y — f(a),z — a,w +— a} dla uzgodnienia zbioru

literalow {P(e,y), P(f(2), (), P(f(a), f(a)), P(f(w), f(w))}
e {Q),~R()}o = {Qf(a)), ~R(f(a))}
o {~N(u),~R(w)}o = {~N(u),~R(a)}.

PRZYKELAD 25.2.2. (Nerode, Shore 1997: 147).
Pokazemy, ze warunki przechodniosci i symetrii, tj. warunki:
Vavyvz((P(z,y) A P(y, 2)) — P(x, 2))

Vavy(P(z,y) — P(y,z))

implikuja nastgpujacy warunek (euklidesowosci):

Vavyvz((P(a,y) A P(zy)) — P(z,2)).

Powyzsze warunki maja nastgpujace reprezentacje w postaci klauzul (po rozdzieleniu zmiennych):
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o (1 = {—\P(I,y),—‘P(y,Z),P(I,Z)}
o Uy ={-P(u,v),P(v,u)}
o (3= {—\P(z,y),ﬂP(z7y),P(x,z)}.

Chcemy zatem uzyska¢ dowdd rezolucyjny Cs z C; oraz Cs. Bedzie on si¢ skladat z trzech krokéw. W kazdym
z nich z pary klauzul otrzymamy rezolwente tej pary. W kazdym kroku podkreslamy ten literal, wzgledem ktérego
dokonujemy rezolucji (tj. ten, ktéry eliminujemy w wyniku danego kroku).

Tak wigc, dowdd rezolucyjny C3 z Cy oraz Cs jest nastgpujacym ciagiem klauzul D+, ... D7:

e Dy =C) ={-P(z,y), Py, z), P(x,2)}
o Dy =Co{ur z,v— z} = {=P(u,v), P(v,u) {u — z,v — z} = {-P(x,2), P(z,z)}
e D3 ={-P(x,y),~P(y, z), P(z,x)} rezolwenta D, oraz D5

o Dy=0Co{ur z,v— z} = {-P(u,v), Plv,u) {u — z,v — z} = {-P(z,z), P(x,2)}

e D5 ={-P(z,y),~P(y, z), P(z,z)} rezolwenta D3 i D,

e Dg=0Co{ur z,v— gy} ={-P(u,v), P(v,u)H{u — z,v — y} = {-P(z,y), P(y, 2)}

e D7y ={=-P(z,y),P(z,y), P(z,z)} = Cs rezolwenta D5 i Ds.

Rezolucyjne drzewo dowodowe wyglada w tym przypadku nastgpujaco:

N
Di D,

Zwykle rezolucyjne drzewa dowodowe przedstawia si¢ ,,korzeniem w dot, lisémi do géry”. W takiej notacji roz-
wazane rezolucyjne drzewo dowodowe wyglada nastgpujaco:

D D,
Dy D3
Deg Ds
D~

PRZYKEAD 25.2.3. (Hedman 2004: 124-125).
Niech:

e C1={Q(,y), P(f(x),y)}
o (y = {R($,C)7ﬁP(f(C),IL’),—'P(f(y), h(z))}

Chcemy znaleZz¢ rezolwente C oraz Cs. Najpierw dokonamy przemianowania zmiennych (poniewaz pewne zmienne
wystepuja zaréwno w C1, jak i w Co). Mamy: C1{z — u,y — v} = {Q(u,v), P(f(u),v)}. Widaé, ze C1{x —
u,y — v} oraz Cy nie maja wspdlnych zmiennych.

Zauwazmy, ze predykat P wystepuje zarowno w literalach pozytywnych, jak i negatywnych rozpatrywanych klau-
zul. Dla zbioru:

{P(f(u)vv)v ﬁP(f(C),IC), _'P(f(y)a h(Z))}
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bedziemy zatem szukaé najbardziej ogdlnego unifikatora. Po zastosowaniu (¢wiczenie!) algorytmu unifikacji widzimy,
ze takim mgu jest:
oc={urc,v— h(z),z— h(z)}.

Tak wigc, rezolwenta klauzul C oraz C jest klauzula:

R = (Cio —{P(f(u),v)}) U(Coo —{=P(f(c),x), ~P(f(y), h(2))}) =
={Q(u,v), R(x,¢)}o = {Q(c, h(2)), R(h(2),¢)}.

Sprawdzimy, ze R jest logiczna konsekwencja C oraz Cs. Zgodnie z przyjetymi umowami notacyjnymi, klauzule
reprezentuja formuty w skolemowej postaci normalnej. Tak wigc:

e (1 reprezentuje formute (1): VaVy (Q(z,y) V P(f(z),y))

e (5 reprezentuje formute (2): VaVyVz (R(x,c) V - P(f(c),x) V =P(f(y), h(2)))

e R reprezentuje formute (3): Vz (Q(c, h(z)) V R(h(z),c)).

Mamy pokazaé, ze dla dowolnej interpretacji 91, jesli formuty reprezentowane przez C; oraz Cy sa prawdziwe w
9N, to formula reprezentowana przez R jest prawdziwa w 1.

Przypusémy, ze (1) i (2) sa prawdziwe w interpretacji 1. Poniewaz sa to zdania uniwersalne, wigc w 91 prawdziwe
s tez wszystkie podstawienia dowolnych terméw (bez zmiennych) za zmienne x oraz y w (1) i (2). W szczegdlnosci:

e (3)Vz (Q(c,h(2)) vV P(f(c),h(2))), czyli formuta reprezentowana przez klauzulg Cy{zx — u,y — v}o

o (4 Vz (R(h(z),c) V-P(f(c),h(z))), czyli formuta reprezentowana przez klauzulg Cyo

sa obie prawdziwe w 91. Latwo zauwazy¢, ze formuly (3) i (4) sa, odpowiednio, réwnowazne z (5) oraz (6):

e (5)Vz (=Q(c, h(2)) = P(f(c), h(2)))
 (6)Vz (P(f(c), h(2)) — R(h(2),¢))

Z (5) i (6), na mocy praw KRP, otrzymujemy: (7) Vz (—Q(c, h(z)) — R(h(z),c)). Z kolei, formuta (7) jest
réwnowazna z (8): Vz (Q(c, h(z)) V R(h(z),c)).

Pokazalismy, ze jesli (1) i (2) sa prawdziwe w dowolnej interpretacji 91, to takze (8) jest prawdziwa w interpretacji
Mm.

Formuta (8) jest reprezentowana przez klauzulg R, a wigc zakornczyliSmy dowdd.

25.3. Przypomnienie: modele Herbranda

Przypomnijmy niektére potrzebne pojecia (uniwersa Herbranda, modele Herbranda).
Jesli S jest dowolnym zbiorem formut jezyka KRP (ustalonej sygnatury), to przez uniwersum Herbranda dla S
rozumiemy zbiér Hg okreslony indukcyjnie nastgpujaco:

o (i) jesli stata indywiduowa aj wystepuje w jakiejs formule ze zbioru S, to ax € Hg

e (ii) jesli t1,...,t,, sa dowolnymi termami nalezacymi do Hg, to fJnJ (t1,...,tn,) takze nalezy do Hs, dla
dowolnego symbolu funkcyjnego f; 7,

Jesli w formutach z S nie wystgpuje zadna stata indywiduowa, to warunek (i) definicji zbioru Hg zastgpujemy
warunkiem: a;, € Hg dla dowolnie wybranej statej indywiduowej ay.

Jesli w formutach z S wystepuje co najmniej jeden symbol funkcyjny, to Hg jest zbiorem nieskoriczonym.

Uniwersum Herbranda dla danego zbioru formut S jest zatem zbiorem wszystkich terméw bez zmiennych utwo-
rzonych (z uzyciem symboli funkcyjnych) ze statych indywiduowych wystgpujacych w formutach zbioru S.

Interpretacjq Herbranda dla zbioru formut S nazywamy interpretacje (Hg, Ag) spelniajaca nastepujace warunki:
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e Ag(ay) = aj dla dowolnej statej indywiduowej ay, nalezacej do Hg;

. As(f;” (tr, .o otn,)) = f;” (t1,...,tn;) dla dowolnych terméw t1, ..., t,, nalezacych do Hs.

Modelem Herbranda dla zbioru formut S nazywamy kazda interpretacje Herbranda dla S, w ktdrej prawdziwe sa
wszystkie formuty z S.

Zauwazmy, ze uniwersa Herbranda tworzone sg z wyrazen jezyka KRP. Alfabetem Herbranda dla zbioru formut
S nazywamy zbiér wszystkich statych pozalogicznych wystepujacych w formutach z S (jesli w .S nie wystgpuje zadna
stata indywiduowa, to dodajemy dowolna ustalong statg indywiduowa). Niech Vg oznacza alfabet Herbranda dla S.

Wazna konsekwencja twierdzenia Herbranda jest mozliwo$¢ wykazania niespetnialno$ci zbioru formut jezyka
KRP w KRZ.

TWIERDZENIE 25.3.1. NiechT" = {A;, Ao, ..., A, ...} bedzie zbiorem formut w skolemowych postaciach normal-
nych nie zawierajacych wystapiefi symbolu identycznosci. Wtedy: I jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy I" ma
model Herbranda.

DowOD. Jesli I' ma model Herbranda, to I' jest oczywiscie spetnialny. Pozostaje udowodnié¢ implikacje w druga
strong.

Przypusémy, ze I jest spetnialny. Niech 91 bedzie dowolng struktura sygnatury Vs taka, ze 91 = I'. Niech 9
bedzie interpretacja Herbranda. Zbudujemy interpretacje 9 sygnatury Vg taka, ze % =T

Uniwersum dla 91 jest uniwersum Herbranda Hr. Trzeba podaé interpretacje w 2t symboli funkcyjnych oraz
predykatéw. Méwiac intuicyjnie:

e M interpretuje symbole funkcyjne tak, jak robi to 9’ (co nie wymaga usciSlen, poniewaz mowa tu o interpreta-
cjach Herbranda: 91 jest interpretacja Herbranda sygnatury Vr, tak samo jak 901');
e M interpretuje predykaty tak, jak robi to 91 (co wymaga uscislenia, bo uniwersa struktur 9% oraz 91 mogg by¢

rézne).

Dla dowolnego n-argumentowego predykatu R w Vr oraz terméw tq, . . ., t, nalezacych do Hr musimy okreslié,
ktéra z ponizszych (nawzajem si¢ wykluczajacych oraz dopetniajacych) mozliwo$ci zachodzi:

o R(th...,tn)
o _|R(t1, ‘e ,tn).

Poniewaz kazdy z powyzszych terméw ¢; jest termem bez zmiennych, a 1 jest struktura sygnatury Vi, wigc
zachodzi doktadnie jedno z dwojga:

e NE R(t1,...,tn)
e Nk R(t1,...,tn).

Definiujemy interpretacje predykatu R w 9T w ten sposéb, aby zachodzita réwnowaznos¢:

M = R(ty,. .., tn) wtedy i tylko wtedy, gdy N |= R(t1, ..., tn).
Trzeba teraz pokazaé, ze 9 |= I'. Dowdd przeprowadzimy w trzech krokach:

e (1) pokazemy, ze dla dowolnego zdania A jezyka sygnatury Vp, ktdre nie zawiera ani kwantyfikatoréw, ani
znaku identycznosci zachodzi: M = A wtedy i tylko wtedy, gdy 9t = A.

e (2) pokazemy, ze z (1) wynika, ze dla dowolnego zdania A jezyka sygnatury VI w skolemowej postaci normal-
nej, ktére nie zawiera znaku identycznosci zachodzi: jesli N = A, to M E A.

e (3) pokazemy, ze z (2) wynika 9 =T
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DowoOD (1).

Niech A bedzie formuta bez kwantyfikator6w. Pokazemy, ze 9 = A wtedy i tylko wtedy, gdy 9 = A przez
indukcj¢ po ztozonosci A.

Jesli A jest formuta atomowa, to — poniewaz nie zawiera wystapien predykatu identycznos$ci — musi by¢ postaci
R(t1,...,t,) dla pewnego predykatu n-argumentowego R z alfabetu Vi oraz terméw t¢q,...,t,. Poniewaz A jest
zdaniem, wigc zaden z terméw ¢; nie moze zawierac zmiennych. Oznacza to, ze wszystkie termy t; sa elementami
Hr. Z definicji I otrzymujemy wtedy, ze 9t |= A wtedy i tylko wtedy, gdy 9 = A.

Przypu$émy, ze:

o I = A, wtedy i tylko wtedy, gdy 0 = A,

o I = As wtedy i tylko wtedy, gdy D = As.
Wtedy oczywiscie takze:

o I = —A; wtedy i tylko wtedy, gdy Mt = —A;
o M = A A Ay wtedy i tylko wtedy, gdy 91 = A; A As.

(podobnie dla innych sp6jnikéw zdaniowych). To koniczy dowdd (1).
DOwWOD (2).

Dowdd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem liczby kwantyfikatoréw w A. Jesli A nie zawiera zadnych
kwantyfikatoréw, to na mocy (1) mamy: 9t = A wtedy i tylko wtedy, gdy N = A.

Przypusémy, ze A jest postaci Vzi ...Vx, B, gdzie B nie zawiera ani kwantyfikatoréw, ani predykatu identycz-
nosci. Zalozenie indukcyjne glosi, ze (2) zachodzi dla wszystkich formul, ktére maja mniej niz n kwantyfikatorow.
Niech C'(x1) bedzie formula otrzymana z Vz; ... Vx, B poprzez opuszczenie pierwszego kwantyfikatora. Niech ¢
bedzie termem bez zmiennych z jezyka o sygnaturze V- (oznacza to, ze ¢ jest elementem Hr). Mamy:

o jesliN = C(xq), to N = C(t/x1) (z definicji relacji =),

o jesliN = C(t/x1), to M |= C(t/x1) (z zalozenia indukcyjnego).

Tak wigc, jesli M = C(x1), to M = C(t/x1). Term ¢ byt dowolnie wybranym elementem zbioru Hr. Mamy
zatem: jesli M = A, to M = C(t/z1) dla wszystkich ¢ € Hp. Poniewaz Hy jest uniwersum struktury 90, wigc

z definicji relacji = otrzymujemy: MM | Vaz,C(x1). Poniewaz A jest identyczne z Va1C(x1), dowdd (2) zostat
zakoficzony.

DowOD (3).

Dla kazdego A; € I' mamy:
e MNE A,

e A; jest w skolemowej postaci normalnej

e A, nie zawiera predykatu identycznosci.

Spetnione sg zatem wszystkie zatozenia (2). Tak wigc, 91 |= T'. To koriczy dowdd (3), a zarazem catego twierdzenia
25.3.1.

Z powyzszego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze:

e (1) Jesli A jest formuta w skolemowej postaci normalnej bez predykatu identycznosci, to: A jest spetnialna
wtedy i tylko wtedy, gdy A ma model Herbranda.
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Dlaczego w twierdzeniu 25.3.1. istotne byto zalozenie, ze I" nie zawiera wystapien znaku identycznoS$ci? Ponizszy
przyktad stanowi odpowiedZ na to pytanie.

PRZYKEAD 25.3.1. (Hedman 2004: 115).

Rozwazmy zdanie A postaci Vz ((f(z) # =) A (f(f(x)) = x)). Stownikiem Herbranda dla A jest zbidr {c, f},
gdzie c jest dowolng stata indywiduowa.

Uniwersum Herbranda dla A jest zbiorem nieskoficzonym: H4 = {c, f(c), f(f(c)), f(f(f(¢))),...}.

W kazdej interpretacji Herbranda elementy ¢ oraz f(f(c)) sa oczywiscie r6zne. Poniewaz konsekwencja A jest
zdanie Vz f(f(x)) = x, wigc w szczegdlnosci ¢ = f(f(c)) takze jest konsekwencja A. Zdanie A nie moze zatem
posiada¢ zadnego modelu Herbranda. Latwo jednak zobaczy¢, ze zbiér { A} jest spetnialny: modelem dla A jest np.
zbiér wszystkich liczb catkowitych (bez zera), w ktérym symbol funkcyjny f interpretujemy tak, aby f(z) = —z.

Jak radzi¢ sobie w przypadku, gdy rozwazany zbiér formut zawiera wystapienia znaku identycznosci? Oto sto-
sowna procedura.

Przypusémy, ze A jest formuta w skolemowej postaci normalnej i ze w A wystepuje predykat identycznosci.
Wtedy (}) nie zachodzi dla A. Zdefiniujemy formule A* taka, ze:

e () zachodzi dla A*

e (1) A jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy A* jest spetnialna.

Niech E bedzie dwuargumentowym predykatem nie wystepujacym w V4. Poszukiwana formuta A* jest koniunk-
cja formut Ay, A, Az oraz Ay, zdefiniowanych nastepujaco:

e A; jest formulg powstajaca z A poprzez zastapienie kazdej réwnosci terméw ¢ = to wystepujacej w A przez
formute E(tq,t2).

e A, jest koniunkcja warunkéw stwierdzajacych, ze E denotuje relacje réwnowaznosci (tj. zwrotng, przechodnia
i symetryczna).

e Dla kazdego n-argumentowego predykatu R z V4 niech A bedzie formuta:

n

Vl’l .. anvyl .. vyn(/\(E(fEuyz A R(l'lv B ,(En))) - R(ylv s 7yn))
=1

Niech A3 bgdzie koniunkcja wszystkich formut Ag.

e Dla kazdego n-argumentowego symbolu funkcyjnego f z V4 niech Ay bedzie formula:

n

Vay ... Ve,Vy .. Vyn(/\ E(zi,yi) = E(f(x1,. - 20), fy1, -, yn)))-

i=1

Niech A4 bedzie koniunkcja wszystkich formut A;.

Niech A* bedzie skolemowa postacia normalng koniunkcji formut Ay, Ao, A3 oraz Ay4. Z konstrukcji A* widaé,
Ze nie zawiera ona predykatu identycznosci. Tak wigc, (f) zachodzi dla A*. Niech wykazanie, ze zachodzi takze (1)
bedzie éwiczeniem dla czytelniczek. Wskazéwka: nalezy oczywiscie rozwazy¢ model ilorazowy.

Rozwazmy jeszcze raz formute A postaci Vo ((f(z) # x) A (f(f(x)) = z)) z przyktadu 8.3.1.1. i zastosujmy
do niej powyzej opisang procedure. Poniewaz formuta A* spetnia warunek (), wiec A* posiada model Herbranda o
uniwersum Hy = {¢, f(¢), f(f(c)), f(f(f(c))),...}. Mozemy interpretowaé¢ E w tym modelu jako relacje réwno-
waznosci o dwoch klasach: w jednej sa termy zawierajace parzysta liczbg wystapieni symbolu f, a w drugiej pozostate
termy. Wynika stad réwniez, ze formuta A ma model dwuelementowy o uniwersum np. postaci {a, b}, w ktérym
symbol funkcyjny f interpretujemy tak, aby: f(a) = b oraz f(b) = a.

Teraz mozemy opisaé procedurg pozwalajaca ustalaé, czy dowolna formuta jezyka KRP jest niespetnialna.
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Niech A bedzie dowolng formutg jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej, nie zawierajaca predykatu iden-
tycznosci. Tak wigc, A jest postaci Vg ...V, B(x1,...,2,), gdzie B nie zawiera ani kwantyfikatoréw, ani predy-
katu identycznosci. Przypominamy, ze H 4 jest uniwersum Herbranda dla A. Zdefiniujmy zbi6r:

E(A) = {B(t1,....t) : ti,....tn € Ha}.

Zbiér E(A) otrzymujemy zatem przez podstawienia wszelkich mozliwych terméw z H 4 za zmienne w B, na wszelkie
mozliwe sposoby. Niech { A1, Az, ...} bedzie wyliczeniem wszystkich elementéw zbioru E(A). Pokazemy, ze A jest
spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy FE(A) jest spetnialny.

LEMAT 25.3.2. Niech A bedzie dowolng formuty jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej, nie zawierajaca
predykatu identycznosci. Wtedy: A jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy F(A) jest spetnialny.

DowOD.
Dowdd implikacji z lewa na prawo jest do$¢ prosty. Jesli 991 jest modelem dla A, to:

M =V, ...V, B(z,...,z,).

W szczegblnosdei, M = B(ty,...,t,) dla wszystkich ¢, ...,t, € Ha. Oznacza to, ze MM = A; dla wszystkich i, a
wige M = E(A).

Dla dowodu implikacji w druga strong zalézmy, ze E/(A) jest spetnialny. Wtedy, na mocy twierdzenia 8.3.1., E(A)
ma model Herbranda 9t. Alfabet Herbranda dla F/(A) jest taki sam jak alfabet Herbranda dla A. Tak wigc, uniwersum
M jest téwne H 4. Dla wszystkich t1,...,t, € Hy, mamy M = B(tq,...,t,), poniewaz B(t1,...,t,) € E(A).
Z definicji relacji = otrzymujemy, ze M | Vay ...V, B(z1,...,z,). Oznacza to, ze M = A, czyli ze A jest
spetnialna.

Z powyzszego wynika, ze A nie jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy F(A) nie jest spelnialny. Poniewaz
E(A) zawiera jedynie zdania bez kwantyfikatoréw, wigc mozemy uwazaé¢ E(A) za zbiér formut jezyka KRZ (po
stosownych podstawieniach zmiennych zdaniowych za formuty atomowe). Poniewaz A jest w skolemowej postaci
normalnej, wigc kazda formuta w F(A) jest w koniunkcyjnej postaci normalnej. W rozdziale I udowodniono, ze
zbiér S formut jezyka KRZ jest niespetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy O € R(S) (zob. tez Lemat 25.4.2. ponizej).
Wiemy zatem, ze E(A) jest niespetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € R(E(A)). Z TWIERDZENIA O ZWARTOSCI
dla KRZ (réwniez udowodnionego w rozdziale II) wynika, ze E(A) jest niespetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy
pewien skoriczony podzbiér {Ayq,..., A, } zbioru E(A) jest niespetnialny. Tak wigc, jesli A jest niespetnialna, to
Oe R({A1,...,An}) dla pewnego m. Zauwazmy, ze [0 € R({Aq, ..., A }) jest zbiorem skoriczonym.

Procedura powyzsza dostarcza metody ustalania, ze A jest niespetnialna. Sprawdzamy, czy dla pewnego m za-
chodzi O € R({A1,...,An}). Jesli odpowiedz jest twierdzaca, to A jest niespetnialna. W przeciwnym przypadku
sprawdzamy, czy 0 € R({A1, ..., Am, Amt1}), itd. Jesli A jest niespetnialna, to ta procedura poda te odpowiedZ po
skoniczonej liczbie krokéw. Jesli natomiast A jest spetnialna, to omawiana procedura nie zakoriczy sig.

Zauwazmy, ze nie ma zadnego ograniczenia (z gory) liczby krokéw, w ktdérej powyzsza procedura ewentualnie si¢
zakoficzy.

25.4. Trafnos¢ i pelnos¢ rezolucyjna

Pokazemy teraz, ze metoda rezolucji ma ,,porzadne” wilasnoSci metalogiczne, tj. ze jest (w $ciSle okreSlonym
sensie) trafna oraz petna.

Przypusémy, ze literaty pozytywne C1,...,C), nie zawieraja zmiennych wolnych. Niech S bgdzie dowolnym
zbiorem klauzul. Chcieliby$my, aby rezolucyjny dowdd klazuli pustej O ze zbioru S U {=CY, ..., ~C,} implikowal,
ze wszystkie C; (1 < ¢ < n) wynikaja logicznie ze zbioru S. Bedzie to konsekwencja podanego nizej twierdzenia o
petnosci metody rezolucji.

Jesli P jest programem, a G = {—Ay,...-A,} klauzula celowa, to powiemy, ze podstawienie 6 (za zmienne z G)
jest podstawieniem wyznaczajgcym poprawng odpowiedz, gdy (A1 A ... A A,,)0 wynika logicznie z (uniwersalnego
domknigcia) P. W rozdziale IV pokazemy, ze jesli program P U {G} nie jest spelnialny, to istnieje podstawienie
wyznaczajace poprawng odpowiedZ o warto$ciach w zbiorze terméw bez zmiennych. Bedzie to konsekwencja twier-
dzenia Herbranda.
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W wyktadzie 10 oméwiono metode rezolucji dla KRZ. Pojecia: dowodu rezolucyjnego, rezolucyjnej refutacji,
rezolucyjnego drzewa dowodowego, domknigcia rezolucyjnego sa w KRZ analogiczne, jak podane wyzej dla KRP
(z oczywistymi modyfikacjami). Przypomnimy nizej (bez dowodéw) pewne twierdzenia dotyczace rezolucji w KRZ.
Beda one potrzebne w dowodach trafnoSci i petnosci rezolucji w KRP.

e LEMAT 25.4.1. Istnieje rezolucyjne drzewo dowodowe dla C' z S wtedy i tylko wtedy, gdy C' jest rezolucyjnie
dowodliwa z S w KRZ.

e LEMAT 25.4.2. C jest rezolucyjnie dowodliwa z S w KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy C' € R(S). W szczegdl-
nosci, istnieje rezolucyjna refutacja S wtedy i tylko wtedy, gdy O € R(.S).

e LEMAT 25.4.3. Jesli S = {C1, Cs} jest spetnialny w KRZ oraz C jest rezolwenta C; i Cs, to C jest spetnialna
w KRZ. Co wigcej, kazde wartoSciowanie zmiennych zdaniowych, ktére spetnia S, spetnia tez C.

e LEMAT 25.4.4. Dla dowolnego zbioru formut T" jezyka KRZ oraz dowolnego literatu ¢: jesli T' jest niespel-
nialny, to niespelnialny jest takze zbiér {C' € R(T) : £,¢ ¢ C'}.

e TWIERDZENIE 25.4.5. (Trafnosé rezolucji w KRZ). Jezeli istnieje rezolucyjna refutacja S, to S nie jest spet-
nialny w KRZ.

e TWIERDZENIE 25.4.6. (Petnos¢ rezolucji w KRZ). Jezeli S jest niespelnialny w KRZ, to istnieje rezolucyjna
refutacja S.

Dowody tych twierdzefi podano w wyktadzie 10. Przypomnijmy jeszcze nastgpujace poréwnanie reguly rezolucji
z regula modus ponens w KRZ:

e REGULA REZOLUCITI: z formut A V C oraz =A V B wywnioskuj C' vV B

e REGULA MODUS PONENS: z formut A — B oraz A wywnioskuj B (lub, w postaci réwnowaznej: z formut
- AV B oraz A wywnioskuj B).

Najpierw udowodnimy trafno$¢ metody rezolucji, tj. pokazemy, ze jesli klauzula pusta nalezy do rezolucyjnego
domknigcia zbioru S, to S nie jest spetnialny.

TWIERDZENIE 25.4.7. (Trafnosé metody rezolucji w KRP). Jesli J € R(S), to S nie jest spetnialny.

DOwOD. Niech O € R(S). Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze S jest spetnialny, czyli Ze istnieje interpretacja
M taka, ze M = S.
Dla udowodnienia twierdzenia wystarczy pokazac, ze:

o () jesliM=CrLiM = Cy, to M |= C, gdzie C jest rezolwenta Cy oraz Co.

Istotnie, jesli zachodzi (%), to mozna pokazaé (przez indukcje po ztozonosci formut), ze 9t = C dla wszystkich
C € R(S). Poniewaz [J € R(.5), wiec byloby wtedy 9t |= [J, a to jest sprzecznosé.

Dowdd (%) jest uogélnieniem procedury, ktéra wykonywaliSmy w przyktadzie 25.2.3.

Jesli C jest rezolwenta C i C, to C' ma posta¢ Do U Doo (gdzie D1, D5 oraz o sa oznaczeniami takimi, jakie
wystepuja w definicji rezolwenty). Przypominamy, ze klauzula odpowiada formule generalnie skwantyfikowane;j.

Dla kazdego podstawienia 7, ktérego wartosciami sa termy bez zmiennych mamy:

e M = Dyor albo
o M E Dqor.

W konsekwencji, takze C'r, ktére jest suma D17 oraz D7, jest prawdziwe w 9.

Tak wigc, jesli ze zbioru S klauzul da sig¢ rezolucyjnie wyprowadzi¢ klauzulg pusta [J (reprezentujaca sprzecznosé),
to zbidr S jest niespetnialny, nie ma modelu.
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Pokazemy teraz dowdd implikacji odwrotnej, tj. tego, ze jesli zbidr S jest niespetnialny, to mozna z niego rezolu-
cyjnie wyprowadzié¢ klauzulg pusta [.

Niech A bgdzie dowolna formuta jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej, nie zawierajaca predykatu iden-
tycznosci. W Lemacie 25.3.2. pokazano, ze wtedy: A jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy E(A) jest spetnialny.
Poniewaz elementami zbioru FE(A) sa zdania (!) otrzymane z A przez opuszczenie kwantyfikatoréw oraz zastapienie
wszystkich zmiennych termami z H 4, wigc elementy E(A) mozna traktowad jak formuty jezyka KRZ.

Przypus$émy, ze D; oraz D sa elementami E(A) i ze R’ jest rezolwenta D oraz Dy w sensie rezolucji w KRZ.
Istnieja wtedy klauzule C oraz Cs otrzymane z A (tj. klauzule odpowiadajace dwém cztonom koniunkcyjnej postaci
A) takie, ze D1 = Cy01 oraz Dy = Cy09 dla pewnych o oraz o5. Pokazemy w nastgpnym lemacie, ze istnieje wtedy
rezolwenta w sensie rezolucji w KRP R dla C; oraz Cs oraz podstawienie o takie, ze Ro = R’. Méwiac nie calkiem
precyzyjnie, lemat ten stwierdza, ze cokolwiek moze zosta¢ wyprowadzone rezolucyjnie w sensie KRZ z F(A), moze
tez zosta¢ wyprowadzone rezolucyjnie w sensie KRP z A.

LEMAT 25.4.8. (Lemat o podnoszeniu). Niech A bedzie dowolng formutg jezyka KRP w skolemowej postaci nor-
malnej. Jesli R’ € res(E(A)), to istnieje R € res(A) taka, ze Ro’ = R’.

DowOD.

Moze, przed wlasciwym dowodem, pozyteczna bedzie pewna ilustracja (wyjasniajaca jednoczesnie nazwe lematu).

Niech A bedzie dowolna formuta jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej. Niech C; i Cy beda dwiema
klauzulami z A. Niech 7 bedzie podstawieniem takim, ze C;7 oraz Cy nie maja zadnych wspdlnych zmiennych.
Niech C] i CY, beda takimi elementami F(A), ze C1701 = C] oraz Cy02 = CY dla pewnych podstawien oy oraz 0.
Wreszcie, niech R’ bedzie rezolwenta (w sensie KRZ) dla C] i C). Sytuacje t¢ przedstawia diagram (kreski ukos$ne
odpowiadaja rezolucji):

Gy
17
017' C’2
1 17
& Gy
AN /
R

Teza lematu o podnoszeniu méwi wtedy, ze istnieje rezolwenta R dla Ci7 oraz Cy (w sensie KRP) taka, ze
Ro’' = R/, co symbolizuje ponizszy diagram:

q
l‘l’
Cir Cy
AN /
R
TU’I
Rl

Pierwszy z powyzszych diagraméw dotyczy rezolucji w KRZ, drugi rezolucji w KRP.

PrzejdZzmy do dowodu. Przypu$émy, ze zachodza zatozenia lematu (zob. pierwszy diagram). Wtedy, na mocy
definicji rezolucji w KRZ, musi istnie¢ literat L € C1 taki, ze LC) oraz R’ = (C} — {L}) U (C} — L).

Niech ¢/ = 0109. Poniewaz C; 7 oraz Cs nie majg zadnych wspdlnych zmiennych, wigc Cy 7o’ = Cy701 = C}
oraz Cy0’ = Cooe = C4,.

Niech Ly = {Ly,..., L,} bedzie zbiorem tych wszystkich literatéw L; z C;7, dla ktérych L;c’ = L. Podobnie,
niech Ly = {L},..., L]} bedzie zbiorem tych wszystkich literatéw L; z Cy, dla ktérych Lio’ = L.

Zilustrujmy dokonane konstrukcje diagramem:
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L, C Cit Cy D Lo
1o 1° 1o £a
L e ¢y, > L
N /
R

Niech L. = L; U Ly. Zbiér L jest uzgadnialny, poniewaz Lo’ = {L}. Niech o bedzie najbardziej ogélnym
unifikatorem dla IL. Z definicji rezolucji w KRP znajdujemy rezolwente R dla C oraz Cy:

R= ((017' — ]Ll) U (02 — LQ))O’.

Trzeba jeszcze pokazaéd, ze R’ moze zostaé otrzymana z R przez podstawienie. Pokazemy, ze Ro’ = R. Zwréémy
uwage, ze poniewaz o’ jest unifikatorem dla IL, a o jest najbardziej ogélnym unifikatorem dla L, wiec oo’ = o’.
Mamy nastgpujacy ciag rownosci:

Ro’ = ((017' - Ll) U (02 - Lg))a’o” =

= (17 = L1) U (Cy — L))o’ =
= (Cl’TO'I — lel) @] (CQE/ — ]LQO'/) —
= %C/i —{LHU(C —{L}) =

Tym samym dowdéd lematu o podnoszeniu zostal zakoniczony. Konsekwencja tego lematu jest lemat nastepujacy.

LEMAT 25.4.9. Niech A bgdzie dowolnym zdaniem jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej. Jesli C’ €
R(E(A)), to istnieje C' € R(A) oraz podstawienie o’ takie, ze Co’ = C.

DowOD.

Jesli C" € R(E(A)),to C’" € res,(E(A)) dla pewnego n. Dowdd przeprowadzimy przez indukcje po n.

Gdy n = 0,to Co’ € E(A). Wtedy, z definicji F(A), Co’ otrzymujemy przez podstawienie za zmienne terméw
bez zmiennych w pewnej klauzuli C' z A.

W kroku indukcyjnym skorzystamy z lematu o podnoszeniu. Przypus¢my, ze dla pewnego m kazda klauzula w
resm(FE(A)) otrzymana jest z pewnej klauzuli z R(A) poprzez podstawienie. Niech A C R(A) bedzie taka, ze
kazda klauzula z res,,(E(A)) otrzymana jest z pewnej klauzuli z A. Wtedy res,,(E(A)) C E(A). Jesli ¢’ €
resma1(E(A)), to C' € res(E(A)). Na mocy lematu o podnoszeniu, istnicje C' € res(A) taka, ze Co’ = C’ dla

pewnego podstawienia ¢’. Poniewaz A C R(A), wigc C' € R(A). To koriczy dowdd.

Powyzsze lematy sa potrzebne do udowodnienia najwazniejszego wyniku w tym podrozdziale, a mianowicie twier-
dzenia o pelnosci rezolucji.

TWIERDZENIE 25.4.10. (Twierdzenie o petnosci rezolucji w KRP). Niech A bedzie dowolnym zdaniem jezyka KRP
w skolemowej postaci normalnej. Jesli A jest niespetnialna, to (] € R(A).

DowOD.

Na mocy lematu 25.4.9., jesli 0 € R(E(A)), to istnieje C' € R(A) taka, ze Co’ = O dla pewnego podstawienia
o’. To jednak jest mozliwe jedynie wtedy, gdy C' = [. Tak wigc, jesli (0 € R(E(A)), to O € R(A). Wnioskujemy
stad, ze jesli A jest niespelnialna, to ] € R(A).

Uwaga. Czasem przez twierdzenie o petnosci rezolucji w KRP rozumie si¢ tacznie twierdzenia 25.4.7. oraz 25.4.10.

X K ok

Jest wiele roznych, bardziej subtelnych od powyzszego — catkowicie ogélnego — rodzajéw rezolucji. Problema-
tyka ta jest intensywnie badana, przede wszystkim w zwiazku z zastosowaniami metody rezolucji w automatycznym
dowodzeniu twierdzen.
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Uwagi koncowe

Skrypt nie jest pomyslany jako standardowy podrecznik logiki. Ma by¢ jedynie prezentacja okreslonej metody
dowodowej — metody drzew semantycznych.

X K ok

Jak wiadomo, LOGIKA zajmuje si¢ pojeciami: DOWODU oraz WYNIKANIA LOGICZNEGO. Zwiazki migdzy tymi
pojeciami ustalaja twierdzenia metalogiczne: TWIERDZENIE O TRAFNOSCI oraz TWIERDZENIE O PEENOSCI. Pewne
TWIERDZENIA LIMITACYJNE okreslaja samoograniczenia stosowalno$ci metod KRP. Tak wigc, KLASYCZNY RA-
CHUNEK LOGICZNY jest dyscypling o dobrze rozwinigtej metodologii. Nalezy jednak pamigtaé, ze LOGIKA nie jest
dyscypling zamknigta. Nowe inspiracje dla niej znajdujemy na kilku obszarach. Wymienmy trzy z nich:

e PRAKTYKA BADAWCZA MATEMATYKI. Pojecie DOWODU rozwazane w logice jest tylko idealizacja (norma-
tywna wzgledem Przesztosci?) praktyki matematycznej. Przy tym, to owa praktyka matematykéw jest funda-
mentalna dla tworzenia poje¢ logicznych (a nie na odwrét). Tak wigc, rozwdj logiki moze by¢ inspirowany
przez badania matematyczne. W ten sposéb powstaty np. logiki wyzszych rzedéw, logiki infinitarne, logiki z
uogdlnionymi kwantyfikatorami, logiki intuicjonistyczne, itd.

e TEORETYCZNE PODSTAWY INFORMATYKI. Z oczywistych powod6éw badania informatyczne musza by¢ wspo-
magane badaniami logicznymi. Zrédet informatyki teoretycznej poszukiwaé nalezy przeciez w rozwazaniach
logicznych. Rozwdj informatyki inspiruje z kolei nowe badania logiczne. W ten sposéb powstaly np. logiki
algorytmiczne, nowe interpretacje dla logik modalnych, itd.

e PRAGMATYKA LOGICZNA. Pojecie NIEZAWODNEJ REGULY WNIOSKOWANIA zostalo wyabstrahowane (w
cywilizacji Zachodu) z rozumowan przeprowadzanych w jezykach naturalnych. W tej postaci, w jakiej stoso-
wane jest ono obecnie (odwotujacej si¢ do czysto FORMALNYCH, sktadniowych, wtasnosci komunikatéw oraz
do znaczenia ustalonego zestawu STALYCH LOGICZNYCH) jest ono adekwatne do opisu tworzenia i przeksztat-
cania WIEDZY w aparaturze pojeciowej poszczegdlnych nauk. Jest problemem otwartym, czy obecnie znane
systemy logiczne potrafia trafnie reprezentowaé wszelkie rozumowania przeprowadzane w jezyku naturalnym,
ktérym chcieliby$Smy nadaé¢ walor — jako$ pragmatycznie rozumianej — prawomocno$ci. Stad kolejna inspira-
cja dla badan logicznych.

X K ok

Przypomnijmy, ze jednym ze skromnych celéw niniejszego skryptu jest to, aby u§wiadomié ewentualnym czytel-
niczkom réznice migdzy:

o Wynikaniem logicznym a uzasadnianiem oraz uznawaniem zdan. Pierwsze z tych poje¢ ma, w dzisiejszym
rozumieniu, charakter obiektywny; drugie i trzecie moga odwotywac si¢ do réznych czynnikéw, takze natury
pragmatycznej. Uzasadnianie moze mie¢ postac precyzyjnego dowodu, ale moze tez odwotywac si¢ do zabaw-
nych regut LOGIKI UZNANIOWE]J.

e Dowodzeniem a procedurami czysto algorytmicznymi. Pierwsza z tych aktywnosSci ma charakter twérczy, drugie
sq dzialaniami wedle okreslonego przepisu.

Jesli lektura skryptu nie przeszkodzi w osiagnigciu tych celéw, to pozwolimy sobie uznaé, ze praca nad nim miata
SENS.
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