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Na wyktadzie po§wigconym relacjom powiedzieliSmy parg¢ stéw o waznym ty-
pie relacji, a mianowicie relacjach rownowaznosci (zwrotnych, symetrycznych i
przechodnich). Wiaza si¢ one, jak juz wiemy, z nieodréznialnosciq obiektéw (ze
wzgledu na ustalony zbiér cech). Gdy dokonujemy kategoryzacji przedmiotéw,
gdy grupujemy przedmioty nieodrdéznialne pod ustalonymi wzgledami w ich typy
— wtedy korzystamy wiasnie ze stosownych relacji rownowaznosci.

Obok kategoryzowania inng wazna czynno$cia poznawcza jest ustalanie po-
przedzania jednych obiektéw przez inne wzgledem jakiej$ zaleznoSci. Moze ono
dawac w wyniku uszeregowanie badanych obiektdw, albo jaka$ ich hierarchie. Re-
lacje, ktdre reprezentuja tego typu sytuacje to réznego rodzaju relacje porzqdku-
Jjace. Stuchacze znaja juz proste przyktady takich relacji: mniejszosé w zbiorze
liczb, inkluzja zbioréw.

1 Relacje porzadkujace: podstawowe definicje

Stuchacze zechca wziaé pod uwage, ze rozwazamy formalne wlasnosci pewnego
typu relacji, a mianowicie relacji porzqdkujqcych (relacji porzaqdku, relacji porzad-
kowych). W edukacji szkolnej stuchacze spotkali si¢ przede wszystkim z relacjami
porzadku, okreslonymi na liczbach. Zaréwno w trakcie dalszej edukacji, jak 1 w
Zyciu Dorostym przydatna bedzie wiedza dotyczaca tego typu relacji okreslonych
na r6znych typach obiektéw.

1.1 Porzadki czeSciowe i liniowe

Moéwimy, ze relacja R jest relacja czesciowego porzqdku w zbiorze X, gdy jest ona
w tym zbiorze zwrotna, przechodnia oraz antysymetryczna, czyli gdy spetnione sg
nastgpujace warunki:



1. Zwrotnosé: dla dowolnego = € X zachodzi xRx.

2. Przechodnios¢: dla dowolnych z € X,y € X oraz z € X, jeSli xRy oraz
yRz,to xRz.

3. Antysymetria: dla dowolnych x € X, y € X, jesli x Ry oraz yRz, to © = y.

W takim przypadku méwimy tez, ze R czesciowo porzqdkuje zbiér X . Uktad
(X, R) nazywamy wtedy zbiorem czgsciowo uporzadkowanym.

Czasami rozwaza si¢ nieco ogdlniejsze relacje porzadkujace: méwimy, ze R
jest quasi-porzqdkiem (czesciowym), jesli R jest zwrotna i przechodnia.
PRZYKLADY.

1. Dla dowolnego zbioru X, uktad (p(X),C) jest zbiorem czg$ciowo upo-
rzadkowanym (przez relacje inkluzji C). Zauwazmy, ze z czysto formalnego
punktu widzenia powinniSmy rozwazac inkluzj¢ jako relacj¢ migdzy zbio-
rami bgdacymi podzbiorami ustalonego wprzédy uniwersum X, czyli jako
podzbidr produktu kartezjariskiego (X ) x o(X ). Rozwazanie inkluzji jako
relacji w uniwersum wszystkich zbiordw nie jest mozliwe, poniewaz ogé6t
wszystkich zbioréw sam zbiorem nie jest.

2. Relacja podzielnosci w zbiorze N, wszystkich dodatnich liczb naturalnych
jest relacja czgSciowego porzadku w tym zbiorze. W tym porzadku liczba x
poprzedza liczbe vy, gdy vy jest podzielna przez x.

3. Relacja zachodzaca migdzy tréjkatami A i B na ptaszczyZnie wtedy i tylko
wtedy, gdy pole A jest niewigksze od pola B nie jest czg§ciowym porzad-
kiem w zbiorze wszystkich trdjkatéw na plaszczyznie. Jest ona zwrotna i
przechodnia, ale nie jest antysymetryczna. Tak wigc, rozwazana relacja jest
quasi-porzadkiem.

Jesli (X, R) jest zbiorem czgSciowo uporzadkowanym oraz x € X, y € X, to
méwimy, ze x oraz y sa porownywalne (wzglgdem czgsciowego porzadku R), gdy
xRy lub yRx. Jesli x oraz y nie sa porownywalne (wzgledem R), to méwimy, ze
x oraz y sa nieporownywalne (wzglgdem R).

Jesli (X, R) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym oraz kazde dwa ele-
menty zbioru X sa poréwnywalne (wzglgdem R), to méwimy, ze R jest liniowym
porzadkiem w zbiorze X. Uktad (X, R) nazywamy wtedy zbiorem liniowo upo-
rzadkowanym.

Stuchacze z pewnoscia zauwazyli, ze relacja liniowego porzadku to taka rela-
cja czgsSciowego porzadku, ktéra jest dodatkowo spdjna w zbiorze, na ktérym jest



okreslona, czyli spetniajaca warunek: dla dowolnych x € X oraz y € X, jesli
x # y,to xRy lub yRx.

Jesli (X, R) jest zbiorem czgSciowo uporzadkowanym oraz Y C X, to Y nazy-
wamy taricuchem (wzglgdem relacji R) w (X, R), gdy kazde dwa elementy zbioru
Y sa poréwnywalne wzgledem R, czyli gdy relacja R ograniczona do zbioru Y
jest w nim porzadkiem liniowym.

Jesli (X, R) jest zbiorem czeSciowo uporzadkowanym oraz Y C X, to Y na-
zywamy antytaricuchem (wzglgdem relacji R) w (X, R), gdy kazde dwa rézne
elementy zbioru Y sa nieporéwnywalne wzgledem R.

PRZYKLADY.

1. Rozwazmy zbi6r czesciowo uporzadkowany (p({1,2,3,4,5,6,7}), C). Przy-
ktadem taficucha wzglgdem inkluzji jest rodzina zbioréw:

({1}, {1,2},{1,2,3}, {1,2,3,5},{1,2,3,5,7} ).

2. Rozwazmy czgSciowy porzadek dodatnich liczb naturalnych wyznaczony
przez relacje podzielno$ci. Dla dowolnej dodatniej liczby catkowitej x taricu-
chem wzgledem tego porzadku jest np. zbiér wszystkich poteg o wyktadniku
naturalnym liczby z, czyli zbiér {y € N : y = 2" dla pewnej n € N}.

3. Znana ze szkoly relacja < jest liniowym porzadkiem w zbiorze wszystkich
liczb rzeczywistych R.

4. Rozwazmy relacje inkluzji w rodzinie p({1, 2, 3}). Zbiory {1, 2} oraz {2, 3}
sa nieporéwnywalne wzgledem tej relacji.

5. Rozwazmy czgSciowy porzadek dodatnich liczb naturalnych wyznaczony
przez relacje podzielnosci. Kazde dwie rézne liczby pierwsze sa nieporéw-
nywalne wzgledem tego porzadku. W konsekwencji, dowolny zbiér liczb
pierwszych jest antylancuchem wzglgdem tego porzadku.

1.2 Porzadki ostre i nieostre

To odréznienie jest dobrze znane ze szkoty, gdzie omawiano zaréwno relacj¢ mniej-
szosci < migdzy liczbami, jak i relacje niewigkszosci <. W przyjetych wyzej defi-
nicjach zaktadano warunek zwrotno$ci, a wigc méwiono o nieostrych porzadkach
czgsSciowych i liniowych. Jesli < jest takim (nieostrym) porzadkiem czgSciowym
(czyli relacja zwrotna, przechodnia i antysymetryczng na rozwazanym zbiorze), to
= wyznacza jednoznacznie takze pewien ostry porzadek cze$ciowy na rozwaza-
nym zbiorze, zdefiniowany przez warunek: x < y wtedy i tylko wtedy, gdy x <y
oraz x # y.



Przez ostry porzadek czesciowy rozumiemy relacje, ktora jest przeciwzwrotna
oraz przechodnia. Przez ostry porzqdek liniowy rozumiemy relacje ostrego po-
rzadku czgsSciowego, ktéra jest spojna.

Zauwazmy, ze jesli jakas relacja jest przeciwzwrotna oraz przechodnia, to jest
takze asymetryczna.

PRZYKLADY.

1. Relacja <C R? (mniejsze lub réwne) znana ze szkoty jest nieostrym porzad-
kiem liniowym w zbiorze R.

2. Relacja <C R? (mniejsze) znana ze szkoty jest ostrym porzadkiem liniowym
w zbiorze R.

3. Relacja inkluzji C jest nieostrym czgs$ciowym porzadkiem (w ustalonej ro-
dzinie zbioréw).

4. Relacja inkluzji wlasciwej C jest ostrym czeSciowym porzadkiem (w usta-
lonej rodzinie zbioréw).

UWAGA. Relacje porzadkujace czgsto oznacza si¢ symbolami, ktérych ksztatt ma
kojarzy¢ si¢ z idea poprzedzania jednych obiektéw przez drugie. Przyktady takich
symboli to, m.in.: <, <, <, X, C, G, <, <, itp. Dodajmy przy okazji, ze dla relacji
réwnowaznosci (czyli relacji zwrotnych, symetrycznych i przechodnich), ktére sa
formalnymi odpowiednikami zalezno$ci nieodrdznialnosci pod ustalonym wzgle-
dem stosuje si¢ czgsto oznaczenia takze majace kojarzy¢ si¢ z ich znaczeniem, a
wige m.in.: =, ~, >, &, =, =, o, =&, =, itp. Czgsto tez symbole te opatrywane sa
stosownymi indeksami, zaréwno w przypadku relacji porzadkujacych, jak i relacji
réwnowaznosci.

1.3 Porzadki dyskretne i geste

Stuchacze z fatwoscia rozpoznaja réznicg migdzy uporzadkowaniem liczb catkowi-
tych przez relacje mniejszosci a uporzadkowaniem liczb wymiernych przez relacje
mniejszosci.

WprowadziliSmy juz wczesniej, dla dowolnej relacji R € X x X oraz elementu
x € X, pojecia: R-poprzednika oraz R-nastgpnika elementu z. Powiemy, ze y €
X jest bezposrednim R-nastepnikiem z, jeSli xRy oraz nie istnieje z € X taki, ze
z # x, z # y, xRz oraz zRy. Podobnie, x jest bezposrednim R-poprzednikiem y,
jesli x Ry oraz nie istnieje z € X taki, ze z # x, z # y, xRz oraz z Ry.

Niech (X, <) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym oraz, jak zwykle, niech
=< bedzie ostrym porzadkiem wyznaczonym przez < (czyli x < y wtedy i tylko
wtedy, gdy « = y oraz x # y). Méwimy, ze:
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1. Porzadek < jest dyskretny, gdy kazdy element z € X ma bezposSredni <-
poprzednik oraz bezpos$redni <-nastgpnik.

2. Porzadek < jest gesty, gdy zbiér X ma co najmniej dwa elementy oraz dla
kazdej pary réznych elementéw x € X, y € X, jesli x < y, to istnieje
z € X taki, ze x < zoraz z < y.

PRZYKELADY.

1. Zbiér wszystkich liczb catkowitych Z jest uporzadkowany w sposéb dys-
kretny przez relacje mniejszosci.

2. Zbidér wszystkich liczb wymiernych Q jest uporzadkowany w sposéb gesty
przez relacj¢ mniejszosci.

3. Dyskretnos$¢ nie jest zaprzeczeniem gestosci. Oczywiscie zaden porzadek li-
niowy nie moze by¢ jednoczesnie dyskretny i gesty. Istnieja jednak porzadki
liniowe, ktére nie sa ani dyskretne ani geste. Dla przyktadu, zwykla rela-
cja mniejszos$ci w zbiorze Z U [0, 1] nie jest ani porzadkiem dyskretnym ani
porzadkiem gestym.

1.4 Operacje na porzadkach

Relacje porzadkujace sa zbiorami, a wigc mozna na nich wykonywaé operacje
okreslone na zbiorach, ktére stuchacze poznali wczesniej. Zdarza sig, ze na jednym
i tym samym zbiorze obiektéw okresliliSmy, powiedzmy, dwa porzadki i pytamy,
czy ich kombinacja (stosownie rozumiana) takze jest porzadkiem. Ograniczymy
si¢ jedynie do kilku ilustracji.

PRZYKLADY.

1. Konwers porzadku czgsciowego jest porzadkiem czgSciowym. Podobnie, kon-
wers porzadku liniowego jest porzadkiem liniowym. Stuchacze pamigtaja
ze szkoly, ze konwersem relacji mniejszosci < (powiedzmy, w zbiorze R)
jest relacja wigkszosci > w tymze zbiorze. Czgsto stosowang praktyka jest
uzywanie symbolu dla konwersu danego porzadku zwierciadlanego odbicia
symbolu dla tego porzadku.

2. Jesli <y oraz <9 sg porzadkami czg¢$ciowymi, to ich iloczyn <1 N =<y tez
jest porzadkiem czesciowym.

3. Jesli =1 oraz =< sg porzadkami ostrymi, to ich suma <; N <9 jest porzad-
kiem ostrym wtedy i tylko wtedy, gdy (=1 0 <2 U =<1 0 <9) C=<; U <.



4. Jesli = jest quasi-porzadkiem, to < N <! jest relacja réwnowaznosci.
Oczywiscie, jesli < jest porzadkiem czesciowym, to < N <~ takze jest
relacja rownowaznoSci: czy widaé jaka? Te fakty maja bardzo istotne zna-
czenie dla okreslania porzadku w zbiorze klas abstrakcji otrzymanej relacji
rownowaznosci, ktéry bylby zgodny z wyjSciowym porzadkiem na rozwaza-
nym uniwersum.

Wazne sa réwniez takie przypadki, gdy na jednym ze zbioréw okreslono jakis
porzadek, na drugim inny, a interesuje nas, czy na sumie, iloczynie lub produk-
cie kartezjaiskim rozwazanych zbioréw takze okresli¢c mozna porzadek, w jakim$
sensie zgodny z obu wyjsciowymi porzadkami. Ograniczymy si¢ jedynie do kilku
ilustracji.

PRZYKLADY.

1. Suma zbioréw czesciowo uporzqdkowanych. Niech (X, <) oraz (Y, C) beda
zbiorami czg$ciowo uporzadkowanymi takimi, ze X N'Y = (). Na zbiorze
X UY mozemy zdefiniowac relacj¢ < nastgpujaco: u < v wtedy i tylko
wtedy gdy zachodzi jeden z cztonéw alternatywy:

(@) ue Xorazv € Y lub
(b) u,v € X orazu < v lub

(¢c) u,v € Yorazu C v.

Tak okreSlona relacja < jest wtedy czgSciowym porzadkiem na zbiorze X U
Y.

2. Porzqdek leksykograficzny w produkcie kartezjariskim. Niech (X, <) oraz
(Y, C) beda zbiorami czgsciowo uporzadkowanymi. Porzqdkiem leksykogra-
ficznym w zbiorze X X Y nazywamy relacje <, okreSlona nastgpujaco dla
dowolnych x1,x9 € X oraz y1,y2 € Y: (x1,y1) <¢ (22, y2) wtedy i tylko
wtedy, gdy £1 < 22 lub (z1 = x5 oraz y; C y2). Wtedy < jest porzadkiem
czgSciowym w zbiorze X X Y.

3. Porzqdek produktowy. Niech (X, <) oraz (Y, C) beda zbiorami czgSciowo
uporzadkowanymi. Na produkcie kartezjaiiskim X x Y mozna okresli¢ inny
jeszcze porzadek czeSciowy <., wyznaczony przez porzadki w X oraz w
Y. Niech mianowicie dla dowolnych 1, 22 € X orazyy,y2 € Y: (z1,y1) <pr
(z2,y2) wtedy i tylko wtedy, gdy 1 < x9 oraz y; C ys.

Rozwazmy zbiory: {1,2} oraz N, oba uporzadkowane przez zwykla relacje
porzadku. Porzadki leksykograficzne w zbiorach N x {1, 2} oraz {1, 2} x N istotnie
sig¢ r6znia:



1. N x {1, 2} uporzadkowany leksykograficznie jest ,tego samego typu” po-
rzadkiem co zwykly porzadek w zbiorze N, co ustala bijekcja f : N —
(N x {1,2}), zdefiniowana wzorami: f(2n) = (n,1), f(2n + 1) = (n,2).

2. {1,2} x N jest uporzadkowany leksykograficznie tak, jak przez zwykty po-
rzadek uporzadkowany jest zbior:

{1—%:neN}U{2— neN}.

+1 n+1

Poswiadcza to bijekcja

g (L2} xN) > {1— —— neN}U{2—

€ N},
n—+1 n+1n }

zdefiniowana wzorem: g((1,n)) =1 — %H’ 9((2,n) =2 — 7.

Mozna wigc (nieformalnie) powiedzieé, ze {1,2} x N jest uporzadkowany
leksykograficznie tak, jak dwie kopie zbioru N (ze zwyklym porzadkiem),
ustawione jedna za drugq.

Terminu porzqdek leksykograficzny uzywa sig¢ takze na oznaczenie pewnego
typu porzadku, ktéry mozna okresli¢ w zbiorze wszystkich stow, utworzonych z
elementéw ustalonego alfabetu. By¢ moze bgdziemy jeszcze mieli okazje poznaé
i zastosowac to pojecie.

1.5 Dygresja: paradoks Condorceta

Przypusémy, ze dziewczeta X, Y, Z cheg ustalié, ktory z facetéw A, B, C jest
najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczegdlnych dziewczat wygladaja na-
stepujaco (piszemy P > () w znaczeniu: wybdr P jest preferowany wzgledem
wyboru @; preferencje kazdego dziewczgcia sa przechodnie):

X: A>B>C
Y: B>C>A
Z: C>A>B.

Czy mozliwe jest liniowe uporzadkowanie kandydatéw zgodne z preferencjami
wiekszosSci dziewczat?

Dos¢ tatwo widac, ze tak nie jest:

1. % dziewczat uwaza, ze A jest bardziej przystojny od B.



2. % dziewczat uwaza, ze B jest bardziej przystojny od C.
3. % dziewczat uwaza, ze C jest bardziej przystojny od A.

Tak wigc, choé¢ indywidualne preferencje poszczegélnych dziewczat sa dobrze
okresSlone, to nie mozna ich uzgodni¢ dla otrzymania uszeregowania w sposéb li-
niowy wszystkich rozwazanych kandydatéw, jesli kryterium miatoby stanowi¢ to,
jak pozycja kandydata zalezy od liczby oddanych na niego gtoséw.

Sytuacja opisana powyzej przedstawia tzw. paradoks Condorceta. Pojawia on
si¢ takze (w nieco bardziej ztozonej postaci) w pewnych twierdzeniach pokazu-
jacych, ze niemozliwe jest przeprowadzenie wyboréw (czyli ustalenie globalnych
preferencji spoteczenstwa), ktére czynityby zado$¢ pewnym naturalnym zasadom
demokracji. Zachgcamy zainteresowanych stuchaczy do poczytania o twierdzeniu
Arrowa, ktére dotyczy tej problematyki.

1.6 Intuicje dotyczace izomorfizmu porzadkéow

Ogdlne pojecie izomorfizmu oméwimy w nastgpnym wykladzie. Teraz ograniczymy
si¢ jedynie do przypadku szczegblnego, dotyczacego poréwnywania relacji porzad-
kowych.

Niech (X, <) oraz (Y, C) beda zbiorami czgSciowo uporzadkowanymi. M6-
wimy, ze funkcja f : X — Y jest izomorfizmem tych zbioréw, jesli:

1. fjestbijekcjaz X naY.

2. f jest funkcja zachowujaca porzadek, czyli dla dowolnych z; € X, xo € X:
x1 = x9 wtedy i tylko wtedy, gdy f(z1) C f(x2).

Jesli istnieje izomorfizm uktadéw (X, <) oraz (Y, C), to méwimy, ze uktady
te sa izomorficzne.

Tak wigc, uktady izomorficzne s3 ,,tak samo zbudowane”, jesli chodzi o relacje,
okreslone na rozwazanych uniwersach.

Zauwazmy ponadto, ze jesli (X, <) oraz (Y, C) sg zbiorami liniowo uporzad-
kowanymi, to dla ustalenia, Ze sa one izomorficzne wystarczy poda¢ przyktad funk-
cji (surjekcji) Scisle rosnqcej f : X — Y takiej, ze dla dowolnych z; € X,
z9 € X:jesli z; = x9, to f(.l‘l) C f($2)

PRZYKLADY.
1. Rozwazmy zbiory liniowo uporzadkowane (N, <) oraz ({1 — n%rl tn €
N}, <). Sa one izomorficzne, gdyz funkcja Scisle rosnaca f(n) = 1 — n%rl

zachowuje rozwazany porzadek.



2. Funkcja f : R % (—1,1) okreslona wzorem f(x) =

T Jest Scisle

rosnaca, ustala zatem izomorfizm uktadéw (R, <) oraz ((—1,1), <).

. Rodzina wszystkich podzbioréw zbioru {1, 2, 3} uporzadkowana czgsciowo

przez inkluzjg jest izomorficzna ze zbiorem liczb {1,2,3,5,6, 10, 15,30}
uporzadkowanym czgsSciowo przez relacje¢ podzielnosci. Zachgcamy stucha-
czy do narysowania graféw obu rozwazanych relacji.

2 Wyroéznione elementy i podzbiory

Wyzej okreslono juz pewne szczegdlne podzbiory w zbiorach czgsciowo uporzad-
kowanych, a mianowicie tadcuchy i antytafncuchy. Teraz przyjrzymy si¢ pewnym
wyréznionym elementom w zbiorach czg¢sciowo uporzadkowanych.

2.1

Elementy: minimalne, maksymalne, najmniejszy i najwigkszy

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym oraz, jak zwykle, niech
=< bedzie ostrym porzadkiem wyznaczonym przez < (czyli x < y wtedy i tylko
wtedy, gdy « = y oraz x # y). Niech ponadto A C X oraz a € X. Mdéwimy, ze a

jest:
1. elementem najmniejszym w zbiorze A, gdy a € A oraz a < x dla wszystkich
x € A,
2. elementem najwigkszym w zbiorze A, gdy a € A oraz x < a dla wszystkich
x € A;
3. elementem minimalnym w zbiorze A, gdy a € A oraz nie istnieje x € A taki,
ze xr < a;
4. elementem maksymalnym w zbiorze A, gdy a € A oraz oraz nie istnieje
x € Ataki, ze a < x.
PRZYKLADY.
1. Rozwazmy rodzing wszystkich niepustych podzbioréw zbioru {1, 2, 3} cze-

Sciowo uporzadkowang poprzez relacje¢ inkluzji C. Elementem najwigkszym
w sensie tego porzadku jest zbior {1, 2, 3}, nie istnieje element najmniejszy
w tej rodzinie. Elementami minimalnymi sa zbiory jednoelementowe: {1},

{2} {3}



2. W rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru {1,2,3} czgsciowo uporzadko-

wanego poprzez relacje inkluzji C istnieje element najwigkszy {1, 2, 3} oraz
element najmniejszy, ktérym jest zbidr pusty (.

3. W zbiorze liczb {2, 3,5, 6, 10,15} uporzadkowanym czgsciowo przez rela-

cje podzielnosci nie istnieja elementy: najwigkszy i najmniejszy, elementami
maksymalnymi sg 6, 10 oraz 15, za$ elementami minimalnymi sa: 2, 3 oraz
o.

4. W zbiorze {x € N : x > 1} uporzadkowanym czgsciowo przez relacje po-

dzielnosci nie istnieja elementy: najwigkszy i najmniejszy; elementami mi-
nimalnymi sa wszystkie liczby pierwsze, elementy maksymalne nie istnieja.

UWAGA. W mowie potocznej czgsto uzywa si¢ zamiennie stéw: minimalny oraz
najmniejszy (a takze: maksymalny oraz najwigkszy). W dalszym ciagu uzywamy
czterech wyzej wprowadzonych terminéw wylacznie w sensie podanych definicji.

2.2

Ograniczenia i kresy

Niech (X, <) bedzie zbiorem czgsciowo uporzadkowanym oraz, jak zwykle, niech
< bedzie ostrym porzadkiem wyznaczonym przez =< (czyli x < y wtedy i tylko
wtedy, gdy = < y oraz x # y). Niech ponadto A C X oraz a € X. M6éwimy, ze a

jest:

1.

ograniczeniem dolnym zbioru A, gdy a =< x dla wszystkich z € A (za-
uwazmy, ze a nie musi naleze¢ do A oraz ze dany zbiér moze mieé¢ wiele
ograniczen dolnych);

. ograniczeniem goérnym zbioru A, gdy, gdy x =< a dla wszystkich x € A

(zauwazmy, ze a nie musi naleze¢ do A oraz ze dany zbiér moze mie¢ wiele
ograniczen gérnych);

. kresem dolnym (infimum) zbioru A, gdy a jest elementem najwigkszym w

zbiorze wszystkich ograniczen dolnych zbioru A (zauwazmy, ze a nie musi
naleze¢ do A);

. kresem gornym (supremum) zbioru A, gdy a jest elementem najmniejszym w

zbiorze wszystkich ograniczen gérnych zbioru A (zauwazmy, Ze a nie musi
naleze¢ do A).

Kres gérny (supremum) zbioru A oznaczamy przez sup A, kres dolny (infi-
mum) zbioru A oznaczamy przez inf A. Jesli zbiér A ma co najmniej jedno ogra-
niczenie gorne, to méwimy, ze jest ograniczony z gory, a jesli ma co najmniej jedno
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ograniczenie dolne, to méwimy, ze jest ograniczony z dotu. Oczywiscie wszystkie
te pojecia odnosza si¢ do rozwazanego w danym przypadku porzadku.
PRZYKLADY.

1.

Niech A C p(X) dla pewnego zbioru X oraz niech A # (). Rozwazamy
inkluzje jako porzadek czgsciowy w rodzinie (X ). Ograniczeniem dolnym
zbioru A w p(X) jest dowolny podzbiér zbioru X, ktory jest zawarty we
wszystkich zbiorach nalezacych do A. Kresem dolnym zbioru A jest () A.

. Niech A C p(X) dla pewnego zbioru X oraz niech A # (). Rozwazamy

inkluzj¢ jako porzadek czgsciowy w rodzinie p(X ). Ograniczeniem gérnym
zbioru A w p(X) jest dowolny podzbiér zbioru X, zawierajacy wszystkie
zbiory nalezace do A. Kresem gérnym zbioru A jest | .A.

. Rozwazmy dowolny niepusty skoficzony zbiér A, bedacy podzbiorem zbioru

N} i czgsciowy porzadek w tym zbiorze, wyznaczony przez relacje podziel-
nosci. Ograniczeniem dolnym zbioru A w N jest dowolna liczba, ktéra jest
wspdlnym dzielnikiem wszystkich liczb z A. Kresem dolnym zbioru A jest
najwigkszy wspdlny dzielnik wszystkich liczb nalezacych do A.

. Rozwazmy dowolny niepusty skoriczony zbiér A, bgdacy podzbiorem zbioru

N} iczgdciowy porzadek w tym zbiorze, wyznaczony przez relacje podziel-
nosci. Ograniczeniem gérnym zbioru A w N jest dowolna liczba, ktéra jest
wspolng wielokrotnosciag wszystkich liczb z A. Kresem gérnym zbioru A
jest najmniejsza wspdlna wielokrotno$¢ wszystkich liczb nalezacych do A.

. Rozwazmy podzbiér {z € Q : x? < 2} zbioru Q wszystkich liczb wymier-

nych (uporzadkowanego w zwykty sposéb). Jest on ograniczony z géry (np.
przez kazda liczbg wymierna wigksza od 13), ale nie istnieje w Q jego kres
gorny.

. Zbiér P wszystkich liczb pierwszych rozwazany jako podzbidr zbioru wszyst-

kich liczb naturalnych uporzadkowanego przez relacj¢ mniejszoSci ma ogra-
niczenie dolne (np. liczb¢ 1) oraz ma kres dolny (liczbe 2), nie ma natomiast
elementu najwigkszego wzgledem tej relacji. Nie istnieja tez elementy mak-
symalne w zbiorze P wzgledem tej relacji.

Niektore zaleznos$ci migdzy omawianymi wyzej elementami wyréznionymi po-
daje nastgpujace twierdzenie (ktérego dowdd jest oczywisty):
TWIERDZENIE. Niech (X, <) bedzie zbiorem czgSciowo uporzadkowanym oraz
niech A C X. Wtedy:
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1. W zbiorze A istnieje co najwyzej jeden element najmniejszy oraz co najwy-
zej jeden element najwigkszy.

2. 7Zbiér A ma co najwyzej jeden kres dolny oraz co najwyzej jeden kres gérny.
3. Jesli a € A jest elementem najmniejszym w zbiorze A, to a jest:

(a) jedynym elementem minimalnym w zbiorze A,

(b) kresem dolnym zbioru A.
4. Jesli a € A jest elementem najwigkszym w zbiorze A, to a jest:

(a) jedynym elementem maksymalnym w zbiorze A,

(b) kresem gérnym zbioru A.

3 Kiraty i algebry Boole’a: definicja porzadkowa

Zbiér czgsciowo uporzadkowany (X, <) nazywamy kratq, jesli dla dowolnych
dwdch elementéw x € X oraz y € X istnieja kresy: sup{x,y} oraz inf{x,y}.
Zwykle uzywa sig¢ nastgpujacych oznaczen:

1. 2Ny (lub z A y) dla inf{z, y}

2. zUy (lub z V y) dla sup{z, y}.
Krata (X, <) jest dystrybutywna, gdy dla wszystkich z,y, z € X:
zrNyUz)=(zNy)U(xNz)

zU(yNz)=(xzUy)N(xUz).

Najwigkszy element kraty (o ile istnieje), nazywamy jedynkq kraty i ozna-
czamy np. przez 1.

Najmniejszy element kraty (o ile istnieje), nazywamy zerem Kraty i oznaczamy
np. przez 0.

Algebrq Boole’a nazywamy kazda krate dystrybutywna (X, <) z zerem 0 oraz
jedynka 1, w ktérej dla kazdego elementu x € X istnieje uzupetnienie —x tego
elementu, spetniajace warunki: zU —z =1,z N —z = 0.

Zwykle reprezentuje si¢ kraty graficznie, za pomoca diagramow Hassego. W
diagramie takim wezly odpowiadaja elementom kraty, a ich potaczenia maja re-
prezentowal porzadek kratowy. Przyjmuje si¢ przy tym umowe, ze gdy x < v,
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to wezel x jest na rysunku umieszczany nizej niz wezet y. Dla przykladu, za-
taczamy diagram Hassego kraty (p({a,b,c,d, e, f}), C) wszystkich podzbioréw
zbioru szescioelementowego {a, b, ¢, d, e, f} z inkluzja jako porzadkiem czgscio-

wym.

Zrédto: Public Domain, https://en.wikipedia.org/w/index.php?curid=15327698

PRZYKELADY.

1.

Zbiér wszystkich dodatnich liczb naturalnych czgSciowo uporzadkowany po-
przez relacje podzielnosci (bez reszty) jest krata. Najwigkszy wspdlny dziel-
nik liczb x oraz y jest tu kresem dolnym zbioru {x, y }, a najmniejsza wspélna
wielokrotnosé liczb z oraz y jest tu kresem gérnym zbioru {z, y}.

. Wartosci logiczne. Znane stuchaczom z kursu Wprowadzenie do logiki war-

tosci logiczne 0 oraz 1 tworza algebre Boole’a wzgledem porzadku okreslo-
nego warunkiem 0 < 1.

. Zbior potggowy. Dla dowolnego zbioru X, rodzina p(X) jest algebra Bo-

ole’a. Rozwazanym porzadkiem jest relacja inkluzji C. Kresem dolnym dla
pary zbioréw {A, B} jestich iloczyn A N B, kresem gérnym dla pary zbio-
réw { A, B} jestich suma A U B, uzupetnieniem elementu A C X jest jego
dopetnienie A’ = X — A.

. Ciata zbiorow. Ciatem zbiorow nazywamy dowolng rodzing zbioréw, ktéra

jest domknigta na operacje: sumy, iloczynu oraz dopetienia. Kazde ciato
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zbioréw jest algebra Boole’a. Rozwazanym porzadkiem jest relacja inkluz;ji
C. Kresy okreSlone sg tak samo, jak w poprzednim przyktadzie.

Na nastgpnym wyktadzie poznamy inng jeszcze (algebraiczng) charakterystyke
krat oraz algebr Boole’a.

4 Drzewa

Drzewa to bardzo wazne struktury porzadkowe, spotykamy je w wielu zastoso-
waniach. Drzewa reprezentuja struktury sktadniowe wyrazen, obliczenia réwniez
traktowa¢ mozemy jako drzewa. Takze dowody twierdzen sa drzewami.

4.1

Definicje

Drzewem (o korzeniu x() nazwiemy kazdy uktad (X, R, x¢) taki, ze:

1.

(X, R) jest grafem o zbiorze wierzchotkéw X i zbiorze krawedzi R C X X
X

. R jest czeSciowym porzadkiem w X ;

xo jest elementem R-najmniejszym w X ;

. zbiér wszystkich R-poprzednikéw kazdego wierzcholka jest liniowo upo-

rzadkowany przez relacje R.

To jest jedna z mozliwych definicji drzewa. Rozwaza si¢ tez inne, w zaleznoSci
od zastosowan. Potrzebne nam bgda pewne ustalenia terminologiczne:

1.

Lisémi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoiki, ktére nie maja
R-nastgpnikéw.

. Jesli (z,y) € R jest krawedzia w D, to = nazywamy przodkiem y, a y na-

zywamy potomkiem x. Jesli (z,y) € R — R? jest krawedzia w D, to x
nazywamy bezposrednim przodkiem y, za$ y nazywamy bezpoSrednim po-
tomkiem x.

. Kazdy podzbiér zbioru wierzchotkéw drzewa D, ktdry jest uporzadkowany

liniowo przez R nazywamy taricuchem w D (czasem: Sciezkq w D). Kazdy
taficuch maksymalny (wzgledem inkluzji) w D nazywamy gateziq w D.

. Przez dtugosé taficucha P rozumiemy liczbg elementéw zbioru P.
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5. Rzedem wierzchotka x nazywamy moc (liczbg elementéw) zbioru wszyst-
kich bezposrednich potomkéw z. Rzedem drzewa D jest kres gérny rzedéw
wszystkich wierzchotkéw drzewa D.

6. Drzewo D jest skoriczone, jesli zbidr jego wierzchotkéw jest skoficzony; w
przeciwnym przypadku jest nieskoriczone. Drzewo D jest rzedu skoriczo-
nego (jest skoriczenie generowane), jesli kazdy jego wierzchotek ma rzad
skoniczony.

7. Przez indukcj¢ definiujemy poziomy drzewa:

(a) poziom zerowy to zbidr jednoelementowy, ztozony z korzenia drzewa;

(b) poziom k + 1 to zbidr wszystkich bezposrednich nastgpnikéw wierz-
chotkéw poziomu k.

8. W dalszym ciagu bedziemy rozwazaé gtéwnie drzewa skoniiczone lub rzedu
skoriczonego.

9. Drzewo dwdjkowe to drzewo, w ktoérym kazdy wierzchotek ma co najwy-
zej dwoch bezposrednich potomkéw. Petne drzewo dwdjkowe to drzewo, w
ktérym kazdy wierzchotek ma doktadnie dwéch bezposrednich potomkéw.

10. Przez drzewo znakowane (elementami ze zbioru L) rozumiemy par¢ upo-
rzadkowana (D, f), gdzie D jest drzewem, a f jest funkcja ze zbioru wierz-
chotkéw drzewa D w zbiér L. W zastosowaniach w logice zwykle L jest
pewnym zbiorem formut.

11. Graficzne reprezentacje drzew sa rysunkami, na ktérych wierzchotki (jako$
znakowane — punktami, liczbami, formutami, itd.) potaczone sa liniami, od-
powiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, x¢) jest drzewem, to na
rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R2.

PRZYKLADY.

1. Drzewa sktadniowe. Na kursach logicznych stuchacze poznaja reprezentacje
sktadniowe wyrazef rozwazanych jezykéw formalnych. Dla przyktadu, kaz-
dej formule (powiedzmy, jezyka klasycznego rachunku zdan) przyporzad-
kowa¢ mozna drzewo jej wszystkich podformut. Np. formule —(p V q) A
(=—r — s) odpowiada drzewo:
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2. Obliczenia. Podobnie, obliczeniom arytmetycznym mozna przyporzadko-
wac stosowne drzewa: na liSciach umieszcza si¢ argumenty, w pozostatych
wierzchotkach wyniki kolejnych obliczefi, w korzeniu znajduje si¢ koricowy
wynik. Dla przyktadu, obliczenie 2 - (3 + 5 - 7) reprezentuje drzewo:

4.2 Przypomnienie: nieskonczone drzewo dwojkowe

W wykladzie trzecim poznaliSmy petne drzewo dwdjkowe. Przypomnijmy t¢ kon-
strukcje, powtarzajac fragment wyktadu trzeciego.

Kazdy wierzchotek ma dwéch bezposrednich potomkéw: lewego potomka zna-
kujemy przez 0, prawego przez 1. Ta reprezentacja petnego drzewa dwdjkowego
wyglada zatem nastgpujaco:
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Wykorzystujac t¢ reprezentacje pokazemy, ze nie jest mozliwe ponumerowa-
nie (liczbami naturalnymi: O, 1, 2, 3, 4, 5,...) wszystkich gatezi pelnego drzewa
dwéjkowego, czyli wszystkich nieskoriczonych ciagéw o wyrazach 0 lub 1.

Rozwiazanie wykorzystuje metodg przekqtniowq Cantora. Przypusémy, dla do-
wodu nie wprost, ze mozna wszystkie galezie nieskoriczonego drzewa dwédjkowego
ponumerowa¢ liczbami naturalnymi. Niech to wyliczenie ma postac nastgpujaca
(kazda a] jest zerem lub jedynka):

1. g1 = atala3...

— 1,23
2. 92—a2a2a2...

_ 1.2 .3
3. g3 = azazas. ..

4. itd.

Rozwazmy ciag G = b1b2bs . . ., gdzie:
l. jeSlia) =0,tob, =1

2. jeslial =1,to b, =0.

Wtedy ciag G rdzni si¢ od kazdego z ciagéw g, (co najmniej na n-tym miej-
scu). Tak wigc, jakkolwiek chcielibySmy ponumerowac wszystkie gatezie pelnego
drzewa dwojkowego liczbami naturalnymi, to zawsze pozostang gatezie, dla kt6-
rych numerdéw nie starczy.

Zauwazmy, ze nasze przypuszczenie dotyczyto dowolnego sposobu numerowa-
nia wszystkich gatezi drzewa dwdjkowego liczbami naturalnymi. Powyzszy wynik
oznacza zatem, ze taka (wyczerpujaca wszystkie gatezie) numeracja jest niemoz-
liwa. Tak wigc wszystkich galezi tego drzewa nie mozna ustawi¢ w ciag uporzad-
kowany tak, jak wszystkie liczby naturalne.

Pelne drzewo dwéjkowe reprezentuje wszystkie warto§ciowania w klasycznym
rachunku zdaf: jak stuchacze wiedza z kursu Wprowadzenia do logiki, kazde takie
wartosciowanie jest nieskoficzonym ciagiem zero-jedynkowym, a wigc galtezia w
pelnym drzewie dwéjkowym.

Mozemy tez patrzeé na petne drzewo dwdéjkowe w sposob nastgpujacy. Kazdy z
kolejnych wierzchotkéw ma dwdéch bezposrednich potomkéw. Wierzchotki (oprécz
korzenia) kodujemy ciggami zer i jedynek. Tak wigc, jesli jaki§ wierzchotek ma
kod o, to jego bezposrednimi potomkami sa wierzchotki o kodach: o0 oraz o1.
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4.3 Lemat Koniga

LEMAT KONIGA. Jesli drzewo D = (X, R, x¢) rzedu skoriczonego jest nieskon-
czone, to ma gatqZ nieskoriczonq.

DoOwOD. Przypusémy, ze D jest nieskonczone. Zdefiniujemy gataz nieskoriczona
{z0,x1,T2,...} W D przez indukcje matematyczna.

Element x( (czyli korzen drzewa D) jest pierwszym elementem konstruowa-
nej galezi. Poniewaz D jest nieskoficzone, wigc xg ma nieskonczenie wiele -
nastgpnikow.

Przypusémy, ze xg,x1,T2,...,T,—1 zostaly zdefiniowane tak, ze x; nalezy
do i-tego poziomu drzewa D oraz z; ma nieskoficzenie wiele R-nastgpnikéw. Z
zatozenia, x,,—1 ma tylko skoiczenie wiele bezposrednich R-nastgpnikéw. Ponie-
waz x,—1 ma nieskonczenie wiele R-nastgpnikdéw, wigc co najmniej jeden z jego
bezposrednich R-nastgpnikéw takze ma nieskoficzenie wiele R-nastgpnikéw. Wy-
bieramy wigc element x,, z n-tego poziomu drzewa D o tej wlasnie wtasnosci.
Wtedy z,, ma nieskoficzenie wiele R-nastgpnikéw. Poniewaz jest tak dla kazdego
n, pokazaliSmy istnienie nieskoniczonej gatezi {xo, z1, z2, ...} w drzewie D.
PRZYKELADY.

1. Przyktad drzewa, ktére nie jest skoriczenie generowane. Wyobrazmy sobie
drzewo, z ktérego korzenia zaczyna si¢ nieskonczenie wiele gatezi, np. o
dtugosci jeden, dlugosci dwa, dtugosci trzy, itd. Takie drzewo nie jest skon-
czenie generowane.

2. Perspektywa Demona i perspektywa Mrowki. Przypu§émy, ze D jest drze-
wem dwdéjkowym rzegdu skonczonego (drzewem skoriczenie generowanym).
Ogladad je mozna z dwéch perspektyw:
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(a) Perspektywa Demona. Widzi on cate drzewo D. Ma pelng informacjg
o D. Uzna, ze D jest nieskoriczone, gdy ma ono nieskoiczong liczbe
wierzchotkéw (lub, co na to samo wychodzi, nieskoficzong liczbg kra-
wedzi).

(b) Perspektywa Mrowki. Mréwka moze wedrowaé po drzewie D, startu-
jac z jego korzenia i dokonujac wyboréw (lewo-prawo) w kazdym z
krokéw (i nie zawracajac). Ma niepelng informacje o D. Moze osia-
gnaé kres swojej wedrowki, docierajac do liScia. Dla Mréwki drzewo
bedzie nieskoriczone, jesli da jej ono gwarancje (koszmarnej) nieSmier-
telnosci, czyli gdy Mréwka znajdzie gataZ nieskoiczona w D, po ktérej
bedzie dreptad, dreptal, dreptac. .. Mréwka drepczaca po (skoiczenie
generowanym) drzewie dwdjkowym robi to dzielnie, bez trwogi. Jesli
dotrze do liScia drzewa, to moze spokojnie przej$¢ do (szczesliwego)
Niebytu. Jesli ma pecha zy¢ w drzewie nieskoficzonym i w dodatku ma
Prawdziwego Pecha, poniewaz wybrata gataZ nieskoriczona, to c6z —
musi hardo znosi¢ Koszmar Niesmiertelnosci. BadZcie dzielni, co naj-
mniej tak samo, jak Mréwka.

4.4 Dygresja: gra w kulki i uSmiercanie hydry

Przypusémy, ze masz nieskonczenie wiele kul, ponumerowanych dodatnimi licz-
bami catkowitymi, przy czym kazda taka liczba jest umieszczona na nieskoiczenie
wielu kulach (masz wigc nieskoniczenie wiele kul z jedynka, nieskoiiczenie wiele z
dwdjka, nieskoniczenie wiele z tréjka, itd.). Masz tez pudetko, ktére zawiera skofi-
czenie wiele ponumerowanych kul. Celem zabawy jest opréznienie pudetka, we-
dle nastgpujacej reguly. W kazdym kroku wyjmujesz pewna kulg, a na jej miejsce
wktadasz catkiem dowolng liczbe kul o mniejszych numerach. Poniewaz nie ma
mniejszych od jedynki dodatnich liczb catkowitych, wigc kuli z jedynka niczym
nie zastepujesz. Rozwiazanie wyglada prosto: wystarczy, ze zastapisz kazda kule
w pudetku kula z jedynka, a potem wyjmiesz te wszystkie kule z jedynka po ko-
lei. Ciekawe w tej zabawie jest jednak to, ze nie mozna z gory ograniczy¢ liczby
krokéw potrzebnych to opréznienia pudetka — pamigtajmy, ze mozna ,,utrudniaé”
poprzez dokladanie dowolnej skoriczonej liczby kul, byle o numerze mniejszym
niz numer kuli zastgpowanej. Czy potrafisz uzasadnié, ze zabawa musi zakonczy¢
si¢ po skoniczonej liczbie krokéw?

Zabawe t¢ przedstawi¢ mozna w postaci drzewa o ponumerowanych wierz-
chotkach. Poczatkowa zawarto§¢ pudetka reprezentuja wierzchotki wychodzace
bezposrednio z korzenia drzewa. Zastgpowanie jakiejs$ kuli (liScia drzewa) zbiorem
innych polega na dotaczeniu, w miejsce usuwanego liscia, calego zbioru nowych
lisci, reprezentujacych kule, zastgpujace usuwang kulg. Drzewo ,,ro$nie w goére”
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w miarg jak zastgpujemy usuwane kule nowymi. Zauwazmy, ze na kazdej gatezi
drzewa wystepuja kule o coraz mniejszych numerach. Ponadto, kazdy wierzcho-
tek drzewa ma tylko skoiiczenie wielu bezposrednich potomkéw. Gdyby drzewo
miato nieskoriczong liczbg wierzchotkéw, to (na mocy lematu Koniga) musialoby
mie¢ gataZ nieskoficzona. To jednak jest niemozliwe, ze wzgledu na wspomniany
juz fakt, ze numery na kazdej galezi maleja, w miar¢ oddalania si¢ od korzenia
drzewa. Tak wigc, zabawa w opréznianie pudetka musi zakoriczy¢ si¢ w skoriczo-
nej liczbie krokéw.

Jedna z prac Heraklesa polegata na u§mierceniu hydry lernejskiej, potwora o
wielu gtowach, przy tym o tyle trudnym do zabicia, ze w miejsce odcigtej gtowy
wyrastaty natychmiast nastgpne. Jak pamigtamy, Herakles praktycznie rozwiazat
ten problem, znany byt zreszta z wielu praktycznych rozwiazan trudnych proble-
moéw. Z matematycznego punktu widzenia hydra jest drzewem: korzeniem tego
drzewa jest jej kadlubek, lis¢mi poszczegdlne glowy, pozostate wierzchotki drzewa
odpowiadaja segmentom szyi, (ktére same moga stac si¢ glowami, po odcigciu in-
nych gléw). Zabicie hydry polega na takim jej okaleczeniu, iz pozostaje z niej jedy-
nie tutéw-kadtubek (korzen drzewa). Odcinamy gtowy hydry (czyli liScie drzewa)
w pojedynczych krokach (cigciach mieczem). Odcigcie glowy w n-tym kroku po-
ciaga za soba nastgpujace konsekwencje:

1. Znika krawedZ drzewa prowadzaca do tej glowy, pozostawiajac zatem wierz-
chotek, ktéry nazwiemy, powiedzmy, krwawiqcym kikutem.

2. W wierzchotku bgdacym bezposrednim poprzednikiem krwawiacego kikuta
wyrasta hydrze dodatkowo n kopii tej czgsci hydry, ktéra po odcigciu gtowy
znajduje si¢ powyzej wezta poprzedzajacego krwawiacy kikut.

3. Jesli krwawiagcym kikutem wtasnie odcigtej glowy jest kadtub hydry, to zadna
nowa glowa nie wyrasta.

Proponujemy wykonac¢ rysunek Srednio skomplikowanej hydry i przekonac sig,
jak wyglada jej utarczka z Heraklesem. Poczyta¢ o tej konstrukcji mozna np. w
Murawski 2000.

Zdawacé by si¢ mogto, ze uSmiercenie hydry robi si¢ coraz trudniejszym zada-
niem, w miar¢ stopniowego ucinania jej gtéw (wszak z kazdym cigciem odrasta
nie jedna gtowa, ale wiele kopii calego fragmentu hydry, a liczba dodawanych ko-
pii ro$nie wraz z liczba kolejnych cigé). Mamy jednak zte wiadomosSci dla hydry,
a dobre dla Heraklesa. Ot6z niezaleznie od tego, jaka przyjmie on strategi¢ (czyli
niezaleznie od tego, ktére kolejne glowy hydry bedzie odcinat), to po skoriczonej
liczbie cig¢ z biednej hydry zostanie jedynie bezglowy kadtubek, czyli zostanie
ona u$miercona. Ciekawym problemem jest udowodnienie tego faktu. Nie jest to
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przy tym problem banalny: okazuje si¢, ze twierdzenie gwarantujace zwycigstwo
Heraklesa jest prawdziwe w standardowej dziedzinie liczb naturalnych, lecz nie
Jjest dowodliwe w arytmetyce. Jego dowdd wykorzystuje Srodki infinitarne, niedo-
stepne w zwyktej arytmetyce, a dostgpne w teorii mnogosci.

4.5 Dygresja: drzewo Calkina-Wilfa

Na jakie sposoby umyst moze wyobrazac sobie liczby wymierne? Jedna z mozli-
woSci to ta, ktdrg stuchacze poznali w szkole: liczbom wymiernym przyporzadko-
wuje si¢ punkty na osi liczbowej. Zbiér tych punktéw jest gesty w porzadku osi
liczbowej i jest przeliczalny (jest ich tyle samo, co liczb naturalnych). Z liczbami
wymiernymi skojarzy¢ mozna tez wszystkie proste przechodzace przez poczatek
uktadu wspétrzednych na plaszczyZnie oraz przez punkty kratowe (czyli punkty
0 wspotrzednych catkowitych na ptaszczyznie), co opisaliSmy nieco doktadniej
w pliku zawierajacym szczegdtowy plan niniejszych wyktadéw. Istnieje jeszcze
wiele innych reprezentacji tego zbioru. Podamy teraz jedna z nich, odwotujaca sig
do czgsciowego porzadku innego od zwyklego porzadku liczb wymiernych.
Zbudujemy nastgpujace drzewo utamkow:

1. Korzeniem drzewa jest utamek %
2. Kazdy wierzchotek drzewa ma dwdéch bezposrednich potomkow.

3. Jesli ¢ jest wierzchotkiem w drzewie, to jego bezpoSrednimi potomkami s
wierzchotki: a%b (lewy) oraz “T*b (prawy).

To drzewo nazywamy drzewem Calkina-Wilfa. Mozna udowodnié, ze kazda
dodatnia liczba wymierna wystapi w tym drzewie doktadnie raz, przy tym zapisana
w postaci nieskracalnego utamka.

Poczatkowy fragment tego drzewa wyglada nastgpujaco:

Ty
Y Ty
7 s

2
|

)3
D
)

—
. —wl
—au
—au
- —wl
—
N

Wszystkie wierzchotki drzewa wylicza kolejno funkcja:
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1. q(1) =1
1

2. qln+1)= MOECOErO)Es dlan > 1, gdzie | z] jest funkcjq podtogi
(dla dowolnej x jej wartosc to najwigksza liczba naturalna < x).

Calkin i Wilf pokazali (Calkin, Wilf 2000), ze kazda dodatnia liczba wymierna

jest postaci b(%i)l) (n > 0), gdzie:

1. b(0)=0b(1)=1
2. b(2n+1) = b(n)
3. b(2n+2) =b(n) + b(n+1).

Tak wigc, drzewo Calkina-Wilfa podaje inna jeszcze reprezentacje zbioru Q
wszystkich liczb wymiernych. W jednym z dodatkéw w drugiej czesci wyktadéw
opowiemy o drzewie Sterna-Brocota, podobnym do drzewa Calkina-Wilfa.

S5 Porzadki ciagte

Niech (X, <) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym oraz, jak zwykle, niech
< bedzie ostrym porzadkiem wyznaczonym przez = (czyli x < y wtedy i tylko
wtedy, gdy « = y oraz x # y). Méwimy, ze porzadek < jest ciggty, gdy:

1. porzadek =< jest gesty w X oraz

2. kazdy niepusty zbiér A C X ograniczony z géry ma kres gérny w zbiorze
X, a kazdy niepusty zbiér B C X ograniczony z dotu ma kres dolny w
zbiorze X.

PRZYKLADY.

1. Porzadek < w zbiorze R jest ciagly.

2. Porzadek < w zbiorze Q nie jest ciagty. Jest to porzadek gesty, ale np. naste-
pujacy zbidr liczb wymiernych nie ma kresu gérnego, choc jest ograniczony
z gbry:
{reQ:2? <2}

3. Porzadek < w zbiorze Z nie jest ciagly, poniewaz nie jest gesty.
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Zauwazmy, ze w definicji porzadku ciagltego wystarczy zatozy¢ jedynie, ze
kazdy niepusty podzbiér ograniczony z géry miat kres gérny (albo: by kazdy nie-
pusty podzbiér ograniczony z dotu miat kres dolny), zachodzi bowiem nastgpujace
twierdzenie:

TWIERDZENIE. Jesli relacja < liniowo porzadkuje zbidr X, to nastgpujace warunki
sa rOwnowazne:

1. Dla kazdego niepustego ograniczonego z géry podzbioru zbioru X istniej w
zbiorze X kres gérny.

2. Dla kazdego niepustego ograniczonego z dotu podzbioru zbioru X istniej w
zbiorze X kres dolny.

DowOD. Trzeba pokazaé, ze z pierwszego warunku wynika drugi, a takze, ze z
drugiego warunku wynika pierwszy. Udowodnimy, ze zachodzi to pierwsze wy-
nikanie, pozostawiajac stuchaczom przyjemnos$¢ zmierzenia si¢ z dowodem dru-

giego.

1. Zat6zmy, ze zachodzi warunek 1). Niech A bedzie niepustym ograniczonym
z dotu podzbiorem zbioru X.

2. Niech B bgdzie zbiorem wszystkich ograniczeni dolnych zbioru A:

B ={y € X :y < zdlawszystkichz € A}.

3. Na mocy zatozenia mamy B # ().

4, 7Zbioér B jest ograniczony z gory (kazdy element zbioru A jest bowiem ogra-
niczeniem gérnym zbioru B).

5. Z przyjetego zatozenia, B ma zatem kres gérny. Niech b = sup B.
6. Pokazemy teraz, ze b jest kresem dolnym zbioru A.

7. Jesli x € A, to x jest ograniczeniem gérnym zbioru B. W konsekwencji,
skoro b jest najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru B, to b < x.

8. Poniewaz element x zostal wybrany catkiem dowolnie z A, wigc b jest ogra-
niczeniem dolnym zbioru A.

9. Niech ¢ bgdzie dowolnym ograniczeniem dolnym zbioru A. Naszym celem
jest pokazanie, ze ¢ < b.

10. Przypus$émy, dla dowodu nie wprost, ze b < c.
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11. Wtedy ¢ ¢ B, a zatem istnieje x € A taki, ze © < c. To jednak oznacza, ze
¢ nie jest ograniczeniem dolnym zbioru A.

12. Przypuszczenie, ze b < ¢ doprowadzito do sprzecznosci, a wigc musimy je
odrzucid.

13. Ostatecznie, ¢ < b, czyli b jest kresem dolnym zbioru A.

6 Dobre porzadki

Moéwimy, ze porzadek liniowy < w zbiorze X jest dobry, jesli w kazdym niepu-
stym zbiorze A C X istnieje element najmniejszy wzgledem tego porzadku. Jesli
= jest dobrym porzadkiem w zbiorze X, to méwimy, ze uktad (X, <) jest zbiorem
dobrze uporzqdkowanym.

PRZYKLADY.

1. Porzadek < w zbiorze N jest dobrym porzadkiem. W kazdym niepustym
zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza.

2. Relacja nalezenia € jest dobrym porzadkiem w dowolnej rodzinie zbioréw
A. Wtasnosé ta wynika z aksjomatéw teorii mnogosci. Wykluczaja one mia-
nowicie mozliwos¢, aby istniat ciag zbioréw (z,,)nen, taki, ze: z;41 € x;
dla wszystkich ¢ € N. Tak wigc, kazdy zbidr jest ,,ufundowany”.

3. Porzadek < w zbiorze Z nie jest dobrym porzadkiem, gdyz np. zbiér
{neZ:z<0}
nie ma elementu najmniejszego.

Nazwa dobry porzqdek nie ma charakteru ocennego, stosujemy ja na mocy
Tradycji. Nalezy jednak podkreslic¢, ze dobre porzadki sa niezwykle wazne, jesli
chodzi o mozliwosci definiowania wielu poje¢ matematycznych oraz przeprowa-
dzanie dowodéw (w szczegdlnosci, dowodéw indukcyjnych).

W pewnym sensie, dobry porzadek jest przeciwienistwem porzadku gestego.
Jak pamigtamy, w porzadku gestym zaden element nie ma bezposredniego nastep-
nika. Zachodzi natomiast nastgpujace twierdzenie:

TWIERDZENIE. Jesli zbior X jest dobrze uporzadkowany przez relacje =, to dla
kazdego elementu (z wyjatkiem elementu najwigkszego) istnieje doktadnie jeden
bezposredni nastgpnik (w sensie tego porzadku).

DowOD. Jesli < jest porzadkiem czgSciowym, to bezposrednimi nastgpnikami ele-
mentu x € X sa doktadnie elementy minimalne zbioru A, = {y € X : x <y}, 0
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ile A, # () oraz w A, istnieja elementy minimalne. Jesli teraz porzadek < jest li-
niowy, to (poniewaz wszystkie elementy zbioru A, sa poréwnywalne) dla x istnieje
co najwyzej jeden bezposredni nastepnik i jest nim najmniejszy element zbioru A,
oile taki element w A, istnieje. Wreszcie, jesli porzadek < jest dobry, to dla istnie-
nia elementu najmniejszego w zbiorze A, wystarcza, aby A, # (), a to ma miejsce
dla dowolnego elementu oprécz elementu najwigkszego w zbiorze X (o ile taki
najwigkszy element istnieje).
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DODATKI

Dalsza czg$¢ tekstu tego wyktadu zawiera kilka dodatkéw, przeznaczonych dla
stluchaczy zainteresowanych poszerzeniem swoich wiadomosci na temat struktur
porzadkowych.

7 Dodatek: Lemat Kuratowskiego-Zorna

Sformutujemy bardzo wazne twierdzenie, ktére jest wykorzystywane w wielu roz-
wazaniach matematycznych.

LEMAT KURATOWSKIEGO-ZORNA. Jesli w niepustym zbiorze czgsciowo uporzqd-
kowanym kazdy taricuch ma ograniczenie gorne, to w zbiorze tym istnieje co naj-
mniej jeden element maksymalny.

Nie podamy dowodu tego twierdzenia, gdyz wymaga to skorzystania z do$¢ za-
awansowanych srodkéw teorii mnogoSci. Zainteresowani stuchacze zechcg siggnac
np. do pracy Guzicki, Zakrzewski 2005.

PRZYKLADY.

1. Niektére twierdzenia réwnowazne Lematowi Kuratowskiego-Zorna:

(a) Aksjomat wyboru. Aksjomat ten glosi, ze dla kazdej rodziny niepu-
stych, parami roztacznych zbioréw istnieje zbidr, ktéry tworzymy, wy-
bierajac doktadnie jeden element z kazdego zbioru rozwazanej rodziny.
Podkresli¢ nalezy, ze aksjomat ten nie precyzuje, w jaki sposéb doko-
nujemy tych wyboréw, a wigc ma on charakter niekonstruktywny.

(b) Twierdzenie o mozliwosci dobrego uporzqdkowania kazdego zbioru.
Udowodnione przez Ernsta Zermela twierdzenie glosi, ze dla kazdego
zbioru mozna znaleZ¢ relacje, ktéra dobrze porzadkuje ten zbidr.

(¢c) Zasada maksymalnosci Hausdorffa. Kazdy liniowo uporzadkowany pod-
zbidr zbioru czgsciowo uporzadkowanego jest zawarty w maksymal-
nym zbiorze liniowo uporzadkowanym.

(d) Lemat Tukeya. Dowolna niepusta rodzina zbioréw charakteru skoriczo-

nego posiada element maksymalny. Przez rodzing charakteru skoriczo-
nego rozumie si¢ kazda rodzing zbioréw A taka, ze:

i. dladowolnego A € A, jeSli B C A,to B € A,
ii. jesli dowolny skoficzony podzbiér zbioru A nalezy do A, to A €

A.
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(e) Zasada antytaricucha. W kazdym zbiorze czgSciowo uporzadkowanym
istnieje antytaicuch maksymalny.

2. Niektére zastosowania Lematu Kuratowskiego-Zorna:

(a) Istnienie bazy w przestrzeni wektorowej. W kazdej przestrzeni wekto-
rowej istnieje co najmniej jedna baza (czyli maksymalny uktad wzajem
niezaleznych wektoréw, ktérych kombinacjami liniowymi sa wszystkie
wektory rozwazanej przestrzeni).

(b) Twierdzenie o petnosci dla logiki pierwszego rzedu. Tezy logiki pierw-
szego rzedu pokrywaja si¢ z tautologiami tej logiki.

(¢c) Lemat Lindenbauma. Kazdy niesprzeczny zbiér formut jezyka logiki
pierwszego rzgdu jest zawarty w pewnym niesprzecznym i zupelnym
zbiorze formut.

8 Dodatek: informacja o liczbach porzadkowych i kardy-
nalnych

Nie ma mozliwosSci (a moze nie ma tez potrzeby), aby w tym ustugowym wyktadzie
przedstawiaé bardziej zaawansowane konstrukcje teorii mnogosci. Zainteresowani
stuchacze z pewnosScia potrafia trafi¢ do nich samodzielnie, bo przeciez nikt ani nic
nie moze powstrzymaé mtodego dociekliwego umystu przed zaspokajaniem swojej
ciekawos$ci poznawcze;j.

W tym dodatku zamieszczamy jedynie kilka informacji dotyczacych typéw
porzadkowych zbioréw nieskonczonych oraz kwestii ustalania liczebnoSci zbioréw
nieskoniczonych.

8.1 Konstrukcja von Neumanna

Dla dowolnego zbioru X, niech X* = X U {X}. Iteracje operacji * okreslamy
indukcyjnie:

. X=X

2. Xt =X~

3. X = (X~

Iterujmy operacje *, wychodzac od zbioru pustego ():

L. (0)*=0uU{0} = {0},
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2..(0)) = ({03)" = {0} U {{0}} = {0, {0}},
3. ((@))) = ({0,{033)" = {0,{0}} U {{0,{0}}} = {0, {0}, {0, {0} }},
4. ...

Kazdy element tego ciagu jest zbiorem, ktérego elementami sa wszystkie po-
przednie wyrazy tego ciagu. WprowadZmy oznaczenia:

Wtedy: 0 =0, 1 = {0},2={0,1},3=1{0,1,2}, ...

Otrzymujemy rodzing zbioréw w = {0, 1,2, 3, ...}, ktére mozemy identyfiko-
wacé z liczbami naturalnymi. Nadto, rodzina ta jest dobrze uporzadkowana przez
relacje €. Tak wigc, zbior uporzadkowany (w, €) jest izomorficzny ze zbiorem
uporzadkowanym (N, <), ktdry stuchacze znaja (?) ze szkoty.

Zbiér A nazywamy liczbq porzadkowq w sensie von Neumanna, gdy:

Kazdy element zbioru A jest zbiorem.

Jesli X € A, to X C A.

Jesli X, Y e A,too X =YlubX eYlubY € X.

Je§li B#(0i B C A, toistnieje X € B taki, ze X N B = ().

Liczbami porzadkowymi w sensie von Neumanna sa, m.in: wszystkie elementy
zbioru w, sam zbidr w, zbidr w* = w U {w}, itd.

Skoriczone (w sensie von Neumanna) liczby porzadkowe to elementy zbioru w.
Pozostate liczby porzadkowe von Neumanna sa nieskoriczone.

Konstrukcja von Neumanna pokazuje, jak cato$¢ uniwersum matematycznego
zbudowac ze zbioru pustego. Oczywiscie stwierdzenie to jest grubym uproszcze-
niem, bo nic nie méwimy o wykorzystywanych przy tym srodkach teorii mnogosci.
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8.2 Definicja Tarskiego zbiorow nieskonczonych

Zbidr jest skoriczony (w sensie Tarskiego), gdy kazdy C-tancuch w rodzinie jego
podzbioréw jest domkniety na kres gérny. W przeciwnym przypadku jest nieskori-
czony.

Proszg zauwazy¢, ze np. ciag zbioréw:

{{k : k<n} : n>=0}

nie jest domknigty na kres gérny; kresem gérnym (wzgledem porzadku C) tego
ciagu jest jego teoriomnogosciowa suma, a nie jest ona jednym z elementéw tego

ciagu.
Pojecia uzyte w definicji Tarskiego sa juz znane stuchaczom, ale przypomnijmy
je w tym miejscu:

1. Rodzina X jest C-taricuchem, gdy dla dowolnych X, Y € X zachodzi: albo
XCYaboY CX.

2. Kresem gérnym rodziny zbioréw X (ze wzgledu na inkluzje C) jest suma

UX.

3. Rodzina zbioréw X jest domknigta ze wzgledu na kres gorny, gdy suma J X
jest elementem rodziny X.

Definicja Tarskiego jest tadna m.in. dlatego, ze charakteryzuje pojecie nieskon-
czonosci w terminach porzadku. Nie chcemy przez to powiedzieé, ze definicja De-
dekinda, ktéra stuchacze juz znaja jest brzydka. Krétko méwiac, tez jest tadna.

8.3 Liczby porzadkowe i kardynalne

Przypominamy, ze na wyktadzie trzecim podali$my nastgpujace definicje:

1. Dwa zbiory nazywamy réwnolicznymi, jesli istnieje bijekcja jednego z nich
na drugi.

2. Zbidr jest nieskoriczony (w sensie Dedekinda), jesli jest rownoliczny z ja-
kim§ swoim podzbiorem wtasciwym.

3. Zbidr jest przeliczalny, jesli jest rownoliczny ze zbiorem N wszystkich liczb
naturalnych.

4. Zbidr jest nieprzeliczalny, jesli jest nieskorficzony, ale nie jest przeliczalny.
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Dociekliwi stuchacze poczuli byé moze pewne napigcie intelektualne, dowia-
dujac si¢ na wykltadzie trzecim, iz nie wszystkie zbiory nieskoriczone sg réwno-
liczne. Dla tych niespokojnych, zadnych wiedzy umystéw podamy teraz kilka po-
jeé i faktéw, ktére — by¢ moze — sktonig je do dalszych samodzielnych poszukiwar.

Bedziemy stosowaé oznaczenia:

1. Jesli zbiory X 1Y sa réwnoliczne (czyli gdy istnieje bijekcja z X na Y'), to
piszemy: | X| = |Y].

2. Jesli istnieje iniekcja z X w Y, to piszemy | X| < |Y|.

3. Jesli | X| < |Y| oraz nie zachodzi | X | = |Y|, to piszemy | X| < |Y].
Moéwimy, ze:

1. zbiory X 1Y sa tej samej mocy, gdy sa réwnoliczne, czyli gdy | X| = |Y|.
2. zbiér X jest mocy niewigkszej niz zbiér Y, gdy | X| < |Y|.

3. zbior X jest mocy mniejszej niz zbior Y, gdy | X | < |Y].

UWAGA. To tylko sposob méwienia. Nie zdefiniowaliSmy jeszcze, czym sa moce
zbioréw.
TWIERDZENIE CANTORA-BERNSTEINA-SCHRODERA. Jesli A jest réwnoliczny
z podzbiorem zbioru B oraz B jest réwnoliczny z podzbiorem zbioru A, to Ai B
sq rownoliczne.

Waga tego twierdzenia polega na tym, ze pozwala ono na wykazanie, ze skala
mocy zbioréw nie zawiera elementéw nieporéwnywalnych.

Jesli |A| = |NJ, to méwimy, ze A jest przeliczalny i piszemy |A| = Ro.

Jesli |A| = |R|, to méwimy, ze A jest mocy kontinuum i piszemy |A| = c.

Istnieja tez zbiory nieprzeliczalne, ktére nie sa mocy kontinuum: np. zbidr
©(R). Ten zbiér ma tyle samo element6w, ile jest funkcji z R w R.

Moéwimy, ze zbidr X jest:

1. przechodni, gdy kazdy element X jest podzbiorem X;

2. liczbg porzadkowq, gdy X jest zbiorem przechodnim i dla wszystkich r6z-
nych elementéw Y, Z € X zachodzi alternatywa: Y € Zlub Z € Y

3. liczbq kardynalng, gdy jest liczba porzadkowa i |Y| < |X| dla wszystkich
Y e X.
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Liczby porzadkowe oznaczamy tu literami «, 3, -, itd. Dla dowolnych liczb
porzadkowych definiujemy: o < 3 wtedy i tylko wtedy, gdy o € 5. Niech v X 3
oznacza, ze « < 3 lub a = 3. Wtedy:

1. Dla kazdej liczby porzadkowej «, relacja < dobrze porzadkuje .
2. Jesli « jest liczbg porzadkowa, to o U {«} jest liczba porzadkowa.
3. Jesli A jest zbiorem liczb porzadkowych, to | J A jest liczba porzadkowa.
4. Nie istnieje zbior wszystkich liczb porzadkowych.
Moéwimy, ze liczba porzadkowa « jest:

1. liczbq nastgpnikowq, gdy o = () lub o« = S U {8} dla pewnej liczby porzad-
kowej 3;

2. liczbq graniczng, gdy « nie jest liczba nastgpnikowa.

Zdefiniowana wyzej liczba porzadkowa w jest liczba graniczna, a kazdy jej
element jest liczba nastgpnikowa.

Stuchacze zechca zastanowié sig, jakie zbiory otrzymamy, gdy bedziemy ite-
rowac¢ zdefiniowana uprzednio operacjg * oraz operacj¢ sumowania (teoriomnogo-
Sciowego) otrzymanych liczb porzadkowych.

Na liczbach porzadkowych i kardynalnych mozna okresli¢ operacje: dodawa-
nia, mnozenia, potggowania. W przypadku skoriczonych liczb porzadkowych po-
krywaja si¢ one, odpowiednio, ze znanymi ze szkoty operacjami na liczbach na-
turalnych. W przypadku nieskoficzonych liczb porzadkowych i kardynalnych ich
wlasnosci sa oczywiscie inne.

Stuchacze domyslaja si¢ juz zapewne, ze — dysponujac pojeciem liczby kardy-
nalnej — mozemy zmierzy¢ si¢ z problemem zdefiniowania, czym sa moce (liczby
elementéw) dowolnych zbioréw. Precyzyjna definicja tego pojecia wymaga jed-
nak kilku dalszych konstrukcji, wykraczajacych poza ramy tego wykladu. Prowa-
dzacy wyktad chetnie udzieli ewentualnie zainteresowanym stuchaczom wskazé-
wek, gdzie mozna o tym przeczytaé.

9 Dodatek: Hotel Hilberta

Wyobrazamy sobie hotel, ktéry ma nieskoriczong liczbg pokoi, powiedzmy, po-
numerowanych kolejnymi dodatnimi liczbami catkowitymi. Wszystkie pokoje w
hotelu sa zajete — w kazdym mieszka jeden gos¢. Rozwazymy teraz kilka przypad-
kéw, w ktérych chytry wlasciciel hotelu bedzie cheiat zakwaterowaé pewna liczbe
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nowych godci, jednak bez pozbywania si¢ kogokolwiek juz mieszkajacego w ho-
telu:

1. Jeden dodatkowy gos¢.

2. Milion dodatkowych goSci.

3. Nieskoniczenie wielu dodatkowych gosci.

4. Kilka nieskoniczonych grup dodatkowych gosci.

5. Nieskonczenie wiele nieskoiczonych grup dodatkowych gosci.

6. Tylu nowych gosci, ile jest wszystkich liczb rzeczywistych.

W ktérych z tych przypadkéw wiasciciel hotelu moze umiesci¢ w nim podang
liczbg nowych gosci bez pozbywania si¢ gosci juz zamieszkujacych hotel?
Rozwazymy po kolei podane przypadki.

9.1 Jeden dodatkowy gos¢

Czy mozna umiesci¢ dodatkowego goscia w naszym hotelu, bez usuwania zen ko-
gokolwiek? To nietrudne — wystarczy tylko zwolni¢ ktérykolwiek z pokoi: pierw-
szy, dziesiaty, setny. Wtedy jednak trzeba przenies¢ dotychczasowego jego lokatora
do innego pokoju, a lokatora z tamtego innego pokoju przenies¢ do jeszcze innego
pokoju, itd. Istotnie, bez przemieszczenia nieskoriczonej liczby starych lokatoréw
do innych pokoi zakwaterowanie nowego lokatora jest niemozliwe. Powiedzmy
zatem, ze oprézniamy pokdj pierwszy. Gos$¢ z pokoju o numerze 1 przenosi si¢
do pokoju o numerze 2, ten z pokoju o numerze 2 do pokoju o numerze 3, itd.
Ogolnie, gos¢ z pokoju o numerze n przenosi si¢ do pokoju o numerze n + 11w
ten sposéb pokdj o numerze 1 moze przyja¢ nowego lokatora. Operacje tg opisuje
zatem funkcja f(n) =n + 1.

9.2 Milion dodatkowych gosci

Jesli rozwiazata$ poprzednia zagadke, to réwniez obecny problem staje si¢ fa-
twy. Jedli na przyjecie czeka milion nowych gosci, to wystarczy przenie$¢ kaz-
dego ze starych gosci do pokoju o numerze o milion wigkszym od numeru ich
dotychczasowego pokoju i w ten sposéb otrzymujemy milion pustych pokoi, do
ktérych wprowadza si¢ milion nowych gosci. Operacj¢ t¢ opisuje zatem funkcja
f(n) = n + 1000000.
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9.3 Nieskonczenie wielu dodatkowych gosci

Stawa naszego hotelu rosnie, ttocza si¢ coraz to nowi goscie. Wreszcie pewnego
dnia przed hotelem (w ktérym, przypominamy, wszystkie pokoje sa zajete, a wszyst-
kich pokoi jest nieskoniiczenie wiele) staje nieskonczona kolejka nowych gosci. Da-
mysobie z tatwoscig rade takze z tym przypadkiem. Wystarczy bowiem przenies$é
lokatora z pokoju o numerze n do pokoju o numerze 2n: wtedy zajete sa wszystkie
pokoje o numerach parzystych, a wszystkie pokoje o numerach nieparzystych staja
si¢ wolne i mozna w nich zakwaterowac wszystkich gosci z nowej nieskoniczone;j
ich grupy. Operacjg t¢ opisuje zatem funkcja f(n) = 2n.

9.4 Kilka nieskonczonych grup dodatkowych gosci

Nie bedzie tez wielkiego ktopotu, jesli takich nieskoriczonych grup gosci przyjdzie
kilka, kilkadziesiat, milion, itd. Powiedzmy, ze przyszto n nieskorficzonych grupy
gosci. Najpierw nalezy ich jakos ustawi¢ w jeden nieskonczony ciag. Mozna to
zrobi¢ na wiele sposob6w. Przypusémy bowiem, ze goscie g} sa ponumerowani
wedle grup (indeks dolny; zaktadamy, ze 1 < ¢ < n) oraz wedle kolejnosci w
grupie (indeks gérny). Mozna ustawic ich wszystkich w jeden ciag wykorzystujac
nastepujacy porzadek: g/! < g7 wtedy i tylko wtedy, gdy albo 7; < iz, albo
11 = i oraz j; < js. Oznacza to, ze:

1. Pierwszych n gosci to: g7, g%, g%, g
2. Kolejnych n gosci to: g2, g3, gg, g2
3. Kolejnych n gosci to: g%, gg’, gg, gl

4. itd.

Gdy juz nowi goscie zostang ustawieni w jeden ciag nieskonczony, wystarczy
zastosowaé znane juz rozwiazanie, czyli przenie$¢ kazdego starego goscia z pokoju
o numerze n do pokoju o numerze 2n. Zwalniaja si¢ wszystkie pokoje o numerach
nieparzystych i mozemy w nich zakwaterowac wszystkich nowych gosci.

9.5 Nieskonczenie wiele nieskonczonych grup dodatkowych gosci

Teraz przed naszym hotelem zrobit si¢ prawdziwy ttok: noclegu szuka w nim nie-
skoriczona liczba nieskoiiczonych grup gosci. Czy uda si¢ ich wszystkich pomie-
Sci¢, nie usuwajac starych gosci? Utatwieniem w rozwiazaniu tej zagadki moze by¢
jakas zgrabna graficzna reprezentacja tej sytuacji. Powiedzmy, ze nasze nieskon-
czone grupy gosci tworza nieskoficzona listg, na ktorej kazdy gos¢ ¢! wystepuje
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oznakowany dwoma indeksami: dolnym (wskazujacym numer grupy) oraz gérnym
(wskazujacym jego miejsce w grupie). Poczatek tej listy wyglada zatem tak:

L gi, 98,97,
2. 95,935,953,
3. 93,93, 95
4. itd.

Nasze zadanie zostanie rozwigzane, jesli uda nam si¢ ustawi¢ wszystkich go-
Sci w jeden ciag nieskorniczony — wtedy bowiem mozemy skorzystaé z rozwigzan
podanych uprzednio.

Lista powyzsza jest wigc nieskoficzona w obu kierunkach: w prawo oraz w
dot. Wystarczy teraz zauwazy¢, ze punkty kratowe kazdej cwiartki ptaszczyzny tez
tworza takie listy, przy odpowiednim skierowaniu: porzadku grup oraz kolejnosci
gosci w kazdej grupie. Z przyzwyczajenia, rozwazmy pierwsza ¢wiartke plaszczy-
zny. Wtedy:

1. indeks dolny niech odpowiada rzg¢dnej y punktu kratowego (z, y)

2. indeks gérny niech odpowiada odcigtej = punktu kratowego (z, y).

Zadanie sprowadza si¢ teraz do znalezienia bijekcji migdzy zbiorem wszyst-
kich par dodatnich liczb catkowitych a zbiorem wszystkich dodatnich liczb catko-
witych. Intuicja podpowiada ci, ze z pewno$cia mozna ,,przej$¢” przez wszystkie
punkty kratowe ¢wiartki ptaszczyzny — by¢ moze nawet masz juz gotowy niefor-
malny przepis, jak to zrobi¢. A moze masz juz pomyst, jak precyzyjnie zdefiniowaé
taka bijekcje? Jesli nie, to zajrzyj do wyktadu trzeciego, w ktérym omawiali§my
funkcje pary Cantora — to wlasnie przyktad szukanej bijekcji. A zatem rowniez w
tym przypadku nasz hotel pomiesci wszystkich nowych gosci, nie tracac starych.

9.6 Tylu nowych gosci, ile jest wszystkich liczb rzeczywistych

Czyzby ten hotel mégt pomiesci¢ dowolna liczbe dodatkowych gosci? Sytuacja
staje si¢ powazna, nie tylko z powodu zainteresowania urzgdu podatkowego do-
chodami wtasciciela hotelu. Nasz hotel — w literaturze nazywany czgsto Hotelem
Hilberta — zdaje si¢ by¢ kandydatem na monopolistg na rynku hotelowym. Czyzby
moégt pomiesci¢ catkiem dowolny zbiér goSci? W matematycznej stylizacji pytamy
zatem: czy wszystkie zbiory nieskoniczone sa réwnoliczne?
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W szkole méwiono ci o zbiorach, podajac jakie§ w miarg proste przyktady
zbioréw. Zaczynano zapewne od zbioréw jabtuszek, orzeszkéw, zajaczkéw, itp.
To byty przyktady zbioréw skoriczonych. Potem méwiono tez o zbiorach liczb —
zbiorze wszystkich liczb naturalnych, catkowitych, wymiernych, rzeczywistych.
Te cztery zbiory sa, jak wiesz, nieskoriczone. Powiedziano takze, ze dla dowolnego
zbioru mozna utworzy¢ zbiér wszystkich jego podzbiorow. Poznata$ prosty fakt,
ze skoniczony zbidr ztozony z n elementéw ma 2™ podzbioréw. Poniewaz szkota
milczy na temat ogdlnej definicji czym jest moc (liczba elementéw) zbioru, wigc —
o ile bytas dociekliwa — staneta$ przed zagadka: ile elementéw ma zbidr wszystkich
podzbioréw zbioru nieskoinczonego, np. zbioru wszystkich liczb naturalnych? Czy
da si¢ o tym coS rozsadnego powiedzie¢, bez podawania definicji mocy zbioru, a
wigc odwotujac si¢ jedynie do pojecia rownolicznosci zbiorow?

Z dotad rozwazonych przypadkéw wiesz, ze zaréwno zbidr wszystkich liczb
catkowitych, jak i zbior wszystkich liczb wymiernych zmieszcza si¢ w Hotelu Hil-
berta. Liczby catkowite definiujemy bowiem jako klasy pewnej relacji réwnowaz-
nosci (zwiazanej z dodawaniem liczb naturalnych) okreslonej na zbiorze par liczb
naturalnych, a liczby wymierne jako klasy innej relacji rtéwnowaznosci (zwigzanej
z mnozeniem liczb naturalnych) okre$lonej na zbiorze par liczb catkowitych. A jak
to bedzie ze zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych? Szkota ma kilka mozliwo-
Sci, jesli chodzi o podanie definicji liczb rzeczywistych. Ktérakolwiek wybierze,
to i tak dorosty obywatel zapamigta przede wszystkim, ze liczby rzeczywiste re-
prezentowaé mozna jako nieskoficzone utamki dziesigtne. Bedzie tez oczywiscie
pamigtal o stawnej osi liczbowej 1 bezrefleksyjnie utozsamiat liczby rzeczywiste
(twory arytmetyczne) z punktami na tej osi (tworami geometrycznymi).

Moze jednak liczby rzeczywiste zmieszcza si¢ w Hotelu Hilberta? Skoro kazda
reprezentowana jest przez nieskonczony utamek dziesigtny, to mozna rozumowaé
tak:

1. Przypusémy, ze ustawimy wszystkie liczby rzeczywiste w jeden ciag nie-
skoniczony (czyli wyczerpiemy ich ogét numerujac je liczbami naturalnymi).

2. Kazdej liczbie rzeczywistej odpowiada ciag nieskoficzony — jej nieskofi-
czone rozwinigcie dziesigtne.

3. W rozwinigciach dziesigtnych uzywamy jedynie skoriczonej liczby cyfr.

4. Problem zmieszczenia w Hotelu Hilberta nieskoficzonego ciagu nieskoriczo-
nych ciagéw juz rozwiazali§my — mozna to uczynic.

5. A zatem wszystkie liczby rzeczywiste mozna umiesci¢ w Hotelu Hilberta.
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Jest to btedne rozumowanie. Btad pojawia si¢ juz w pierwszym kroku — w
przypuszczeniu, ze wszystkie liczby rzeczywiste mozna wyczerpujaco ponumero-
wac liczbami naturalnymi. Szczegétowy dowdd tego faktu mozna uzyskaé wyko-
rzystywana uprzednio metodq przekqtniowq Cantora, rozwazajac drzewo, ktérego
galezie reprezentuja rozwinigcia np. dziesigtne liczb rzeczywistych z przedziatu
[0, 1], a potem skorzysta¢ z faktu (wyktad trzeci), ze przedziat [0, 1] jest réwno-
liczny z catym zbiorem R.

Widzimy wigc, ze Hotel Hilberta nie jest nieograniczenie pojemny — istnieja
zbiory, ktére w nim nie zmieszcza si¢ w catosci: np. zbidr wszystkich liczb rzeczy-
wistych nie miesci si¢ caty w Hotelu Hilberta. Podobnie mozna pokazac, ze zbior
wszystkich podzbioréw zbioru wszystkich liczb naturalnych nie miesci si¢ calty w
Hotelu Hilberta.

Tak wigc, nie wszystkie zbiory nieskoniczone sa réwnoliczne. Oznacza to, ze
istnieja nieskoficzono$ci mniejsze i wigksze, nieformalnie méwiac.

10 Dodatek: drzewo Sterna-Brocota

Czy zdarzylo ci si¢ w zamierzchtej niewinnej mtodosci wykonac ,,gtupie” doda-
wanie: % & % = ZT*;? Jesli tak, jesli zostata$ za to (stusznie!) skarcona, to teraz
bedziesz miata okazje ujrzed, ze ta ,,glupia” operacja prowadzi do ciekawych wy-
nikow.

Opiszemy mianowicie konstrukcje drzewa Sterna-Brocota, podang niezaleznie
przez Moritza Sterna (Stern 1858) oraz Achillesa Brocota (Brocot 1861). Bedzie
ona podobna do rozwazanej wyzej konstrukcji drzewa Calkina-Wilfa.

Czesto podaje si¢ nastgpujacy nieformalny opis tworzenia tego drzewa, wyko-

rzystujacy dwa elementy pomocnicze o postaci % oraz %:

1. Korzeniem drzewa jest utamek %

2. Kazdy wierzchotek drzewa ma dwdch bezposrednich potomkow.

1

3. Rozpoczynamy od elementéw pomocniczych % oraz §j, umieszczonych, od-

powiednio, z lewej i prawej strony.

4. Korzen % otrzymujemy z elementéw pomocniczych, dodajac je w sensie

operacji ®: % = % @ % = (l)jrr—(l).

5. Podobnie, dla kazdego poziomu drzewa zawierajacego utamki § oraz 5 wia-
czamy utamek gTJr; do poziomu bezposrednio nizszego, pomigdzy utamki 7

c
oraz d:
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6. W przypadku najbardziej lewych oraz najbardziej prawych wierzchotkéw
drzewa korzystamy z obiektéw pomocniczych % oraz %, odpowiednio, wy-
konujac na nich oraz owych najbardziej skrajnych wierzchotkach operacje
.

Przedstawimy graficznie opisana wyzej nieformalnie konstrukcje i powiemy
parg stéw o jej matematycznych wilasnosciach.

W opisany wyzej sposéb otrzymujemy nastgpujace ciagi utamkéw (z wlacze-
niem elementéw pomocniczych na kazdym poziomie):

1.
2'1’797’17
30011213231

4. itd.

Usuwamy teraz elementy pomocnicze oraz wszystkie wystapienia kazdego utamka
7 oprocz jego pierwszego wystapienia. W ten sposob otrzymujemy drzewo dwdj-
kowe, ktérego poczatkowy fragment wyglada nastgpujaco:

T

3
i i

—
. —u
—aw
—wl
. —wl
—l

To jest wlasnie drzewo Sterna-Brocota. Stuchacze zechca poréwnac to drzewo
z omawianym poprzednio drzewem Calkina-Wilfa. Tutaj réwniez kazda dodatnia
liczba wymierna wystepuje doktadnie raz, przy tym w postaci utamka nieskracal-
nego.

Powyzsza konstrukcja drzewa Sterna-Brocota byta opisana nieformalnie. Po-
damy teraz dwa formalne opisy tego drzewa. Pierwszy wykorzystuje utamki tarn-
cuchowe, a drugi wykorzystuje macierze liczbowe. W szkole nie méwi si¢ juz o
utamkach tadicuchowych — powszechnie przyjete zostalo przedstawianie liczb wy-
miernych i rzeczywistych w postaci rozwinig¢ dziesigtnych. Utamki taficuchowe
to tadne konstrukcje, ukazuja pewne wazne aspekty systeméw liczb wymiernych i
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rzeczywistych. Ich niewielka popularno$¢ wiaze si¢ m.in. z tym, ze opisy dziatan
arytmetycznych na takich utamkach sg troch¢ skomplikowane.

Przypomnijmy, na prostym przyktadzie, jak wyglada przejscie od ,,zwyklego”
utamka do odpowiadajacego mu ulamka tadicuchowego (oraz, oczywiscie, przej-
Scie odwrotne)

153 _ 1 _
153 _ 94 41 2+5i_2+1+47_2+1+%_
24+ 1 _2+71 24+ —r—= [2 ;5]
1+ﬁ +7+% 7+1+
6 5

5
Kazda liczba wymierna moze zosta¢ zapisana w postaci skoniczonego utamka
taficuchowego. Liczby niewymierne maja nieskoriczone utamki taricuchowe, przy
czym pierwiastki kwadratowe maja okresowe utamki tancuchowe, np.:

V2 =11;2,2,2,.. ]

\/§ [1;1,2,1,2,1,2,...] = [1;1,2]
LS = 11;1,1,1,1,1,.. ]
4 4 - 12
m = = =
1+ L 1+ L 6+ —32,
2+ = 3+ 32 6 -
2+2+ 2 5+7+ = 6+ 5
. 6+
24 7 9+
2
e:2+2Jr 3
3+
5+.'-

Zauwazmy, ze w powyzszych reprezentacjach liczb 7 oraz e wyraznie wi-
doczne sa pewne regularnosci liczbowe. Stuchacze zechca skonfrontowac tg obser-
wacje z faktem, ze w rozwinigciach dziesigtnych tych liczb tego typu regularnosci
nie sg widoczne.

W ogélnodci, kazda dodatnia liczba wymierna ¢ moze zostaé przedstawiona
jako utamek taficuchowy:

q=ap+ 1 = [ao; a1, a2, a3, . . ., a]
ay + PSTI —
2 ag+ 1

.. 1
‘+ﬁ

Ta reprezentacja nie jest jednoznaczna, poniewaz mamy:

lag; a1, a2,as, ..., ax—1,1] = [ag; a1, az,as, ..., a1 + 1].
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Pomijajac pewne szczegdty techniczne zauwazmy, ze jesli liczba g jest postaci:
q = |ag; a1, az2,as, ... ,ax] = [ag; a1, az,as,...,ar — 1,1],
to jej bezposrednimi potomkami w drzewie Sterna-Brocota sa:
lap; a1, a2, as, ..., a; + 1] [ap; a1,a2,as,...,ar —1,2].
Dalej, jesli ¢ # 1 jest postaci:
q = lag; a1, az,as,...,a,
to jej bezposrednim przodkiem w drzewie Sterna-Brocota jest liczba:
lag; a1, az,as, ..., ar — 1].

Jak trafi¢ do wybranego utamka w drzewie Sterna-Brocota? Zauwazmy, ze:

1. Do kazdego utamka prowadzi (doktadnie jeden!) ciag skretéw (od korzenia

%) w lewo L oraz w prawo P. Dla przyktadu: % to LPLL.

2. PrzyinterpretacjiL:[l 1],P:[1 O]oraz[z[(l) ?]kaidy

01 11

a+c

ulamek brd

. . b d .
reprezentowany jest macierza a ¢ |’ a macierz t¢ otrzymu-

jemy mnozac macierze reprezentujace droge od korzenia drzewa do utamka

a+tc
b+d-

weeeez= [0 ][]0 1] ][5 4]

Przypominamy, ze mnozenie macierzy okreslone jest wzorem:

~Jjot

[ ail a2 ] [ b1 b2 } _ [ a11b11 + a12b21  a11b12 + a12b22 ]
a1 a2 ba1  bao a21b11 + ag2ba1  az1bi2 + aznban

W tej macierzowej interpretacji jasna staje si¢ rola elementéw pomocniczych, ktére

wykorzystywaliSmy w nieformalnym opisie drzewa Sterna-Brocota.

Nieskonczone galezie drzewa Sterna-Brocota odpowiadaja ciagom przyblizen
liczb rzeczywistych. W szczegdlnosci, liczbie e odpowiada nastgpujaca nieskofi-

czona galaz:

RIPRLR?’LRL*RLRSLRI®RLRYLRL'? ...
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Wiele interesujacych informacji na temat drzewa Sterna-Brocota zawiera ksiaz-
ka Graham, Knuth, Patashnik 1994. Jest pewien zwiazek migdzy drzewem Sterna-
Brocota a geometria, a doktadniej tzw. okregami Forda. Sa to okregi o Srodkach w
punktach (7, ﬁ) oraz promieniach ﬁ. Tak wigc, okregi Forda dostarczaja jesz-
cze innej reprezentacji liczb wymiernych.

Drzewo Sterna-Brocota ma zwiazki takze z tzw. ciagami Fareya. Przez n-ty
ciqg Fareya rozumiemy rosnacy ciag liczb wymiernych z przedziatu [0, 1], ktérych
mianowniki nie sa wigksze od n.

11 Zacheta do refleksji

1. Czy mozna uporzadkowac liniowo wszystkie galezie nieskoriczonego drzewa
dwéjkowego?

2. Czy w zbiorach N, Z, QQ, R jaki$ porzadek jest wyrézniony (np. przez wila-
sno$ci arytmetyczne)?

3. Czy gestos¢ porzadku moze by¢ stopniowalna?
4. Czy jest sensowne méwienie o porzadku kotowym?

5. Przypusémy, ze — w jakiej$ §wiadomie aktywnej formie — bylbys istota trwa-
jaca wiecznie. W jaki sposéb uporzadkowatbys$ te wieczno$¢? Zauwaz, ze
jesli poswigcisz np. pierwsze sto miliardéw lat na Spiewanie piesni religij-
nych, a nastgpne sto miliardéw lat na picie piwa, to po owych dwustu miliar-
dach lat znéw jeste§ w punkcie wyjscia: masz przed soba nieskoriczono$é
trwania. Mozesz powtérzy¢ dwa poprzednie wybory. I jeszcze raz. I jeszcze
raz. Na pewno masz ciekawsze pomysty na wieczno$¢ trwania — podziel si¢
nimi.

12 Podsumowanie

To, co nalezy zapamigtac z niniejszego wyktadu:

1. Porzadki czgsciowe 1 liniowe (ostre i nieostre).
2. Porzadki: dyskretne, geste, ciagle.
3. Elementy: najwigkszy, najmniejszy, maksymalne, minimalne.

4. Lanicuchy i antytaicuchy.
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5. Ograniczenia (gérne i dolne) zbioru, kres dolny, kres gorny.
6. Drzewa: reprezentacje graficzne i lemat Koniga.

7. Dobre porzadki.
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