MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI

ZALICZENIE WYKLADU: 30.1.2019

KOGNITYWISTYKA UAM, 2018-2019

Imig i nazwisko:.......... POGROMCY PTAKOW STYMFALIJSKICH

1. [2 punkty] Podaj definicj¢ warunku tacznosci dziatania dwuargumentowego
(operacji dwuargumentowej) oraz przyklad dziatania, ktére nie jest taczne w sto-
sownym zbiorze.

2. [2 punkty] Niech < bedzie relacja czgSciowo porzadkujaca niepusty zbior X.
Podaj definicje: elementu najmniejszego oraz elementu minimalnego wzgledem
tej relacji w zbiorze X.

3. [3 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:

(A-B)N(B—A)=(CNnA)U(CNB)

4. [3 punkty] Oblicz pochodna funkcji:

_ V-1
o+l

/(=)

5. [5 punktéw] Udowodnij LEMAT KONIGA: jesli drzewo D = (X, R, z) rzgdu
skonczonego jest nieskonczone, to ma gataz nieskonczona.
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MATEMATYCZNE PODSTAWY KOGNITYWISTYKI

ZALICZENIE WYKLADU: 30.1.2019

KOGNITYWISTYKA UAM, 2018-2019

Imig i nazwisko:............... ZDOBYWCY PAsA HIPOLITY

1. [2 punkty] Podaj definicj¢ warunku przemiennosci dziatania dwuargumento-
wego (operacji dwuargumentowej) oraz przyktad dziatania, ktére nie jest prze-
mienne w stosownym zbiorze.

2. [2 punkty] Niech < bedzie relacja czgSciowo porzadkujaca niepusty zbior X.
Podaj definicje: elementu najwigkszego oraz elementu maksymalnego wzgledem
tej relacji w zbiorze X.

3. [3 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:

(A-—B)N(B—A)=(AnC)u(BnC)

4. [3 punkty] Oblicz pochodna funkcji:

o) =15

5. [5 punktéw] Udowodnij TWIERDZENIE CANTORA: zaden zbidr nie jest row-
noliczny z rodzing wszystkich swoich podzbioréw.

JERZY POGONOWSKI
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ROZWIAZANIA
POGROMCY PTAKOW STYMFALIJSKICH

1. Operacja (dziatanie dwuargumentowe) o na zbiorze X jest taczna wtedy i tylko
wtedy, gdy dla dowolnychz € X,y € Xorazz € X:zo(yoz) = (rxoy)oz.
Operacje dodawania 1 mnozenia liczb rzeczywistych sa taczne. Laczne sg opera-
cje sumy oraz iloczynu zbioréw. Nie jest taczna np. operacja odejmowania liczb
rzeczywistych, poniewaz mamy np. (2 —3) — 5 = —6, natomiast 2 — (3 —5) = 4.
Nie jest taczna operacja potggowania liczb rzeczywistych, poniewaz mamy np.
(2%)2 = 64, natomiast 2°) = 512. Nie jest laczna operacja Sredniej arytmetycz-
nej dwdch liczb rzeczywistych, o czym méwiono na wyktadzie. Nie jest taczna
operacja réznicy zbioréw, poniewaz w ogélnym przypadku A — (B — (') nie jest
réwne (A— B)—C. Nie jest tez faczna operacja produktu kartezjanskiego zbioréw,
poniewaz w ogélnym przypadku A x (B x (') nie jest réwne (A x B) x C.

2. Element x € X jest elementem najmniejszym w zbiorze X czg$ciowo uporzad-
kowanym przez relacje < wtedy i tylko wtedy, gdy x < y dla wszystkich y € X.
Element x € X jest elementem minimalnym w zbiorze X czg¢Sciowo uporzadko-
wanym przez relacj¢ < wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje element y € X taki,
ze x # y oraz y =< x. Jesli zdefiniujemy relacjg ostrego czgsciowego porzadku <
nastgpujaco: z < y wtedy i tylko wtedy, gdy « < y oraz x # y, to definicj¢ ele-
mentu minimalnego mozna tez poda¢ z uzyciem tej relacji. Mianowicie element
x € X jest elementem minimalnym w zbiorze X ostro czgSciowo uporzadkowa-
nym przez relacje < wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje element y € X taki, ze
y < .

3. Mozna zauwazy¢, ze dla dowolnych zbioréw A oraz B iloczyn (A— B) N (B —
A) jest zbiorem pustym (poniewaz elementami tego zbioru sa te elementy, ktére
sa w A oraz poza B a jednocze$nie w B poza A, co jest niemozliwe). Wystarczy
zatem podaé przyktad dowolnych niepustych zbioréw A, B oraz C' takich, ze jaki$
element z zbioru C' nalezy do A lub do B. Wtedy bowiem: (A—B)N(B—A) = {)
natomiast x € (C N A) U (CN B), poniewazx € CN Alubz € C'N B, awigc
(CNA)U(CNB) # 0, czyli podana réwnosé nie jest prawem rachunku zbioréw.

Mozna tez narysowac diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies
elementy w kazdej sktadowej i policzy¢, czemu réwna jest lewa i prawa strona
rozwazanej rownosci.



W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:

A—B=/{1,4}
B—A={3,6}
(A—-B)N(B—A)=10
CNA={4,5}
CNB=1{56}

(CNA)U(CNB)=1{4,5,6}
Widaé zatem, ze (A — B)N(B—A) # (CNA)U(CNDB).

4. Pochodna funkcji f(z) = g;i obliczamy, stosujac wzér na pochodng ilorazu
funkcji. Mamy:
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5. LEMAT KONIGA. Jesli drzewo D = (X, R, xo) rzedu skoriczonego jest nie-
skoriczone, to ma gatq? nieskoriczong.

DoOwOD. Przypusémy, ze D jest nieskoniczone. Zdefiniujemy gataZ nieskoriczong
{zg, 1, x2,...} w D przez indukcj¢ matematyczna.

Element x( (czyli korzen drzewa D) jest pierwszym elementem konstruowa-
nej galezi. Poniewaz D jest nieskoniczone, wigc zy ma nieskoiczenie wiele -
nastepnikow. Element z nalezy do zerowego poziomu drzewa D. Poniewaz D
jest drzewem rzedu skonczonego, wigc zy ma jedynie skonczenie wiele bezpo-
Srednich R-nastgpnikéw, a zatem ktéry$ z nich (mozliwe, ze kilka z nich) ma
nieskonczenie wiele R-nastgpnikow. Za x; wybieramy wigc jeden z owych bezpo-

Srednich nastgpnikéw elementu z, ktéry sam ma nieskonczenie wiele R-nastgpnikow.

Wtedy oczywiscie x; nalezy do pierwszego poziomu drzewa D.
Przypusémy, ze xq, z1, 2, . . . , ©,_1 zostaly zdefiniowane tak, ze x; nalezy do
1-tego poziomu drzewa D oraz x; ma nieskonczenie wiele R-nastgpnikow. Z zato-



zenia, x,_, ma tylko skonczenie wiele bezposrednich R-nastgpnikéw. Poniewaz
Zn—1 Mma nieskonczenie wiele R-nastgpnikow, wigc co najmniej jeden z jego bez-
posrednich R-nastgpnikéw takze ma nieskoniczenie wiele R-nastgpnikéw. Wybie-
ramy wigc element z,, z n-tego poziomu drzewa D o tej wiasnie wiasnosci. Wtedy
x, ma nieskonczenie wiele R-nastepnikéw. Poniewaz jest tak dla kazdego n, po-
kazaliSmy istnienie nieskoriczonej gatezi {x¢, z1, 2, ...} w drzewie D.



ROZWIAZANIA
ZDOBYWCY PASA HIPOLITY

1. Operacja (dziatanie dwuargumentowe) o na zbiorze X jest przemienna wtedy i
tylko wtedy, gdy dla dowolnych z € X oraz y € X mamy: x oy = y o x. Ope-
racje dodawania i mnozenia liczb rzeczywistych sa przemienne. Przemienne sa
operacje sumy oraz iloczynu zbioréw. Nie jest przemienna operacja odejmowania
liczb rzeczywistych, poniewaz mamy np. 2 — 3 = —1, natomiast 3 — 2 = 1. Nie
jest przemienna operacja potggowania liczb rzeczywistych, poniewaz mamy np.
23 = 8, natomiast 32 = 9. Nie jest przemienna operacja réznicy zbioréw poniewaz
w ogdlnym przypadku A — B nie jest rtéwne B — A. Nie jest tez przemienna ope-
racja produktu kartezjaniskiego zbioréw, poniewaz w ogdlnym przypadku A x B
nie jest réwne B x A.

2. Element z € X jest elementem najwigkszym w zbiorze X czg§ciowo upo-
rzadkowanym przez relacje < wtedy 1 tylko wtedy, gdy vy =< z dla wszystkich
y € X. Element z € X jest elementem maksymalnym w zbiorze X czgSciowo
uporzadkowanym przez relacj¢ =< wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje element
y € X taki, ze x # y oraz x < y. Jesli zdefiniujemy relacj¢ ostrego czgsciowego
porzadku < nastgpujaco: z < y wtedy i tylko wtedy, gdy = < y oraz x # y, to
definicj¢ elementu maksymalnego mozna tez podac z uzyciem tej relacji. Miano-
wicie element x € X jest elementem maksymalnym w zbiorze X ostro czgSciowo
uporzadkowanym przez relacje < wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje element
y € X taki, ze v < y.

3. Mozna zauwazy¢, ze dla dowolnych zbioréw A oraz B iloczyn (A— B) N (B —
A) jest zbiorem pustym (poniewaz elementami tego zbioru sg te elementy, ktére
sa w A oraz poza B a jednoczesnie w B poza A, co jest niemozliwe). Wystarczy
zatem podaé przyktad dowolnych niepustych zbioréw A, B oraz C' takich, ze jaki$
element z zbioru C' nalezy do A lub do B. Wtedy bowiem: (A—B)N(B—A) = {)
natomiast z € (ANC)U (BNC), poniewazx € ANC'lubx € BN C, awigc
(ANC)YU(BNC) # 0, czyli podana réwnos¢ nie jest prawem rachunku zbioréw.

Mozna tez narysowac diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakie$
elementy w kazdej sktadowej 1 policzy¢, czemu réwna jest lewa i prawa strona
rozwazanej rownosci.



W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:

A—B=1{1,4}
B — A=1{3,6}
(A—=B)N(B—A) =1
ANC ={4,5}
BNC ={5,6}

(ANC)u (BNC) ={4,5,6}
Widaé zatem, ze (A — B)N (B —A) # (ANnC)u(BNQC).

4. Pochodna funkcji f(z) = };ﬁ obliczamy, stosujac wzér na pochodng ilorazu
funkcji. Mamy:
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5. TWIERDZENIE CANTORA. Zaden zbiér nie jest réwnoliczny z rodzing wszyst-
kich swoich podzbiorow.

DOWOD. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Wezmy dowolny zbiér X i przy-
pusémy, ze X jest rownoliczny z rodzina wszystkich swoich podzbioréw p(X).
Oznacza to, iz istnieje bijekcja f ze zbioru X na zbidr p(X ). Okreslmy nastepu-
jacy element rodziny o(X):

Xp={zeX :z¢ f(x)}

Wtedy dla pewnego z; € X musiatoby by¢: f(z;) = X;. Zapytajmy teraz: czy
M S X f?

1. Jeslizy € Xp,tozpe{r e X : v ¢ f(o)},czylizy ¢ Xy.



2. Jeslizy ¢ Xy, toxp ¢ {x € X : ¢ f(x)h,czylizy € {v € X
nieprawda, ze © ¢ f(z)} ={r € X : z € f(z)}, azatem x; € X}.

Otrzymujemy zatem, iz: z; € X, wtedy i tylko wtedy, gdy z; ¢ Xy, a to
jest sprzecznosé. Musimy zatem odrzucié przypuszczenie o istnieniu funkcji f.
W konsekwencji, nie istnieje bijekcja miedzy X oraz o(X), czyli X oraz p(X)
nie sg rownoliczne.



