ROZDZIAL |

Podstawowe peria i ogolne twierdzenia lingwistyki matematycznej

1. Wyrazenia, jezyki, gramatyki
Dowolny skaiczony niepusty zbior V ddziemy nazywa:
1) alfabetem, jeeli bedzie sktada si¢ on z liter,
2) stownikiem, gdy jego elementam¢dn stowa,
przyjmujac jednak zarazem nazwalfabet” za uniwersaln
Elementy V oznaczabedziemy matymi literami alfabetu tatskiego (a, b, c,...) i na-
zywa je edziemysymbolami alfabetu (czystownika) V.

Wyrazeniem nad V nazywabedziemy dowolny skaczony cahg symboli

z V. Zbiér wszystkich wyrzen nad V oznaczabedziemy przez V. Elementy z V

oznaczad bedziemy przez P, Q, R,..., przy czym dodatkowo odomey symbol\ (czyt.:

lambda) na oznaczenie pustegagu symboli z V. Zbior wszystkich niepustycha<i
géw symboli nad V oznaczabedziemy przez V (tj. V¥ = V'\{A}).

Elementy V' nazywamy:

1) stowami, gdy tworzoneasz liter alfabetu V,

2) zdaniami, gdy tworzoneaxze stéw stownika V.

Przyktad 1.1.

Gdy V ={a, b}, to V' = {A, a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,...},

z& V' ={a, b, aa, ab, ba, bb, aaa,...}.
Konkatenacph wyrazen P i Q (gdzie P =a..&, a Q = h...b,) nazywamy ich
sklejenie, co oznaczamy i rozumiemy w regatjacy sposob:

P-Q=PQ=a..a by...by

A jest oczywscie elementem neutralnym konkatenadjiP = PA = P (sid AA = A).
Bezpdarednio z definicji konkatenacji otrzymujemse jest onagczna:
P(QR) = (PQ)R. Zwykle nie jest ona jednak przemeefit). zwykle PQ# QP).
Przyktad 1.2.
Gdy P=kar, a Q=nawat, to PQ=karnawat, a QP=nawatkar

Wprowadmy kolejne definicje:

1) Dtugoscia wyrazenia PO V" nazywamy liczk |P| okrélona indukcyjnie:

P :{O, gdy P =4
n,gdy P =a.. a.
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2) Przez Poznaczmyn - 4 krotno$é wyrazenia P:
P' = PP...P, gdzie P wygiuje n razy, przy czym®P=A.

3) Wyrazenie P nazywamy odcinkiem wymania Q (co zapisujemy B Q) witw,
gdy istniej pewne Q, Q, nalezace do V' takie,ze Q = QPQ..

Zauwamy, ze mae by Q1 = A lub Q =A.

4) Gdy w poprzedniej definicji @ = A, to mamy Q = PgQ a P nazywamy
odcinkiem pocatkowym Q ifaktten oznaczamy: % Q.

5) Gdy z kolei w owej definicji @ = A, to mamy Q = @, a P nazywamy odcin -

kiem koncowym Q i fakt ten oznaczamy: E Q.

6) Dla dowolnego stowa FJ V*, przez P* okreslamy odbicie (zwierciadlane)
wyrazenia P okrélone w nasgpujacy sposéb: j@i P = a...a, to P = a....a.

Zauwamy, ze zachodzi:

a) (F)* = (PY",

b) (PH* =P,

c) (PQ)' = Q'P™.

Zadanie 1.1:Wykaz zachodzenie powgzych zalenosci. [

Przyktad 1.2 - c.d.

Gdy P=ma, a Q=ta, to PQ=mata, QP=tama, a PPmBma i QQ=0tata.

Nadto P'=am, a (PQ}=atam=Q'P*. [

Zaldézmy, ze zbior symboli alfabetu V jest upardkowany (tj. zadana jest ko-
lejnos¢ jego elementow). Fakge litera x[O V jest wczéniejsz od litery yO V, zapi-
sywa bedziemy x3 y. Tak rozumiana relacja okresla w zbiorze V porzdek li-
niowy. Poradek 6w maemy rozszerz§ na zbior wszystkich stobw w nagtujacy
sposob:

1) stowo puste poprzedza wszystkie pozostate stowa,

2) litery alfabetu uporzdkowane g wedtug relacji porzdku liter,

3) wszystkie stowa zaczyngje st od pierwszej litery alfabetuaswczeniejsze od
stow zaczynajcych st od drugiej litery, itd. Jeeli dwa stowa zaczynajsi¢c od tej
samej litery alfabetu, to wczeiejsze jest to, ktérego druga litera jest
wczesniejsz. Jali i drugie litery @1 takie same, to natg rozpatrywa trzecie
litery, itd.... Jeeli stowo P stanowi poatek stowa Q, to stowo P jest

wczesniejsze od stowa Q (chybae s one identyczne).
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Porazdek ten jest zgodny z padkiem stow w stowniku. Dlatego tenosi on
nazwe porzadku leksykograficznego. Jest on bardzo wygodny sken-
czonego zbioru stow (np. dl@azyka naturalnego i dlatego wykorzystuje gjo m.in.
w stownikach i encyklopediach). Jednak dla nigskapnego zbioru stéw nad jakim
alfabetem jest on (jak to pokazuje pasuy przyktad) dé¢ dziwny i niepraktyczny.
Przyktad 1.1 - c.d.

Dla Vv = {a, b} - V¥ oz wypisanymi elementami w kolejsoi leksykograficznej wygl-
datby nas¢pujaco:
V* = {)\, a, aa, aaa, aaaa,..., aaab, aaaba,..., aababaabaa,...,b,ba,...}

Widzimy, ze jest on co pewien czas ,poprzetykany” wielokraghizas¢puja-
cym nieskaczom liczbe stow, a zatem jest on niewsl@wy dla maszyny (tj. kompu-
tera), ktéra nie bytaby w stanie wygenera@wa tym porzdku niektérych stéw, nawet
dysponujc nieskaiczonym czasem (w powigzym przyktadzie, chociy dowolnego
stowa zawiergcego chociaby jedno b, gd¥ po stowie zawieracym n a, generowa-
taby stowo zawierajce n+1 a, nagpnie n+2 a,..., itd.). Dlatego #estowa nad alfabe-
tem poradkuje st zazwyczaj w inny sposéb, ktory nazywamy p aarczkie m
zgodnym z dtugdcia, zgodnie z ktorym to stowa najpierw padkuje sk

wedtug dilugdci, a potem dopiero stowa o rownej diégo porzmdkuje sk

leksykograficznie. Tak tezostaty uporzdkowane stowa w v w przyktadzie 1.1 na
pocztku tego rozdziatu.
Zadanie 1.2: Poka, ze:
a) dla zwyktego poradku leksykograficznego,
b) dla poradku leksykograficznego zgodnego z dtdga,
jezeli x i y sa takimi stowami,ze x9 vy, a z jest dowolnym stowem, to
Xz 1 yz oraz zx3 zy. [

Jezykiem (segmentowym, lub rownowaie ciagowym) L nad al-
fabetem V nazywamy dowolny zbiér stéw utworzonyaddralfabetem V.

Jezyk L jest wikc pewnym podzbiorem zbioru™ Zauwamy ponadtoze tak
sformutowana definicja nie precyzuje, ktore stovestj a ktdre nie jest elementee |
zyka. Podaje ona jedynigge stowa w danymegyku mog by¢ tworzone tylko nad
danym alfabetem (tak wt np. stowo ,vox” nie mee by stowem gzyka polskiego,

dopoki v i x nie stas si¢ literami jego alfabetu). Poniewadla dowolnego V, zbior

V¥ jest zawsze zbiorem nieskezonym, zatem z definicjiggyka wynika,ze mog

by¢ one tak zbiorami skazonymi, jak i nieskfczonymi. Dany ¢zyk mazemy
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doktadnie okréli¢ jedynie podajc, z jakich stow si sktada (przez ich wypisanie lub

podanie ich ksztattu).

Przyktad 1.1 - c.d.

Nad alfabetem V = {a, b} mina okr&li¢ m.in. nas¢pujace gzyki:

1) L; =0 (jezyk pusty, tj. gzyk w ogole nie posiadagy stow),

2) Lo ={A} (jezyk, ktorego jedynym elementem jest stowo puste),

3) Lz ={A, a, b} (jezyk ze stowami o diugwi co najwyej 1),

4) Ly={a'b' :i=0,1,2,..} = {\, ab, aabb, aaabbb,...},

5) Ls={PP': PO V"},

6) Le={a":n=0,1,2,.1},

7) Niech Ny(P) - oznacza liczbwystcpowania symbolu a w P,

a Ny(P) - liczby wystgpowania symbolu b w P.

Woéwczas k= {P: PO {a, b}" O NaP) = Ny(P)} (np. ababbdl L7 ). []

Zadanie 1.3:0pisz gzyki Ls - L7. [

Dla celéw nastpnej definicji przyjmijmy oznaczeniee gdy A,BO V™, to

AB = {P.P,: P, 0A 0P, 0 B}.
Gramatyka (generatywnmn) nazywamy uporzdkowarn czwoOrke

G = <W\,V1,S,F>, w ktorej:

1) Vn i V1 sa niepustymi, skaczonymi i rozhcznymi alfabetami,

2) SO Vy,

3) FO (Va O VD)™ Vn (VO V)" x (VO V)™,

VN - to alfabet nieterminalny (pomocniczy), ztmy ze zmiennych
syntaktycznych (lub rownowaie: metagzykowych albo pomocniczych).

V1 - to alfabet symboli terminalnych (przedmiotowychglbo krocej - alfabet
terminalny (kacowy).

S-tosymbolpocatkowy.

F - to zbiér par (P,Q), takiche w P wystpuje zawsze przynajmniej jeden symbol

nieterminalny, a Q jest dowolnym wym@niem o elementach nalgeych do
Vy U V.
Elementy F nazywamyregutami produkcji (lubprzegymania).
Zamiast piséa (P,Q), piszemy zwykle R, Q.

P nazywamytupoprzednikiem,a Q naptnikiem produkciji.
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Zasada stosowania regut produkcji jest npsjaca: jesli mamy wyrazenie, ktorego
czesciag jest wyraenie P, a w gramatyce, ktpsie postugujemy, jest reguta produkciji
P - Q, wowczas mgemy wyraenie to zasipi¢ nowym wyraeniem, w ktérym na
miejscu P jest Q. Zobaczmy to na pzsrym przykiadzie:
Przyktad 1.3.
Niech G = <\{, V1, S, F>, gdzie
VN = {<zdanie>, <podmiot>, <orzeczenie>} (jest to zbi®ymboli nieterminalnych,
czyli pomocniczych, zwanych tu zmiennymi metajkowymi),
Vr={a,a, b,..., 2,7, z} (alfabet jgzyka polskiego),
S = <zdanie> (symbol pogikowy, okrelajacy koncowy wynik dziatania
gramatyki),
F = {<zdanie>- <podmiot> <orzeczenie>, <podmiot> J&,
<orzeczenie>- §pi} (zbidr regut produkciji).
W gramatyce tej wyrgenie ,Ja $pi” otrzymujemy nasipujaco:
<zdanie>- <podmiot> <orzeczenie> Ja& <orzeczenie> J& $pi [

Mowimy, ze gramatyka G przeksztatca bezfprednio wyra-

zenie PO (Vy O V)* (co czytamy: P utworzone nad samlfabetéw terminalnego
i nieterminalnego) w wyraenie QO (Vy OV1)", co oznaczamy: Pg Q, witw,

gdy stosujc jeden raz jednz regut produkcji gramatyki G, z wyktania P otrzymu-
jemy wyrazenie Q.
Uogolnijmy pogcie przeksztatcania bezfredniego.

Moéwimy, ze gramatyka G przeksztatca stowo [P(Vy O Vy)*

w stowo QO (Vy O V)" (co oznaczamy: P% Q) witw, gdy istnieje cg wyrazen

P=R, Pr..., B =Q, takize P=R - P1 — P, —... - P, =Q.
Taki ciag Po,Ps,...,P, nazywamy wyprowadzeniem (derywag®j wyra-
zenia QzP.

Przyktad 1.4.

Niech V = {a, b, ¢, +,[J (, )}. Skonstruujemy gramatykztozona ze wszystkich po-
prawnie zbudowanych wyten algebraicznych z elementéw zbioru V:

Vn = {S},

Vi=V,

F={S-S+S,S- S[S,S- (§S+S),S- (S0S),S- a,S-~ b, S- c}.
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W gramatyce tej wyrgenie ((ab)+c) otrzymujemy nagpujaco:
S 2 (S+S) 2 ((S- S)+S)g ((a- S)+S)(_3> ((a- b)+S)g ((a- b)+c).

Tak wigc gramatyka ta przeksztaica bezpmdnio np. wyraenie ((a-S)+S)

w wyrazenie ((a-b)+S). Podobnie me@my powiedzié, ze przeksztatca ona wykranie

(S+S) w wyraenie ((a-b)+S)

Zauwamy, ze:

1) zmienne alfabetu nieterminalnega szeczywicie jedynie zmiennymi pomocni-
czymi. W powyszym przyktadzie skn one ponadto do wyodbnienia
w wyrazeniu grup (wraz z regutami produkcijia sviec tu odpowiedzialne za jego
syntaktyk:). Podobnie ma sisprawa w przypadku przyktadu 1.3;

2) gdy wiadomo jest, z jakiej gramatyki korzystamy,pizy kolejnych krokach dery-
wacji nie musimy pisapod strzatly ,G”, specyfikupcego t gramatyk.

Zadanie 1.4:W gramatyce z przyktadu 1.4 wyprowadyrazenie

(((atb)-c+(b+a)-a)-b).

Zadanie 1.5:Udowodnij nasipujace witasnéci wynikania bezpéredniego:

a) v % v dla dowolnego \iJ V*,
b)jezeliv % uiu % w, tov > wdla dowolnych u, v, vl V*,

c)jeeliv s u, tovy S uyiyv % yudladowolnych u, v, ¥ V*. [

*

Dla P i Q takichze P - Q, do Q z P ogsto ma@na dofé na wiele sposobow,

i to w dodatku mog si¢ rézni¢ one swg dtugaoscia. W takiej sytuacji za dtugé€¢
derywacji kdziemy przyjmowa dtugas¢ najkrotszej derywacji prowadeej
z P do Q.

Jezykiem L(G) generowanym przez gramatykgeneratywn

G nazywamy zbior
L(G)={POV :S g P}.

Jest to wgc zbidr tych stow utworzonych nad alfabetem ternmyen gramatyki G,

ktore @ w niej wyprowadzalne z jej symbolu patkowego S.
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Tak okr&lony jezyk generowany przez gramatykjest oczywicie jezykiem
(tj. spetnia definicg jezyka). Sklada i on bowiem ze stdw utworzonych nad

pewnym alfabetem (tu: }; jest on podzbiorem (wyznaczonym przez wy-

prowadzalné¢ z S) zbioru wszystkich stéw zV.

Mowimy, ze dwie gramatyki Gi G, sa (stabo)rownowane witw,
gdy jezyki przez nie generowana sgdentyczne (tj. L(G) = L(Gy)).

Z kolei mowimy,ze dwie gramatyki § mocno rownowane, gdy §
one stabo réwnowae i identyczne g odpowiednie drzewa derywacji w tych gra-
matykach (z ktérymi szczegdtowiej zaznajomimy ®i dalszej czsci kursu).

Ponizej podano dwa przyktady rowsoi jezykOw (generowanego przez grama-
tyke i zdefiniowanego przez podanie konstytamyjch go stéw).

Przyktad 1.5.

Niech G = <\, V7, S, F>, W = {S, A, B}, V1 = {a, b},

F={S- aB,B- aBB,B- b,B- bS,S- bA, A -~ bAA, A - a, A- aS}.
Wowczas L(G) =k (gdzie Ly jest gzykiem zdefiniowanym w przyktadzie 1.1 na
str. 9).0

Przyktad 1.6.

Niech G = <{S, X, Y}, {a, b, ¢}, S, F>, gdzie

F={S - abc, S-» aXbc, Xb - bX, Xc - Ybcc, bY - Yb, a¥Y - aaX, a¥ - aa}.
Wowczas L(G) ={db"c":n>1}. [

Zauwamy na koniec,ze wyprowadzanie wyrenia z S mge sk zatrzymé

wytacznie w dwéch przypadkach:
1) gdy uzyskamy wyrzenie sktadajce st wytacznie z elementow z v
(S—..- POV,
2) gdy dostaniemy wyreenie PO (Vy O N1)* takie, ze nie ma regut produkcji, ktére
to bysmy mogli do niego zastosowa
(1) jest oczywdcie szczegollnym przypadkiem 2)).
Zadanie 1.6:Niech G =<\, V1, S, F> i G'=<V\, V1, S, F'>, gdzie ] F.
Poka, ze L(G") O L(G). [

Zadanie 1.7: Udowodnij, ze jeili x 5 y i X = X X2 ... %, to istniep stowa

Vi, Yoo oo Yo takieze X 5 y1, o % D Ve @ Y =M Y2 Vi [
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Zadanie 1.8: Nad alfabetemezyka polskiego zdefiniuj gramatykgenerugca tylko
i wytacznie wszystkie stowa dolace imionami studentek i studentow
z twojej grupy.[

Zadanie 1.9:Niech symbol ,, ” ozhacza sp&cjSkonstruuj gramatykgenerujca tylko
I wytacznie wszystkie stowa postaci ,Ma@.”, gdzie zamiast Q stoi do-

wolny niepusty cig liter utworzony nad alfabetem polskim.

2. Hierarchia Chomsky’ego

Amerykaiski lingwista N. Chomsky sklasyfikowat gramatyki zezgledu na
ksztatt dopuszczalnych w nich regut produkcji. Zgmdz ow klasyfikachg mowimy,
ze gramatyka generatywna G = gVVr, S, F> jest typu (lub rownowaie
klasy):

1) O (lub gramatylk struktur frazowych), gdy wszystkie jej reguty
produkcji maj postd P - Q, gdzie PO (Vx O V7)© Vn (Vn O V9)', z&
QU (Vn O V™ (tj., wstosunku do definicji gramatyki, brak jest niej
jakichkolwiek ogranicze na ksztatt regut produkciji);

2) 1 (lub gramatylk kontekstows badz czuly na kontekst, a po angielsku:
context-sensitiv grammar, lub krocej CS-grammandy gvszystkie jej reguly pro-
dukcji map postd Q:AQ, — Q:PQ, gdzie Q, Q, O (Vn O V)", A O Vy, za&
PO (Vn O VD" \{A}, badz tez S - A, ale wéwczas S nie wygiuje po prawej
stronie wzadnej z regut produkcji;

3) 2 (lub bezkontekstow, a po angielsku: context-free grammar, lub krocej
CF-grammar), gdy wszystkie jej reguly produkcji mgpostg A - P, gdzie
A OVy, z& PO (Vn O VD)™ (tj. sa postacilAA — APA);

4) 3 (lub robwnowanie gramatyk: regularna, prawoliniowy, prawostronnie li-
niowa, automatow), gdy wszystkie jej reguty produkcji majpostg A - P lub
A - PB, gdzie A,BO Vy, z& PO V1.

Jak s¢ przekonamy, kada gramatyka klasy i (i=0,1,2,3) jest réwno&zie
gramatyk klasy j, dla 0< j < i. Mamy wicc rzeczyws$cie do czynienia z hierar-
chia (wzajemnym zawieraniemgibiorow).

Jezyk L nazywamy gzykiem typu i, gdy jest on generowany przez pgwn
gramatyk typu i (tj. L = L(G), gdzie G jest gramatykypu i).

Klase jezykdéw typu i oznaczamy.
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Z powyzszych definicji widzimy,ze £3 0 £, [0 Lo oraz £, O Lo.

W dalszym cigu pokaemy, ze zachodzi nagpujace wiaciwe zawieranie siklas -
zykow: £3 O L, O £; O Lo (tj., ze ponadtoL, 0 £; orazze migdzy L1, L, | L3 za-
chodz inkluzje witaciwe). W rzeczywistéci zachodzi nawetrzs O £, 00 £; O Lo, tj.
dodatkowo £, wiasciwie zawiera si w Ly, ale w ramach naszego kursu faktu tego

formalnie nie wykaemy.

3. Operacje na gzykach. Zamknietosé¢ klas jezykdéw ze wzgédu na
operacje regularne
Poniewa (zgodnie z definigj) jezyki sa zbiorami, zatem miemy wykonywa
na nich przynalene im operacje. Dla dowolnyckzykoéw L;, L, (o stowach z \’7),
mamy wkc:
L, 0L ={P:POL,OPOLy} (suma jezykow);
LinL={P: POL, OPOLy} (iloczyn jezykow);
Li\L,={P: POL, OPOLy} (réznica jgzykow);
L, =V*\Li(dopetnienie Rzyka);
Zadanie 1.10:Wykaz, ze dla dowolnegoegyka L:
LOO=00L=LaLUOL=L.0
Zadanie 1.11:NiechV ={0, 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8, 9}.

a) Co to jest V? Jakie znaczenia magtowa z \V ? Czy g to liczby?

b) Okresl tak jezyk L nad alfabetem V, by byt on ztony (tylko
I wytacznie) ze wszystkich liczb naturalnych. Zdefiniggyk L.

c) Jakie wiasngci miatby ten ¢zyk L, jesli dodatkowo spetniatby
warunek: yO L < y* O L. Co powiesz o analogicznym przypadku
dlaL?

LiLo={P:P,: P OL;OP, 0Ly} (konkatenacja gzykow),
przy czym, poniewa mozemy tworzy¥ konkatenagj (i to wielokrotra) tylko jednego
jezyka (postaci: LL, LLL,...), wgc definiujemy te:
Ui = {{A},gdyi=0
L*L, gdyi =k +1;
Zadanie 1.12:Wykaz, ze OL = LO = 0O, a z kolei pd}IL = L{A} = L
(WSKAZOWKA: [JL” oznacza ¢zyk, w ktérym nic nie moe

stana pierwszym miejscu).]
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Zadanie 1.13:Niech K, L i M Ikxda trzema dowolnymi gzykami. Udowodnij,ze
(LM)K= L(MK), tzn. ze operacja konkatenacjgzyka jest 4czna.[]

L*=U L' (domknigcie Kleene’go ¢zyka L);

i=0

L*=U L' (niepetne domknécie Kleene’go ¢zyka L);

>0
Zadanie 1.14:Udowodnij,ze zachodzi:

a)l=L"= 0L,

b)E=L"\{A\} « AOL. O
Dla dowolnegogzyka L: L*={P: PO L} (odbicie lustrzane dgzyka L).
Zadanie 1.15:Wykaz, ze:

a) (L)' = (L),

by ((Y*=L. 0

Operacjami regularnymi najykach nazywa sisunt jezykdw, kon-

katenacg jezykow i domkngcie Kleene’'go ¢zyka.
Twierdzenie 1.1.
Kazda z klas ¢zykéw typu i (dla i = 0,1,2,3) jest zamkitéa ze wzgédu na operacje
regularne.
Poniewa dowdd tego twierdzenia jest dé pracochtonny (zajmuje kilka stron)
- wigCc go pomijamy, tym bardziej,ze twierdzenie to w pewne] modyfikacji
I zawezeniu zostanie podane i udowodnione w trzecim roalézininiejszego

podrecznika (tw. 3.3.).[]

4. | twierdzenie o postaci normalnej
Aby moc udowodni tytutowe twierdzenie niniejszego paragrafu, musinayj-
pierw zdefiniowa pojecie homomorfizmu.

Niech mianowicie Y i V2 beda dwoma alfabetami.

Odwzorowanie h: Y - V," nazywamy homomorfizmem, gdy:

a) O pov, O wav,: W=h(P),

b) OP.Qvy h(PQ)=h(P)h(Q)

(symbol ,[1 a” oznacza:istnieje doktadnie jedno a).

Tak wigc jest to odwzorowanie jednoznaczne, zawsze isnigjponadto zachowuje
ono konkatenaegj wyrazen. W zwiazku z tym, dowolny homomorfizm wystarczy

okresli¢ jedynie dla alfabetu, bo gdy P z.aa,, to h(P) = h(@...h(a).
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Oczywiscie hA)=A, bo: gdy BA, to hAP) = ha)h(P) -~ h(A) = A.
|
h(P

Homomorfizm nazywamy - wolnym, gdyd pzx h(P}A.

GdyLOV,",ah: V" -~ V,", tohomomorficzny obrazgzyka L definiu-
jemy w nastpujacy sposéb: h(L) = {h(P): B L O V."}.

Obecnie maemy prze§¢ do podania drugiego juz naczelnych twierdzelin-
gwistyki matematycznej.
Twierdzenie 1.2 (I twierdzenie o postaci normalnej)
Dla kazdej gramatyki G= <Vy, V1, S, F> (i=0, 1, 2, 3), istnieje rbwnowaa jej gra-
matyka G' = <V\/', V1, S, F'> tego samego typu, taka symbole terminalne nisvy-
stepuja po lewej stronie regut produkcji w F'.
Dowdd.
Dla gramatyk typu 2 i 3 nie ma czego dowadzho wszystkie reguty produkcji maj

w nich posta:
1) w gramatykach typu 2: A. P, gdzie AO Vy, a PO (Vy O V7)™,

2) w gramatykach typu 3: A P lub A . PB, gdzie A, BO Vy, a PO V1™,

tj. po ich lewych stronach nie wygtuja symbole terminalne.

Wystarczy wec udowodné twierdzenie w przypadku, gdy i=0 i gdy i=1 (gdzie

symbole terminalne po lewych stronach regut progiukoga wystapic).

W naszej gramatyce G = YV, S, F>, niech ¥ = {ay,..., a}.

Dla kazdego a O Vr, obieramy nowy symbol nieterminalny; Al V. Wowczas de-

finiujemy Vn' = Vy O {A1,..., A}, a nastpnie tworzymy F' w nagpujacy sposob:

1) kazda reguk produkcjirP - Q1 O F zastpujemy now reguh, w ktorej wszystkie
symbole terminalne wyspujace w starej regule zagiione zosta od-
powiadaapcymi im symbolami nieterminalnymi (tak e np. regu¢rAalB - alaza@,1
O F, zastpujemy reguzirAAlB - A1A2A31 0 FY,

2) dla kazdego 1<i < k, do F' whczamy reguty postaci A- a.

W ten sposéb utworzyWimy gramatyk G' = <W', Vr, S, F'>, w ktérej rzeczywcie

symbole terminalne nie wygtuja po lewej stronie regut produkcji.

Pozostaje nam jeszcze jedynie pokaza L(G) = L(G").

a) L(G)O L(G"), bo j&li a, ...a OL(G), to s% A ... A ;;’ a ... q OL(G).

I In
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Najpierw stosowaklimy tu reguty typu 1), odpowiednie do regut gramat§ gwaran-
tujace nam uzyskanie takich samych stow, jednak zbudgeta jedynie z symboli
nieterminalnych, a nagpnie reguty typu 2), zamienigge poszczegolne nieterminaty
na odpowiadajce im terminaty. W wyniku tych operacji, w gramagyG', uzyskiwa-
lismy poszczegodlne stowazyka L(G).

b) Pokaemy,ze L(G) O L(G').

W tym celu okrélmy homomorfizm h: (W' O V)" - (Vx O V1)* w nastpujacy
sposob:

1) O 1<isk h(A) = a,

2) h(x) = x dla pozostatych elementéw z alfabety M V.

Tak okr&lona funkcja h dziala na symbolach alfabetu w odwiostrorg niz

w przypadku funkcji zmiany liter w regutach prodyik& na reguty produkcji F'.

Mamy wéwczasze gdy P, QO (V' O V1)*, a PGi, Q, to h(P)% h(Q) (wniosek ten

otrzymujemy bezpgaednio z definicji homomorfizmu h, rozpatagj oddzielnie stoso-

wanie obydwu typow regut produkcji z F'). W szczbgi$ci, obieragc S za P, otrzy-

mujemy ze: gdy sGi, Q (gdzie QO V1), to S = h(S)% h(Q) = Q (gdzie réwnei

uzyskalémy na mocy 2)). Zatem L(G) L(G"), co juz konczy dowod.[]



