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Czy juz teraz warto wyjs¢?

Czy teorie matematyczne jednoznacznie [strukturalnie, semantycznie]
wyznaczaja to, o czym méwia? Wskazemy aksjomaty ekstremalne
sformutowane w tym celu. Rozwazymy przyktady dotyczace:

@ rozumienia pojecia liczby [groza wielokropkal;
@ ciaggfosci oraz kontinuum [aporie nieskofczonej podzielnoscil;

@ zbioréw, kolekcji, mnogosci, klas [putapki pozaskonczonosci].

o Kurt Gédel o percepcji obiektéw matematycznych. Intuicja.
Paradoksy. Porzadek logiczny a porzadek rozwoju poznawczego.

o Matematyka Braci Mniejszych. Dla kogo dostepna jest
Nieskonczonos¢? Czy religie finitarne s3 banalne?
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Mzl GEsicmelE
Gedankenexperimente

Nie lekajmy sie zapyta¢: czy nasza matematyka jest réwniez matematyka
innych inteligencji?

@ Ameby w oceanach. Rozumne kleksy. Chmurzaki w chmurach. Jaka
topologie uznaja za naturalna? Czy potrafig pisaé bajki o brytach
sztywnych, niedostepnych im zmystowo?

@ Systemy liczbowe o nieprzemiennych operacjach arytmetycznych.
Komu najtatwiej rachowaé na kwaternionach?

e Czy operowanie nieskonczonoscia aktualng daje korzysci ewolucyjne?

@ Dlaczego od poczatku faworyzujemy logike klasyczna (a nie np.
intuicjonistyczng lub wielowartosciowa)?

@ Zdania niezalezne od aksjomatéw w podstawach matematyki.

Ziemianie przyjmuja AC, Marsjanie AD. Czyja matematyka jest trafna?
On wierzy w CH, ona w = CH, jak maja wychowaé potomstwo?

v
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Podmiot poznajacy: aproksymacja logiczna

Najbardziej zgrzebna logiczna idealizacja podmiotu poznajacego moze
zaktada¢, ze dysponuje on:

@ moca wyrazania: jezykiem, regutami sktadni i semantyki;

@ baza zafozeniowa: zespotem akceptowanych przekonan;

@ mocg dedukcyjna: regutami uznawania wnioskéw z przestanek.
Kolejno, zaktada¢ mozna, ze:

@ posiada on jakies moce obliczeniowe;

@ jest zdolny nie tylko do reprezentowania swojego otoczenia, ale
réowniez do jego zmian;

@ ma system preferencji, pozwalajacy wartosciowac przekonania i
dziatania, a wiec takze formutowaé cele;

@ jest samoswiadomy, posiada mozliwos¢ refleksji nad wtasnymi
przekonaniami.
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el legle
Teorie, modele, aksjomaty ekstremalne

@ Modele izomorficzne: nieodréznialnosé¢ budowy (struktury
algebraicznej).

@ Modele elementarnie réwnowazne: nieodréznialnos¢ semantyczna
(wzgledem tego, co da sie powiedzie¢ w teorii).

@ Teorie kategoryczne (w mocy k): maja wszystkie modele (mocy k)
izomorficzne.

o Teorie zupetne: maja wszystkie modele elementarnie réwnowazne.

o Model zamierzony: ten sposréd wszystkich modeli, z mysla o ktérym
byta ona budowana (pojecie pragmatyczne!).

o Aksjomat ekstremalny: stwierdza, ze model jest pod okreslonym
wzgledem minimalny badz maksymalny.
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Moc wyrazania i moc dedukcyjna

Klasyczna logika pierwszego rzedu FOL ma znane (,dobre”) wtasnosci: J

@ Pefnosc¢: tezy pokrywaja sie z tautologiami.
@ Zwartos¢: jesli kazdy skonczony podzbiér T ma model, to T ma
model.

o Léwenheim-Skolem: jesli T ma model, to ma model przeliczalny.

@ FOL ma nikczemnie mizerng moc wyrazania (nie definiuje np.
skonczonosci, ciagtosci; sa to wiec pojecia pozaFOLogiczne).

o Logika drugiego rzedu, logiki infinitarne, logiki z uogélnionymi
kwantyfikatorami maja duza moc wyrazania, lecz z reguty ,gorsza” od
FOL moc dedukcyjna (zalezna np. od zaktadanej ontologii).

Ktéra logike wybierze podmiot poznajacy bedacy matematykiem?
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Aksjomat indukgji Urok obliczen rekurencyjnych i klagtwa skoficzonosci

Moc i ograniczenia arytmetyki

o Aksjomatyczne systemy arytmetyki. Arytmetyka Peana (PA).

@ Schemat indukgji jako aksjomat ekstremalny (minimalnosci). Czy sie¢
FOL fowi doktadnie , prawdziwe” liczby naturalne?

@ Matematyczne reprezentacje intuicyjnego pojecia obliczalnosci.

e Matematyczna struktura Nieobliczalnego.

Przy zatozeniu niesprzecznosci PA zachodza znane kognitywistom:

e Twierdzenie G6dla-Rossera (o niezupetnosci PA).
o Twierdzenie Gédla (o niedowodliwosci niesprzecznosci PA w PA).

e Twierdzenie Tarskiego (o niedefiniowalnosci w PA predykatu prawdy
arytmetycznej).

v

Dowdd niesprzecznosci PA otrzymujemy w systemach mocniejszych od PA.
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Sulfeay o (Refifte @by
Modele arytmetyki

o Model standardowy PA. Reprezentacja w teorii mnogosci. Modele
niestandardowe (otrzymywane np. na mocy argumentu ze zwartosci
albo konstrukgji ultraproduktu lub drzewa rozszerzeri PA).

e PA ma kontinuum wzajemnie elementarnie nieréwnowaznych (a wiec
takze nieizomorficznych) modeli przeliczalnych. W kazdej mocy x PA
ma 2 nieizomorficznych modeli. Jest teoria dzika.

o Wszystkie przeliczalne niestandardowe modele PA maja ten sam typ
porzadkowy: w + (w* 4+ w) - 7.

e Twierdzenie Tennenbauma. Model standardowy PA jest jej jedynym
modelem rekurencyjnym.

@ Model standardowy PA jest modelem pierwszym. Jest jedynym dobrze
uporzagdkowanym modelem PA.

@ To jednak ustalenia czynione w metajezyku, a nie w samej PA.

y
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Ciggtosé Guliwer w Krainie Liliputéw

Kontinuum geometryczne

@ Ujrzenie ducha burzy twéj harmonijny obraz swiata: szok (odkrycia?
stworzenia?) niewymiernosci.

@ Aporie dotyczace poje¢: ciggfosci oraz kontinuum.

@ Nullum continuum ex athomis integrari. Czy kontinuum skfada sie
(jest scalone) z punktéw czy tez z nieskonczonych kontinuéw?

o Czy mamy jakikolwiek dowdd na to, ze czas, przestrzen, stopnie
intensywnosci cech maja nature ciagta?

o Czy ciggfos¢ mogtaby by¢ tylko kategorig subiektywna, projekcja
umystu, jego swobodnym wytworem (reprezentowanym przez ciagte
struktury matematyczne)?

@ Mézg, umyst, program komputerowy: struktury dyskretne?

Jerzy Pogonowski (MEG) AE i modele zamierzone 4 PKK, 3XI12010 9 /17



Atz
Liczby rzeczywiste

@ Metody konstrukcji systeméw liczbowych: genetyczna oraz
aksjomatyczna. Ewolucja pojecia funkcji. Program arytmetyzacji
analizy matematycznej. Postacie aksjomatu ciagfosci (aksjomatu
maksymalnosci dla liczb rzeczywistych).

@ Ujecie Dedekinda: przekroje zbioru liczb wymiernych odpowiadaja
liczbom rzeczywistym. \WWymagane teorie: liczb wymiernych oraz
mnogosci.

o Wielos¢ definicji liczb rzeczywistych: Cantor, Dedekind, Méray,
Weierstrass, Heine, Weber, Hilbert, Tarski, Hoborski, teoria ciat,
Conway, . .. Inne wazne ciata (liczb): algebraicznych, zespolonych,
p-adycznych, kwaternionéw, oktaw Cayleya.

e Twierdzenie Ostrowskiego o normach na liczbach wymiernych.

@ Analiza niestandardowa: matematyczna reprezentacja wielkosci
nieskonczenie matych.
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Twierdzenia o izomorfizmie (w formie uproszczonej)

Niech: R = liczby rzeczywiste, C = liczby zespolone, H = kwaterniony,
O = oktoniony (z odpowiednia struktura zaktadana kazdorazowo ponizej).

o Twierdzenie Frobeniusa. Kazda taczna algebra z dzieleniem nad R jest
izomorficzna z: R, C lub H.

o Twierdzenie Hurwitza. Kazda unormowana algebra z dzieleniem jest
izomorficzna z: R, C, H lub O.

o Twierdzenie Ostrowskiego. Kazde ciato zupetne wzgledem normy
archimedesowej jest izomorficzne z R lub C, a norma jest réwnowazna
ze zwykta wartoscia bezwzgledns.

o Twierdzenie Pontriagina. Kazde spéjne lokalnie zwarte ciato
topologiczne jest izomorficzne z: R, C lub H.

e 1,2,4,8-Twierdzenie (Bott, Milnor, Kervaire). Kazda algebra z
dzieleniem nad R ma wymiar: 1, 2, 4 lub 8.

e Twierdzenie Hopfa. Kazda przemienna algebra z dzieleniem nad R ma
wymiar < 2.
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Ciggtosé Geometria

Systemy geometrii i ich modele

W pierwszych wydaniach Grundlagen der Geometrie Davida Hilberta
aksjomat zupetnosci formutowany byt nastepujaco:

Elementy (punkty, proste, ptaszczyzny) systemu geometrii tworza
system, ktéry nie moze zostac rozszerzony bez jednoczesnego
naruszenia pozostatych aksjomatéw, tj. nie mozna doda¢ do tego
systemu punktéw, prostych i pfaszczyzn innego systemu
przedmiotéw tak, aby powstaty system spetniat wszystkie
pozostate aksjomaty.

o Aksjomat ten zostat p6zniej zastagpiony przez aksjomat ciagtosci.

@ System Hilberta jest kategoryczny (ale nie jest elementarny), podobnie
jak system z Podstaw geometrii Borsuka i Szmielew.

v
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Ciaggtosé Geometria

Systemy geometrii i ich modele

o System geometrii euklidesowej (z uzupetniami Pascha i Hilberta) jest
wyrézniony ze wzgledéw historycznych. Czy takze ze wzgledéw
poznawczych?

@ System geometrii elementarnej Tarskiego jest zupetny i rozstrzygalny.
Mamy w nim schemat aksjomatu ciagtosci.

@ Aksjomat ciagtosci jest niezalezny od pozostatych aksjomatéw
geometrii absolutnej: istnieje nieciagty jej model.

@ System geometrii absolutnej nie jest kategoryczny, geometria
hiperboliczna tobaczewskiego jest kategoryczna.

o Jakie bytyby modele zamierzone systeméw geometrii slepych
podmiotéw poznajacych, pozbawionych zmystu dotyku? Albo
cyklopow nieczutych na dotyk?
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Odrzucenie aksjomatéw ograniczenia

o Aksjomat ograniczenia Fraenkla: nie ma innych zbioréw niz te, ktérych
istnienie da sie udowodni¢ z aksjomatéw teorii mnogosci.

@ Mozliwe rozumienia (tajemniczego!) pojecia: rodzina wszystkich
podzbioréw danego zbioru. Hierarchia kumulatywna V a hierachia
zbioréw konstruowalnych L.

o Aksjomat konstruowalnosci Gédla: wszystkie zbiory s3 konstruowalne.

@ Konsekwencje aksjomatu konstruowalnosci: aksjomat wyboru,
uogélniona hipoteza kontinuum, istnienie zbioréw niemierzalnych w
sensie Lebesgue’'a. Zdania sprzeczne z aksjomatem konstruowalnosci.

V.

@ Krytyka aksjomatéw ograniczenia. Obrona raju Cantora.
@ Program Godla: poszukiwanie aksjomatéw maksymalnosci.

e Zasady odbicia.

v
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reterieisy el ey e
Modele teorii mnogosci. Duze liczby kardynalne

@ Poczatek wyprawy w pozaskonczono$¢: pierwsza, druga, trzecia,
czwarta, ... nieskonczonos¢, liczby nieosiagalne, liczby mierzalne, . ..

@ Rodzaje silnych aksjomatéw nieskoriczonosci.

@ Metoda wymuszania. Obfitos¢ zdan niezaleznych od aksjomatéw ZF.
Tajemnice zbioru wszystkich liczb rzeczywistych.

@ Teoria mnogosci ZF dziedziczy (po PA) wyniki dotyczace
niezupetnosci, niedowodliwosci niesprzecznosci, itd. Oznacza to, ze ZF
bardzo stabo okresla pojecia: zbioru oraz relacji nalezenia.

@ Czym s3 modele ZF? Przy jakich zatozeniach istniejg?

e O jakich teoriach zbioréw mozna udowodni¢ ich kategorycznosc?
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e et alness

Moc nowych aksjomatéw: przyktad

o Niech Zy = ZF bez aksjomatéw: nieskonczonosci i zastepowania. Jej
modelem jest V,,. Ten zbidr istnieje na mocy aksjomatu
nieskonczonosci. Zy jest teorig zbioréw skonczonych.

@ Niech Z; = Zy+ aksjomat nieskonczonosci. Jej modelem jest V1.
Ten zbiér istnieje na mocy aksjomatu zastepowania. W Z; dowodzi
sie, ze Zy jest niesprzeczna.

o Niech Z» = Z;+ aksjomat zastepowania. Jej modelem jest Vi, gdzie
K jest liczbg nieosiggalna. W Z, dowodzi sie, ze Z; jest niesprzeczna.

o Niech Z3 = Z>+ ,istnieje liczba nieosiggalna”. W Z3 dowodzi sig, ze
Z> jest niesprzeczna.

o | tak dalej. Wzorca do formutowania jeszcze silniejszych aksjomatéw
dostarczajg postulaty istnienia nietrywialnych wtozen elementarnych
catej hierarchii kumulatywnej V' w pewne klasy przechodnie M.
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Zermelo: ,,Matematyka jest logika Nieskoriczonego”

@ Skonczonosé jest patologia.

e Umyst ma (pewien) dostep do Nieskoriczonego, Nieobliczalnego,
Nierozstrzygalnego.

@ Umyst jest nawet w stanie okresli¢ granice tego dostepu.

Czy Giordano Bruno byt kognitywista-marzycielem?
., Bedac cztowiekiem, nie jestes blizszy nieskoriczonosci, niz gdybys
byt mréwka. Ale tez nie jestes dalszy, niz gdybys byt ciatem
niebieskim.”
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