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Wprowadzenie

Wprowadzenie

O wªasno±ciach relacji dwuargumentowych powiedziano troch¦ na zaj¦ciach
ze Wst¦pu do Matematyki w semestrze zimowym.

W niniejszej prezentacji pokazujemy, jak wykorzystywany jest KRP do
�mówienia� o relacjach.
W szczególno±ci, wskazujemy które z wªasno±ci relacji wymagaj¡ u»ycia
predykatu identyczno±ci.

Zaleca si¦ samodzielne rozwi¡zanie zada« 180�265 ze zbioru �wiczenia z
logiki autorstwa Pani Profesor Barbary Stanosz.
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Predykaty wieloargumentowe

Co denotuj¡ predykaty wieloargumentowe?

Predykaty wieloargumentowe denotuj¡ relacje mi¦dzy przedmiotami.

Podobnie jak w przypadku wªasno±ci, nie jest nam potrzebne rozwa»anie
statusu ontologicznego relacji, wystarczy jedynie powy»sza charakterystyka.

Gdy rozwa»amy KRP o sygnaturze Σ, która zawiera cho¢ jeden predykat
dwuargumentowy, to wkraczamy na teren Nierozstrzygalnego.

Nie istnieje efektywna (obliczalna) metoda ustalania, czy dowolna formuªa
j¦zyka KRP o sygnaturze Σ, która zawiera cho¢ jeden predykat
dwuargumentowy jest jego tautologi¡.

KRP jest nierozstrzygalny.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Wªasno±ci formalne relacji dwuargumentowych

Mówimy, »e relacja R ⊆ U × U mi¦dzy przedmiotami z uniwersum U jest:

zwrotna, gdy xRx dla wszystkich x ∈ U

przeciwzwrotna, gdy xRx nie zachodzi dla »adnego x ∈ U

symetryczna, gdy dla wszystkich x , y ∈ U: je±li xRy , to yRx

asymetryczna, gdy dla wszystkich x , y ∈ U: je±li xRy , to nie
zachodzi yRx

przechodnia, gdy dla wszystkich x , y , z ∈ U: je±li xRy oraz yRz , to
xRz

serialna, gdy dla ka»dego x ∈ U istnieje y ∈ U taki, »e: xRy .
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Wªasno±ci formalne relacji dwuargumentowych: przykªady

Niech uniwersum stanowi zbiór wszystkich liczb naturalnych. Rozwa»my
relacje:

mniejszo±ci <

niewi¦kszo±ci 6

xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x i y s¡ wzgl¦dnie pierwsze

relacj¦ > wi¦kszo±ci.

Wtedy:

Relacja < jest: przeciwzwrotna, asymetryczna, przechodnia, serialna.

Relacja 6 jest: zwrotna, przechodnia, serialna.

Relacja R jest: zwrotna, symetryczna, serialna.

Relacja > jest: przeciwzwrotna, asymetryczna, przechodnia.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Wªasno±ci formalne relacji dwuargumentowych

Ustalenie, »e dana relacja ma (b¡d¹ nie ma) pewne wªasno±ci formalne
umo»liwia przeprowadzanie wnioskowa« na temat jej zachodzenia (b¡d¹
niezachodzenia) mi¦dzy jakimi± przedmiotami, gdy wiemy, »e zachodzi ona
mi¦dzy pewnymi innymi przedmiotami.

Zestawy pewnych wªasno±ci implikuj¡ inne (np. ka»da relacja przechodnia i
asymetryczna jest przeciwzwrotna).
Niektóre wªasno±ci wykluczaj¡ si¦ nawzajem (np. nie ma relacji
jednocze±nie symetrycznych i asymetrycznych).
Zwró¢ uwag¦, »e np. symetria i asymetria nie s¡ wªasno±ciami
dopeªniaj¡cymi si¦: istniej¡ relacje, które nie s¡ ani symetryczne, ani
asymetryczne.
Podane wªasno±ci byªy jedynie przykªadowe. Istniej¡ relacje, które nie maja
»adnej z nich.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Równowa»no±ci, podobie«stwa, opozycje

Mówimy, »e relacja R ⊆ U × U mi¦dzy przedmiotami z uniwersum U jest:

relacj¡ podobie«stwa (tolerancji), gdy jest ona zwrotna i
symetryczna w U

relacj¡ równowa»no±ci, gdy jest ona zwrotna, symetryczna i
przechodnia w U

relacj¡ opozycji, gdy jest ona przeciwzwrotna i symetryczna w U.

Równowa»no±ci to relacje zachodz¡ce mi¦dzy przedmiotami
nieodró»nialnymi (ze wzgl¦du na ustalony zestaw cech).
Podobie«stwa to relacje zachodz¡ce mi¦dzy przedmiotami
posiadaj¡cymi co najmniej jedn¡ wspóln¡ cech¦ (z ustalonego zestawu
cech).
Opozycje to relacje zachodz¡ce mi¦dzy przedmiotami ró»ni¡cymi si¦
co najmniej jedn¡ cech¡ (z ustalonego zestawu cech).
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Równowa»no±ci, podziaªy, klasy�kacje

Niech R b¦dzie równowa»no±ci¡ w zbiorze U. Klas¡ równowa»no±ci
(wzgl¦dem relacji R) przedmiotu x ∈ U nazywamy zbiór:
[x ]R = {y ∈ U : xRy}.
Rodzin¦ U/R = {[x ]R : x ∈ U} nazywamy podziaªem U wyznaczonym
przez R .

Podziaªem uniwersum U nazywamy ka»d¡ rodzin¦ niepustych, parami
rozª¡cznych podzbiorów U, której suma równa jest U. Tak wi¦c, A jest
podziaªem U, gdy:

∀A ∈ A A ⊆ U

∀A ∈ A A 6= ∅
∀A,B ∈ A (A 6= B → A ∩ B = ∅)⋃
A = U.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Równowa»no±ci, podziaªy, klasy�kacje

Jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ mi¦dzy podziaªami U a
relacjami równowa»no±ci okre±lonymi na U:

Je±li R jest relacj¡ równowa»no±ci na U, to U/R jest podziaªem U.

Je±li A jest podziaªem U, to równowa»no±ci¡ jest relacja RA ⊆ U2

zde�niowana dla dowolnych x , y ∈ U warunkiem:
xRAy ≡ ∃A ∈ A x , y ∈ A.

Skrzy»owaniem podziaªów A oraz B zbioru U nazywamy rodzin¦:

A⊗ B = {A ∩ B : A ∈ A ∧ B ∈ B}.

Mówimy, »e podziaªy A oraz B s¡ niezale»ne, gdy ∅ /∈ A⊗ B, czyli gdy
ich skrzy»owanie nie ma jako elementu zbioru pustego.
Operacj¦ krzy»owania podziaªów mo»na iterowa¢, otrzymuj¡c w ten sposób
klasy�kacje wielopoziomowe.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Równowa»no±ci, podziaªy, klasy�kacje

W tej tabeli podane s¡ trzy podziaªy pewnych mokrych obiektów. Jakie s¡
relacje równowa»no±ci, które wyznaczaj¡ te podziaªy?
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Równowa»no±ci, podziaªy, klasy�kacje

Te trzy podziaªy reprezentowa¢ mo»na te» poprzez drzewo:

mokre

��
�
��

��

HH
H

HH
HH

stoi

��
��

HH
HH

naturalne
�� HH

du»e maªe

sztuczne
�� HH

du»e maªe

pªynie

��
��

HH
HH

naturalne
�� HH

du»e maªe

sztuczne
�� HH

du»e maªe
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Równowa»no±ci, podziaªy, klasy�kacje

Przykªad podziaªu (klasy�kacji) pewnego zbioru Stworze«. Czy widzisz,
jaka relacja równowa»no±ci odpowiada temu podziaªowi?
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Równowa»no±ci, podziaªy, klasy�kacje

Uwaga. Zach¦cam do wykonania kilku ¢wicze« ze Zbioru zada« z

j¦zykoznawstwa (Wydawnictwa Szkolne i Pedagogiczne, Warszawa 1990;
jeden egzemplarz tej ksi¡»ki dost¦pny byª w Bibliotece IJ UAM). W
¢wiczeniach tych dokonuje si¦ m.in.: klasy�kacji oraz szeregowania danych
j¦zykowych. Stawia si¦ hipotezy na temat przekªadu, wykorzystuj¡c zasad¦,
i» regularno±ciom w sposobach wyra»ania znacze« odpowiadaj¡ relacje
semantyczne. Zob. np. zadania:

140. Tªumaczenie z arabskiego. [Klasy�kowanie]

68. Tªumaczenie z sanskrytu. [Klasy�kowanie]

139. Tªumaczenie z lapo«skiego. [Klasy�kowanie + znajdowanie
podobie«stw znaczeniowych]

66. Tªumaczenie z azerbejd»a«skiego. [Szeregowanie]

91. Tªumaczenie z indonezyjskiego. [Znajdowanie izomor�zmu].
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Zarówno podobie«stwa, jak i opozycje mo»na reprezentowa¢ przez systemy
postaci 〈O,F , φ〉, gdzie:

O jest zbiorem obiektów;

F jest zbiorem cech;

relacja φ ⊆ O × F zachodzi mi¦dzy obiektem x ∈ O a cech¡ f ∈ F

gdy x ma cech¦ f .

Rodzin¦ A niepustych podzbiorów U nazywamy pokryciem U, gdy jej
suma równa jest U:

⋃
A = U.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Szukaj podobie«stw mi¦dzy obiektami w ka»dym z obu powy»szych
przypadków.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Przykªad przypisania obiektom cech.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

To graf relacji podobie«stwa wyznaczonej przez przypisanie obiektom cech
(z poprzedniego slajdu).
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Niech R b¦dzie relacj¡ podobie«stwa na U. Mówimy, »e:

A ⊆ U jest R-preklas¡, gdy ∀x , y ∈ A xRy .

A ⊆ U jest R-klas¡, gdy A jest maksymaln¡ (wzgl¦dem inkluzji)
preklas¡.

A ⊆ U jest zbiorem R-rozproszonym, gdy
∀x , y ∈ A (x 6= y → ¬xRy).

A ⊆ U jest zbiorem R-pochªaniaj¡cym, gdy ∀x ∈ U∃y ∈ A yRx .

Relacj¦ R+ zde�niowan¡ warunkiem: xR+y ≡ ∀z ∈ U (xRz ≡ yRz)
nazywamy relacj¡ stowarzyszon¡ z R . Jest ona równowa»no±ci¡ na
U. Jej klasy równowa»no±ci nazywamy R-j¡drami.

Przechodnie domkni¦cie relacji podobie«stwa R (czyli najmniejsz¡,
wzgl¦dem inkluzji, relacj¦ przechodni¡ zawieraj¡c¡ R) oznaczamy
przez Rtr . To tak»e jest relacja równowa»no±ci.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Niech U//R oznacza rodzin¦ wszystkich R-klas. Rodzin¦ klas U//R relacji
podobie«stwa R na U nazywa si¦ czasami typologi¡ obiektów z U.

Jest wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ mi¦dzy pokryciami U a
relacjami podobie«stwa okre±lonymi na U:

Je±li R jest relacj¡ podobie«stwa na U, to U//R jest pokryciem U.

Je±li A jest pokryciem U, to podobie«stwem jest relacja RA ⊆ U2

zde�niowana dla dowolnych x , y ∈ U warunkiem:
xRAy ≡ ∃A ∈ A x , y ∈ A.

Ka»d¡ minimaln¡ (wzgl¦dem inkluzji) rodzin¦ B ⊆ U//R tak¡, »e dla
dowolnych x , y ∈ U zachodzi xRy ≡ ∃A ∈ B x , y ∈ A nazywamy R-baz¡.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Pokrycia a relacje podobie«stwa. Znajd¹ baz¦.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Kilka faktów o relacjach podobie«stwa:

Dla ka»dej relacji podobie«stwa R istnieje R-baza.

Dla ka»dej relacji podobie«stwa R : R+ ⊆ R ⊆ Rtr .

Zbiory, które s¡ jednocze±nie maksymalnymi zbiorami R-rozproszonymi
i minimalnymi zbiorami R-pochªaniaj¡cymi s¡ najbardziej
�ekonomicznymi opisami� relacji R .
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Znajd¹ zbiory, które s¡ jednocze±nie minimalnymi zbiorami pochªaniaj¡cymi
i maksymalnymi zbiorami rozproszonymi.
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

Wªasno±ci formalne relacji opozycji bada si¦ podobnie, jak wªasno±ci relacji
podobie«stwa. Nie b¦dziemy si¦ tu nad tym rozwodzi¢. Wymienimy jedynie
kilka wa»nych rodzajów relacji opozycji, spotykanych w badaniach j¦zyków
etnicznych:

kontekstowe (np. oparte na dystrybycji);

parametryczne (np. bazuj¡ce na wymiarach semicznych);

opozycje typu nieporównywalno±ci (np. hiponimiczne).
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Predykaty wieloargumentowe Wªasno±ci relacji

Podobie«stwa i opozycje

O matematycznej teorii relacji podobie«stwa oraz opozycji, a tak»e jej
zastosowaniach poczyta¢ mo»esz np. w:
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Je±li R ⊆ X × Y oraz S ⊆ Y × Z s¡ relacjami, to zªo»eniem relacji R i S
jest relacja R ◦ S ⊆ X × Z zde�niowana warunkiem: xR ◦ Sz wtedy i tylko
wtedy, gdy istnieje y ∈ Y taki, »e xRy oraz ySz . Je±li R ⊆ X × X , to
R ◦ R oznaczamy te» przez R2.

Je±li R ⊆ X × Y jest relacj¡, to przez konwers (relacj¦ odwrotn¡) relacji
R rozumiemy relacj¦ R−1 zde�niowan¡ nast¦puj¡co:
xR−1y wtedy i tylko wtedy, gdy yRx .

Poniewa» relacje s¡ zbiorami, mo»na na nich dokonywa¢ wszystkich
operacji, których dokonujemy na zbiorach: sumy, iloczynu, dopeªnienia, itd.
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych: przykªady

Niech xRy zachodzi, gdy x jest ojcem y . Wtedy R ◦ R jest relacj¡ �by¢
dziadkiem (po mieczu)�: xR ◦ y wtedy i tylko wtedy, gdy x jest dziadkiem
(po mieczu) y .
Niech xRy zachodzi, gdy x jest bratem y , a xQy zachodzi, gdy x jest
ojcem y . Wtedy xR ◦ Qy zachodzi, gdy x jest stryjem y .

Konwersem relacji mniejszo±ci < jest relacja wi¦kszo±ci >.
Konwersem relacji R zde�niowanej przez warunek: xRy wtedy i tylko
wtedy, gdy x i y s¡ liczbami wzgl¦dnie pierwszymi, jest relacja R .

Dopeªnieniem relacji < jest relacja > (która jest te» sum¡ relacji < i =).
Iloczynem relacji 6 i > jest relacja =.
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Oto niektóre wªasno±ci operacji na relacjach:

Operacja zªo»enia relacji jest ª¡czna, tj.:
R1 ◦ (R2 ◦R3) = (R1 ◦R2) ◦R3. Operacja zªo»enia nie jest przemienna,
tj. nie dla wszystkich relacji R1 i R2 zachodzi: R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1.

(R−1)−1 = R .

−R−1 = (−R)−1.

Je±li R1 ⊆ R2, to R ◦ R1 ⊆ R ◦ R2 oraz R1 ◦ R ⊆ R2 ◦ R dla dowolnych
relacji R , R1 i R2.

(R1 ∪ R2)−1 = R−11 ∪ R
−1
2

(R ◦ S)−1 = S−1 ◦ R−1.
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Udowodnimy, dla przykªadu, »e: (R ◦ S)−1 = S−1 ◦ R−1.

Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne, dla dowolnych relacji R oraz S oraz
dowolnych x i y :

x(R ◦ S)−1y

y(R ◦ S)x

∃z (yRz ∧ zSx)

∃z (zSx ∧ yRz)

∃z (xS−1z ∧ RS−1y)

x(S−1 ◦ R−1)y .

Otrzymujemy st¡d zatem: (R ◦ S)−1 = S−1 ◦ R−1.
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Oto niektóre zwi¡zki miedzy wªasno±ciami relacji a operacjami na nich:

Relacja R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R−1.

Relacja R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R ◦ R ⊆ R .

Je±li relacje R i S s¡ zwrotne, to relacja R ◦ S te» jest zwrotna.

Je±li relacje R1 i R2 s¡ symetryczne, to symetryczne s¡ te» relacje:
R1 ∪ R2, R1 ∩ R2, R

−1
1 , R1 ◦ R−11 .

Suma R1 ∪ R2 równowa»no±ci R1 i R2 jest równowa»no±ci¡ wtedy i
tylko wtedy, gdy R1 ∪ R2 = R1 ◦ R2.

Zªo»enie R1 ◦ R2 równowa»no±ci R1 i R2 jest równowa»no±ci¡ wtedy i
tylko wtedy, gdy R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1.
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Udowodnimy, dla przykªadu, »e: zªo»enie R1 ◦ R2 równowa»no±ci R1 i R2

jest równowa»no±ci¡ wtedy i tylko wtedy, gdy R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1.

Najpierw pokazujemy, »e je±li R1 ◦ R2 jest równowa»no±ci¡, to
R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1.

Je±li R1 ◦ R2 jest równowa»no±ci¡, to zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

R1 ◦ R2 = (R1 ◦ R2)−1 = R−12 ◦ R
−1
1 = R2 ◦ R1.
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Predykaty wieloargumentowe Operacje na relacjach dwuargumentowych

Operacje na relacjach dwuargumentowych

Niech R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1. Poka»emy, »e R1 ◦ R2 jest równowa»no±ci¡.
Po pierwsze, mamy:

(R1 ◦ R2)−1 = (R2 ◦ R1)−1 = R−11 ◦ R
−1
2 = R1 ◦ R2,

tj. R1 ◦ R2 jest symetryczna.

Po drugie, mamy:

(R1 ◦ R2) ◦ (R1 ◦ R2) = R1 ◦ (R2 ◦ R1) ◦ R2 = R1 ◦ (R1 ◦ R2) ◦ R2 =
(R1 ◦ R1) ◦ (R2 ◦ R2) ⊆ R1 ◦ R2,

tj. R1 ◦ R2 jest przechodnia.

Zwrotno±¢ R1 ◦ R2 jest oczywista, poniewa» R1 oraz R2 s¡ zwrotne z
zaªo»enia.
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KRP z identyczno±ci¡ Predykat identyczno±ci

Relacja identyczno±ci

Identyczno±¢ jest relacj¡ równowa»no±ci, czyli jest zwrotna, symetryczna
oraz przechodnia. Nadto, przedmioty identyczne s¡ nieodró»nialne, ani
przez »adn¡ wªasno±¢, ani poprzez pozostawanie w zale»no±ciach z innymi
przedmiotami.

Zauwa»my, »e bez relacji identyczno±ci praktycznie niewyobra»alne jest
uprawianie wi¦kszo±ci dyscyplin matematycznych � wspóªczesne
rozumienie poj¦cia funkcji, jednego z najistotniejszych poj¦¢
matematycznych, wykorzystuje relacj¦ identyczno±ci.
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Predykat identyczno±ci

Dla predykatu identyczno±ci tradycyjnie u»ywanym symbolem jest = i
tradycja ta zostanie tu uszanowana. To, »e relacj¦ identyczno±ci
oznaczamy tym samym symbolem, nie powinno prowadzi¢ do
nieporozumie« � z kontekstu zawsze b¦dzie jasno wynika¢, czy odnosimy
si¦ do predykatu (j¦zyk), czy do relacji (odniesienie przedmiotowe j¦zyka,
interpretacje).

Tak wi¦c, identyczno±¢ termów t1 oraz t2 zapisywa¢ b¦dziemy formuª¡:
t1 = t2. Formuª¦ ¬t1 = t2 b¦dziemy (tak»e zgodnie z tradycj¡), zapisywa¢
te» czasem w postaci t1 6= t2.
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Predykat identyczno±ci

O predykacie identyczno±ci zakªada si¦ nast¦puj¡ce aksjomaty:

(1) ∀x (x = x)

(2) ∀x1 . . . ∀xn∀y1 . . . ∀yn ((x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn = yn)→
(F (x1, . . . , xn) = F (y1, . . . , yn)))

(3) ∀x1 . . . ∀xn∀y1 . . . ∀yn ((x1 = y1 ∧ . . . ∧ xn = yn)→
(P(x1, . . . , xn) ≡ Q(y1, . . . , yn))).

dla wszystkich n-argumentowych symboli funkcyjnych F oraz wszystkich
predykatów n-argumentowych P , Q, dla wszystkich n.

Zwrotno±¢ predykatu identyczno±ci wyra»a warunek (1). Wªasno±ci:
symetryczno±ci oraz przechodnio±ci predykatu identyczno±ci, czyli:

∀x∀y (x = y → y = x)

∀x∀y∀z ((x = y ∧ y = z)→ x = z)

s¡ konsekwencj¡ powy»szych aksjomatów.
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Antysymetria i spójno±¢

Mówimy, »e relacja R ⊆ U × U jest:

spójna, gdy dla ka»dego x ∈ U istnieje y ∈ U taki, »e x 6= y oraz:
xRy lub yRx

antysymetryczna, gdy dla wszystkich x , y ∈ U: je±li x 6= y , to xRy

lub yRx .

Przykªady. Relacja 6 jest spójna oraz antysymetryczna w zbiorze
wszystkich liczb caªkowitych. Relacja inkluzji w rodzinie podzbiorów
dowolnego zbioru jest w tej rodzinie antysymetryczna. Relacja R

zde�niowana w zbiorze generaªów Wojska Polskiego warunkiem: xRy wtedy
i tylko wtedy, gdy x ma nie wi¦cej orderów ni» y nie jest w tym zbiorze
antysymetryczna, o ile istniej¡ ró»ni generaªowie o tej samej liczbie orderów.
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Kwanty�katory numeryczne

Kwanty�kator egzystencjalny pozwala wyrazi¢ poj¦cie �co najmniej jeden�.
Poj¦cia �istnieje co najwy»ej jeden�, �istniej¡ dokªadnie dwa�, itp. wymagaj¡
w swoim sformuªowaniu u»ycia, oprócz kwanty�katorów, tak»e predykatu
identyczno±ci. Oto kilka takich kwanty�katorów numerycznych (P jest tu
dowolnym predykatem):

∃x P(x) (istnieje co najmniej jeden przedmiot o wªasno±ci P)

∃x∃y ((P(x) ∧ P(y)) ∧ x 6= y) (istniej¡ co najmniej dwa przedmioty o
wªasno±ci P)

∃x∃y∃z (((P(x) ∧ P(y)) ∧ P(z)) ∧ ((x 6= y ∧ y 6= z) ∧ x 6= z))
(istniej¡ co najmniej trzy przedmioty o wªasno±ci P)

Z powy»szego powinno by¢ jasne, jak zapisa¢ �istnieje co najmniej n
przedmiotów o wªasno±ci P�.
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Kwanty�katory numeryczne

Wyra»enie: �Istnieje co najwy»ej n przedmiotów o wªasno±ci P� jest
równowa»ne wyra»eniu: �Nieprawda, »e istnieje co najmniej n + 1
przedmiotów o wªasno±ci P�.

Wyra»enie: �Istnieje dokªadnie n przedmiotów o wªasno±ci P� jest
równowa»ne koniunkcji wyra»e«:

�Istnieje co najmniej n przedmiotów o wªasno±ci P�.

�Istnieje co najwy»ej n przedmiotów o wªasno±ci P�.

�wiczenie. Zapisz w j¦zyku KRP formuª¦ stwierdzaj¡c¡, »e istniej¡
dokªadnie trzy przedmioty posiadaj¡ce wªasno±¢ P .
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Porz¡dki

Uwaga. Poszczególne podr¦czniki ró»ni¡ si¦ terminologi¡ dotycz¡c¡ relacji
porz¡dkuj¡cych.

Mówimy, »e relacja R ⊆ U × U jest:

preporz¡dkiem, gdy jest ona zwrotna i przechodnia w U

cz¦±ciowym porz¡dkiem, gdy jest ona zwrotna, przechodnia i
antysymetryczna w U

liniowym porz¡dkiem, gdy jest ona spójnym cz¦±ciowym porz¡dkiem
w U

ostrym cz¦±ciowym porz¡dkiem, gdy jest ona asymetryczna i
przechodnia w U

ostrym liniowym porz¡dkiem, gdy jest ona spójnym ostrym
cz¦±ciowym porz¡dkiem w U.
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KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Porz¡dki

Przykªady.

Inkluzja ⊆ jest porz¡dkiem cz¦±ciowym.

Inkluzja wªa±ciwa ⊂ jest ostrym porz¡dkiem cz¦±ciowym.

Relacja mniejszo±ci < jest ostrym porz¡dkiem liniowym.

Relacja niewi¦kszo±ci 6 jest porz¡dkiem liniowym.

Relacja R okre±lona (dla liczb naturalnych dodatnich) warunkiem: xRy
wtedy i tylko wtedy, gdy x dzieli bez reszty y jest porz¡dkiem
cz¦±ciowym.
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Porz¡dki

Niech R b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem na U. Element x ∈ U nazywamy:

R-minimalnym, gdy ∀y ∈ U (yRx → x = y)

R-maksymalnym, gdy ∀y ∈ U (xRy → x = y)

R-najmniejszym, gdy ∀y ∈ U xRy

R-najwi¦kszym, gdy ∀y ∈ U yRx .

Uwaga: element R-najmniejszy (resp. R-najwi¦kszy), o ile istnieje, jest te»
elementem R-minimalnym (resp. R-maksymalnym), lecz niekoniecznie na
odwrót.
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KRP z identyczno±ci¡ Przykªady

Porz¡dki

Znajd¹ elementy: minimalne, maksymalne oraz (je±li istniej¡) najwi¦kszy
oraz najmniejszy.
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Porz¡dki

Gdy xRy oraz nie istnieje z ∈ U taki, »e x 6= z , y 6= z , xRz i zRy , to
mówimy, »e x jest bezpo±rednim R-poprzednikiem y (a y

bezpo±rednim R-nast¦pnikiem x).

Mówimy, »e liniowy porz¡dek R jest:

dyskretny, gdy ka»dy element U ma bezpo±redni R-poprzednik oraz
R-nast¦pnik.

g¦sty, gdy ∃x , y ∈ U (xRy) ∧ ∀x , y ∈ U (xRy → ∃z ∈ U (x 6=
z ∧ z 6= y ∧ xRz ∧ zRy)).

Uwaga. �aden porz¡dek (na zbiorze niepustym) nie mo»e by¢ jednocze±nie
dyskretny i g¦sty, ale s¡ porz¡dki, które nie s¡ ani dyskretne, ani g¦ste.
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Porz¡dki

Przykªady.

Zbiór wszystkich liczb caªkowitych (i ka»dy jego podzbiór) jest
uporz¡dkowany w sposób dyskretny przez relacj¦ mniejszo±ci <.

Zbiór wszystkich liczb wymiernych jest przez relacj¦ mniejszo±ci <
uporz¡dkowany w sposób g¦sty.

Zbiór wszystkich liczb rzeczywistych tak»e jest uporz¡dkowany w
sposób g¦sty przez relacj¦ mniejszo±ci <. Ale liczb rzeczywistych jest
istotnie wi¦cej ni» liczb wymiernych. Relacja mniejszo±ci porz¡dkuje
wszystkie liczby rzeczywiste w tzw. sposób ci¡gªy.
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Porz¡dki

Liniowy porz¡dek R nazywamy dobrym porz¡dkiem na U, je±li ka»dy
niepusty podzbiór U ma element R-najmniejszy.

Zbiór wszystkich liczb naturalnych jest uporz¡dkowany liniowo przez
relacj¦ 6. Relacja ta jest na tym zbiorze tak»e dobrym porz¡dkiem.

Zbiór wszystkich liczb caªkowitych jest liniowo uporz¡dkowany przez
relacj¦ 6. Uporz¡dkowanie to nie jest dobrym porz¡dkiem na tym
zbiorze.

Uwaga. Termin dobry nie ma tu charakteru ocennego.
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Porz¡dki

Niech R b¦dzie cz¦±ciowym porz¡dkiem zbioru U i niech A ⊆ U. Mówimy,
»e element u ∈ U jest:

ograniczeniem dolnym zbioru A, gdy uRx dla wszystkich x ∈ A

ograniczeniem górnym zbioru A, gdy xRu dla wszystkich x ∈ A

kresem dolnym zbioru A, gdy u jest R-najwi¦kszym z ogranicze«
dolnych zbioru A

kresem górnym zbioru A, gdy u jest R-najmniejszym z ogranicze«
górnych zbioru A.
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Porz¡dki

Przykªady.

Iloczyn A ∩ B jest kresem dolnym zbioru {A,B} w rodzinie wszystkich
podzbiorów ustalonego zbioru U uporz¡dkowanej cz¦±ciowo przez
relacj¦ inkluzji.

Suma A ∪ B jest kresem górnym zbioru {A,B} w rodzinie wszystkich
podzbiorów ustalonego zbioru U uporz¡dkowanej cz¦±ciowo przez
relacj¦ inkluzji.

Niech A b¦dzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych x takich, »e
x2 < 2. Wtedy liczba rzeczywista

√
2 jest kresem górnym zbioru A.

Niech A b¦dzie zbiorem wszystkich liczb wymiernych x takich, »e
x2 > 2. Wtedy liczba rzeczywista

√
2 jest kresem dolnym zbioru A.
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