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Ciato R liczb rzeczywistych uporzadkowane w sposéb zupetny (z metryka)
stanowi podstawe analizy rzeczywistej. Pamietamy, ze w R istnieja
struktury:

@ algebraiczna, wyznaczona przez operacje arytmetyczne na liczbach
rzeczywistych;
@ porzadkowa, wyznaczona przez ciagty porzadek liczb rzeczywistych;

© topologiczna, wyznaczona przez metryke (funkcje odlegtosci),
definiowang w sposéb charakterystyczny dla przestrzeni euklidesowych.

Wszystkie te struktury zostang teraz wykorzystane w badaniu funkgji
rzeczywistych, a wiec np. w ustalaniu rodzajéw monotonicznosci, osiagania
wartosci ekstremalnych (minimalnych lub maksymalnych), przebiegu
zmiennosci funkgji, itd. Dzisiaj oméwimy dwa pojecia: granicy funkcji w
punkcie oraz ciagfosci funkcji w punkcie. Stuchaczy zachecamy do
Sledzenia roli aksjomatu ciagtosci w rozwazanych konstrukcjach.
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Niech f : X — R, gdzie X # () oraz X C R. Méwimy, ze:
Q f jest rosngca w X, gdy dla dowolnych x1,x € X, jesli x; < xp, to
f(x1) < f(x2);
@ f jest malejaca w X, gdy dla dowolnych x1,x € X, jesli x; < xo, to
f(x1) > f(x2);
© f jest niemalejaca w X, gdy dla dowolnych x1,x2 € X, jesli x; < xp, to
f(x1) < f(x2);
Q f jest nierosnaca w X, gdy dla dowolnych x1, x> € X, jesli x; < xa, to
f(x1) = f(x);
Niech X bedzie przedziatem w R. Méwimy, ze funkcja f : X — R jest:

Q@ wypukfa w X, gdy dla dowolnych xq, xo € X oraz dowolnych a,b > 0
takich, ze a + b = 1 zachodzi nieréwnos¢:
f(a-x1+b~x2) < a-f(x1)+b-f(x2)

@ whklesta w X, gdy dla dowolnych x1,x € X oraz dowolnych a,b > 0
takich, ze a4+ b = 1 zachodzi nieréwnos¢:
f(a‘X1+b'X2) = a-f(xl)—i—b'f(xz)
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Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej

o Funkcje stafe. Niech ) # X C R oraz f : X — R. Jesli f(x) = ¢ dla
wszystkich x € X, to f nazywamy funkcja stafa.

o Funkcje liniowe. Funkcje f(x) = a- x + b, gdzie a oraz b sa liczbami
rzeczywistymi.

e Funkcje schodkowe. Niech f : [a, b] — R oraz
a=xp <x1 <...<x,=>b. Jesli f jest stata w kazdym z przedziatéw
(xi—1,x;) (1 < i< n), to f nazywamy funkcja schodkowa.

e Funkcje famane. Niech f : [a, b] — R oraz
a=xp <x1 <...<x,=>b. Jesli f jest liniowa w kazdym z
przedziatéw [x;_1,x;] (1 < i < n), to f nazywamy funkcja tamana.

e Funkcje wielomianowe. Wielomianem stopnia n nazywamy funkcje
f : R — R o postaci:

1

f(x)=ap-x"+a1-x"""+...+ap_1-x+ ap,

gdzie n > 0, ap, a1,...,a, € R oraz a9 # 0.
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Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej

e Funkcje wymierne. Funkcja wymierng nazywamy funkcje f : X - R o
postaci:

B ag-x"+a-x" 14+ . +a,1-x+ap
by xM 4 by -xm L4 4 byg-x+ by

f(x)

gdzie m,n >0, ag,a1,...,an, by, b1,...,bm € R oraz ag #0i by #0.
W tym przypadku X jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, ktére
nie s3 pierwiastkami wielomianu w mianowniku rozwazanej funkgji (o
ile licznik i mianownik nie maja wspdlnych pierwiastkéw).

e Funkcje potegowe. Dla dowolnej liczby catkowitej a funkcja
f : R — R okreslona wzorem f(x) = x® jest nazywana funkcja
potegowa. Jak pamietamy z poprzedniego wyktadu, mozna tez
okresli¢ funkcje potegowa dla dowolnego wyktadnika rzeczywistego,
przy czym wtedy jej dziedzina i przeciwdziedzina jest przedziatem
niewtasciwym [0, 00). Dla kazdej liczby rzeczywistej a # 0 funkcja

odwrotna do funkcji potegowej f(x) = x® jest funkcja f~1(x) = x=
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Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej

e Funkcje wyktadnicze. Dla a > 0 funkcja 7 : R — (0, 00) okreslona
wzorem f(x) = a* jest nazywana funkcja wyktadniczg. Stuchacze
pamietajg ze szkoty, ze dla a > 1 funkcja wyktadnicza jest scisle
rosnaca, a dla 0 < a < 1 jest scisle malejaca. Szczegélnie wazna dla
dalszych rozwazan jest funkcja wyktadnicza e*.

e Funkcje logarytmiczne. Funkcje odwrotng do funkcji wyktadniczej
f(x) = a* nazywamy funkcja logarytmiczna. Stosujemy dla niej
oznaczenie log, x (gdzie liczbe a nazywamy podstawa logarytmu). Jej
dziedzing jest zbiér R . Szczegélnie wazna dla dalszych rozwazan jest
funkcja logarytmiczna o podstawie e: stosuje sie dla niej oznaczenie
In x.

o Funkcje trygonometryczne. Znane stuchaczom ze szkoty funkgje:
sin x, cos x, tgx, cot x. Zaktadamy, ze stuchacze pamietaja, jakie s3
dziedziny i przeciwdziedziny tych funkgji, wiedza, ze sa to funkcje
okresowe, pamietaja wykresy tych funkgcji.
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Granica funkcji w punkcie Definicja

@ Rozwazmy nastepujacy problem poznawczy: czy jesli ciagg argumentéw
funkcji f : R — R jest zbiezny do swojej granicy, to ciag
odpowiadajacych im wartosci funkgji jest zbiezny?

@ Inaczej sformutowa¢ mozna ten problem nastepujaco: czy dla
argumentéw dostatecznie bliskich wybranemu punktowi xp € R ciag
wartosci funkgji f dla tych argumentéw jest zbiezny do jakiejs liczby,
czyli wartosci te sa dostatecznie bliskie tej liczbie?

@ Rozwazany problem dotyczy wtasnosci lokalnych: pytamy o
,zachowanie sie” funkcji w pewnym otoczeniu interesujacego nas
punktu.

@ Nie pytamy — na razie — o to, jaka jest wartos¢ funkgeji dla argumentu,
bedacego granica rozwazanego ciggu argumentéw. Funkcja moze
nawet by¢ nieokreslona dla tego punktu granicznego, interesuje nas
jedynie, jak ,zachowuja sie” wartosci funkcji w otoczeniu tego punktu.
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Granica funkcji w punkcie Definicja

e Definicja granicy funkcji w punkcie (Cauchy). Niech f : X — R,
gdzie
X={x€eR:0<|x—x0| < adla pewnej a > 0}.
Méwimy, ze liczba g jest granica funkcji f w punkcie xp, gdy dla
kazdego £ > 0 istnieje § > 0 taka, ze: jesli 0 < |x — xo| < 9, to
|f(x) — g| < e. W takim przypadku piszemy: lim f(x) = g. Czasem
X—>X0
uzywa si¢ tez zapisu: f(x) — g dla x — xo.

e Definicja granicy funkcji w punkcie (Heine). Liczbe g nazywamy
granica funkgji f w punkcie xo, gdy dla kazdego ciagu (x,) takiego, ze
Xn # xo dla wszystkich n > 1: jedli lim x, = xo, to lim f(x,) = g.

n—oo n—oo

o Twierdzenie. Zafézmy, ze funkcja f jest okreslona dla wszystkich x
takich, iz 0 < |x — xo| < a dla pewnej liczby a > 0. Istnienie granicy
funkcji f w punkcie xg w sensie definicji Cauchy’ego jest réwnowazne
istnieniu granicy funkcji f w punkcie xo w sensie definicji Heinego.
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Granica funkcji w punkcie Whasnosci granic

o Jesli funkcje f i g maja granice w punkcie xg, to funkcje f + g, f — g
oraz f - g takze majg granice w tym punkcie oraz:

Jim (f(x) + g(x)) = lim f(x) + lim g(x)
Jim (f(x) —g(x)) = lim f(x) — lim g(x)
Jim (f(x) - g(x)) = lim f(x)- lim g(x)

o Jezeli lim f(x) = 0 oraz istnieje liczba a > 0 taka, ze funkcja g jest
X—X0

ograniczona w zbiorze wszystkich x spetniajacych nieréwnosci
0<|x—x|<a to lim f(x)-g(x)=0.
X—r X0

@ Jesli funkcja £ ma w punkcie xg granice rézna od zera, to funkcja %

réwniez ma w punkcie xp granice i zachodzi réwnosé:
1

lim A= —L1 .
x—xo T(X) Xll[r)‘(o f(x)

o Jegli funkcje f i g maja granice w punkcie xp oraz lim g(x) # 0, to
X—>X0

funkcja é réwniez ma w punkcie xp granice i zachodzi réwnos¢:

lim £(x)
. M _ x—=Xxp
dim, 860 = Tm 800"
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ey
@ Obliczymy Iimosin x. Pamietamy nieréwnos¢ |sin x| < |x| dla [x]| < §
X—>
Niech € > 0. Jesli przyjmiemy § = ¢, to dla |x| < § mamy
|sinx| < =e. Tak wiec, ||mosmx =0.

@ Pokazemy, ze funkcja f(x) = x> ma w punkcie xo = 0 granice réwna

0. Wezmy bowiem dowolny ciag liczb rzeczywistych (x,) dazacy do

zera, czyli taki, ze lim x, = 0. Mamy wtedy:
n—oo

2 : 2 _ 02—
nhj;of(x")_ lim N Xp = (ILmoox,,) =0-=0.

Pokazemy, ze funkcja f(x) = sin L (zdefiniowana dla x # 0) nie ma granicy
w w punkcie xg = 0. Wystarczy w tym celu znalez¢ dwa ciagi (x,) oraz
(yn), oba zbiezne do 0 takie, ze ciagi wartosci (f(xn)) oraz (f(yn)) sa
zbiezne do réznych granic. Niech: x, = i oraz y, = ﬁ Wtedy

oczywiscie: ||m Xp = ||m yn=0. I\/Iamy Jednak.
lim f(x,) = ||m sm(n 7r) im 0=0

n—o0 n—o0 n—o00

lim f(y,) = lim sin(3+2-n-m) = lim 1 =1
n—oo n—oo n—oo

Tak wiec, nie istnieje granica funkcji f(x) = sin % w w punkcie xg = 0.
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Granica funkcji w punkcie Granice jednostronne i niewtasciwe

@ Niech f bedzie okreslona w (xq, xp + a), gdzie a > 0. Méwimy, ze f
ma w punkcie xg granice prawostronng réwng g, gdy dla kazdego
e > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze: jedli 0 < x — xg < 9, to
[f(x) — g| < e. Zapis: lim f(x)=g.

X*)XO

o Niech f bedzie okreslona w (xg — a, xp), gdzie a > 0. Méwimy, ze
ma w punkcie xo granice lewostronna réwna g, gdy dla kazdego ¢ > 0
istnieje liczba § > 0 taka, ze: jesli 0 < xp — x < ¢, to |f(x) — g| < e.
Zapis: lim f(x) =g.

X=Xy

@ Niech f bedzie okreslona dla x takich, ze 0 < |x — xp| < a, gdzie
a > 0. Méwimy, ze f ma w punkcie xo granice niewfasciwg +oo, gdy
dla kazdej liczby M > Q istnigje liczba § > 0 taka, iz: jedli
0 < |x —xo0| <9, to f(x) > M. Zapis: XIi_)rr;(0 f(x) = +o0.

@ Niech f bedzie okreslona dla x takich, ze 0 < |x — xp| < a, gdzie
a > 0. Méwimy, ze f ma w punkcie xy granice niewfasciwg —oo, gdy
dla kazdej liczby M > Q istnigje liczba § > 0 taka, iz: jesli
0 < |x—xp| <9, to f(x) < —M. Zapis: Xli_)rr)(0 f(x) = —o0.
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Granica funkcji w punkcie Granice jednostronne i niewtasciwe

Przyktad. Niech funkcja f bedzie okreslona warunkami:
QO f(x)=xdlax<0
Q f(x)=x>+1dlax>0.

Zbadamy, czy funkcja ta ma granice w punkcie xg = 0.

e Granica lewostronna funkcji w xo = 0. Dla dowolnego ciagu (x,)
takiego, ze x, < 0 dla wszystkich n oraz lim x, =x3 =0 mamy
%

||_>m f(xn) = ||m xp = 0. Tak wiec, mamy: ||m f(x) =

o Granica prawostronna funkcji w xo = 0. Dla dowolnego ciagu (xn)
takiego, ze x, > 0 dla wszystkich n oraz lim x, = xp = 0 mamy:
n—oo
lim f(xp) = lim (x2 4+ 1) = 02 +1 = 1. Tak wigc, mamy:
n—oo n—oo
lim f(x)=1. Widzimy, ze granica lewostronna funkcji w punkcie

x—0*t
xo = 0 jest r6zna od granicy prawostronnej funkcji w tym punkcie, a

wiec granica funkgji nie istnieje w punkcie xo = 0.
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Granica funkcji w punkcie Granice w nieskoficzonosci

@ Niech f bedzie okreslona dla x € [a,0) dla pewnego a > 0. Méwimy,
ze liczba g jest granica funkcji f przy x dazacym do oo, gdy dla
kazdego € > 0 istnieje liczba M > a taka, ze: jesli x > M, to
|f(x) — g| < . Piszemy wtedy: Xll_)ngo f(x)=g.

o Niech f bedzie okreslona dla x € (—o0, a] dla pewnego a > 0.
Méwimy, ze liczba g jest granica funkcji f przy x dazacym do —oo,
gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje liczba M > 0 taka, ze: jedli x < —M,
to |[f(x) — g| < e. Piszemy wtedy: XETOO f(x)=g.

o Mowimy, ze funkcja f ma granice +o0o przy x dazgcym do +oo, gdy f
jest okreslona w pewnym przedziale [a, +00) oraz gdy dla kazdej liczby
M > 0 istnieje liczba A > a taka, ze: jesli x > A, to f(x) > M.
Podobnie dla pozostatych przypadkéw granic niewtasciwych funkgji
przy x dazacym do +o0o lub —oco.
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Granica funkcji w punkcie Granice w nieskoficzonosci

Przyktady

e Pokazemy, ze funkcja f(x) = Xiz ma w punkcie xg = 0 granice
niewtasciwg +oo. Pokazemy zatem, ze dla kazdej liczby M > 0
istnieje liczba 0 > 0 taka, iz: jesli [x — 0] < 0, to Xl—z > M. Niech
M > 0. Liczba § > 0 ma by¢ taka, ze |x| < 9, czyli ﬁ > %, aw

konsekwencji Xl—z > 5%. Jesli przyjmiemy 6% =M, czyli § = \/1—” to

8 > 0 oraz zachodzi & > M. To oznacza, ze lim & = oc.
X x—0 X

e Pokazemy jeszcze raz, ze funkcja f(x) = Xl—z ma w punkcie xo = 0

granice niewtasciwa +00, tym razem korzystajac ze stylizacji Heinego.
Niech (x,) bedzie dowolnym ciagiem o wyrazach réznych od 0 takim,

ze lim x, = 0. Poniewaz mamy wtedy (x,)2 # 0 dla wszystkich n
n—o0
. 2 _ . . . _ . 1 —_ .
oraz nll_r}noo x5 =0, wiec: nll_r)noo f(xn) = nll_r)noo sz = 00, otrzymujemy

ostatecznie, ze lim % =
x—0 X
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Ciagtoéé funkcji Definicja

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu (xg — a, xo + a)
punktu xg, gdzie a > 0. Méwimy, ze funkcja f jest ciggta w punkcie x,
gdy istnieje jej granica w tym punkcie i jest ona réwna jej wartoéci w tym
punkcie, czyli lim f(x) = f(xp).

X—Xp

Twierdzenie. Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu

(xo — a,xo + a) punktu xo, gdzie a > 0. Funkcja f jest ciagta w punkcie xg
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z wzajemnie réwnowaznych
nastepujacych warunkow:

O Ciagtos¢ w sensie Cauchy’ego. Dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0
taka, ze: jesli |x — xo| < 0, to |[f(x) — f(x0)| < €.

@ Ciagtos¢ w sensie Heinego. Dla kazdego ciaggu (x,) zbieznego do
xo, ciag (f(xn)) jest zbiezny do f(xg).
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Ciagtoéé funkcji Definicja

e W kazdym punkcie ciagte sa funkcje: potegowa, wielomianowa,
wyktadnicza, sinus, cosinus.

o Ciagte w tych punktach, w ktérych s okreslone sa funkcje: wymierna,
logarytmiczna, tangens, cotangens.

e Funkcja f(x) = S""TX nie jest ciagta w punkcie xo = 0, poniewaz nie
jest w nim okreslona. Jesli jednak przyjmiemy, ze f(0) = 1, to tak
uzupetniona funkcja jest ciggta w punkcie xp = 0. Zachecamy
stuchaczy do samodzielnego zmierzenia sie z udowodnieniem, ze

Iim0 sinX — 1. Wskazéwka: skorzystaj z nieréwnosci sin x < x dla

X—

x > 0 oraz sporzadz rysunek, pozwalajacy uzasadnié, ze tg x > x dla
0<x<73.

e Funkcja f(x) = X% nie jest ciagta w punkcie xo = 0, poniewaz nie ma
w tym punkcie granicy.
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Ciggtosé funkcji Rodzaje nieciaggtosci

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu (xg — a, xp + a)
punktu xo, gdzie a > 0 oraz niech f nie bedzie ciggta w xg. Méwimy, ze:

@ Funkcja f ma w punkcie xg nieciggtos¢ pierwszego rodzaju, gdy istniejg

granice jednostronne lim f(x) oraz lim f(x). Jezeli przy tym f ma
X—>x6r X=Xy

granice lim f(x), to nieciagtos¢ w punkcie xo nazywamy usuwalng, a
X—r X0
jesli ta granica nie istnieje, to nieciggtos¢ nazywamy nieusuwalna.
@ Funkcja f ma w punkcie xo nieciggfos¢ drugiego rodzaju, gdy nie
istnieje co najmniej jedna z granic jednostronnych: Iim+ f(x) oraz

XA)XO
lim f(x).
X=Xy

e Funkcja f(x) = sin% dla x # 0 oraz 7(0) = 0 nie jest ciagta w punkcie
xp = 0, poniewaz nie ma w tym punkcie granicy.

e Funkcja f(x) = S”’TX nie jest ciagta w punkcie xo = 0, poniewaz nie
jest w nim okreslona.
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Ciggtosé funkcji Woybrane wtasnosci funkcji ciagtych

o Jezeli funkcje f oraz g sa ciagte w punkcie xp, to ciagte w tym punkcie
sa réwniez funkcje: f +g, f —g, f-goraz c-f, gdzie c € R. Jezeli
f

dodatkowo g(xp) # 0, to ciagte w punkcie xp sa tez funkcje: é oraz —.

@ Zatézmy, ze funkcja g jest ciagta w punkcie xp, natomiast funkcja £
jest ciagta w punkcie g(xp). Wtedy funkcja ztozona f o g jest ciagta w
punkcie xp. Przypominamy, ze (f o g)(x) = f(g(x)).

@ Niech funkcja f bedzie okre$lona w pewnym przedziale [xop, xo + a),
gdzie a > 0. Méwimy, ze f jest prawostronnie ciaggfa w punkcie xq,
gdy f ma granice prawostronna w xp oraz lim f(x) = f(xo).

x—xg

@ Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym przedziale (xg — a, xo],

gdzie a > 0. Méwimy, ze f jest lewostronnie ciagfa w punkcie xg, gdy

f ma granice lewostronng w xp oraz lim f(x) = f(xo).
X=Xy
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Ciggtosé funkcji Ciggtosé funkcji w zbiorze

@ Niech funkcja f bedzie okreslona w niepustym zbiorze X C R.
Méwimy, ze f jest ciagfa w punkcie xg wzgledem zbioru X, gdy dla
kazdego £ > 0 istnieje > 0 taka, ze: jezeli x € X oraz |x — xg| < 0,
to |[f(x) — f(x0)| < e.

o Jezeli funkcja f jest okreslona w niepustym zbiorze X C R i jest ciagta
w kazdym punkcie xp € X wzgledem zbioru X, to méwimy, ze f jest
ciagta w zbiorze X.

o Funkcja ciggta w przedziale domknietym jest w tym przedziale
ograniczona.

o Funkcja ciggta w przedziale domknietym osigga w tym przedziale swoje
kresy.
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Ciggtosé funkcji Jednostajna ciggtoéé funkcji

Niech funkcja f bedzie okreslona w niepustym zbiorze X C R. Méwimy, ze
f jest jednostajnie ciagta w zbiorze X, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje 6 > 0
taka, ze dla wszystkich x,y € X: jesli |[x — y| < ¢, to |f(x) — f(y)| <e.
Zauwazmy, ze w powyzsze] definicji liczba ¢ jest wspdlnym ograniczeniem
rozwazanych odlegtosci miedzy punktami, a wiec nie jest wybierana dla
kazdego z tych punktéw z osobna.

e Zauwazmy, ze np. funkcja f(x) = % jest ciagta w kazdym punkcie
przedziatu otwartego (0, 1), ale nie jest w tym przedziale jednostajnie
ciagta. Dla dowolnej 6 > 0 mozna bowiem wybra¢ w tym przedziale

1

punkty x; oraz x, w taki sposéb, ze liczba \X—l — Xiz| Jjest dowolnie duza.

@ Funkcja jednostajnie ciagta w zbiorze X jest ciggta w tym zbiorze (ale
niekoniecznie na odwrét).

@ Funkcja ciggta w przedziale domknietym jest w tym przedziale
jednostajnie ciagta.
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Ciggtosé funkcji Twierdzenie Darboux

Niektérzy stuchacze mogli poczué sie znuzeni licznymi subtelnosciami
pojeciowymi wprowadzonymi w tym wyktadzie, a takze zniecierpliwieni tym,
ze range twierdzen przypisuje sie obserwacjom, ktére wydaja sie intuicyjnie
oczywiste. Jak poucza historia matematyki (a takze epistemologia),
oczywistos¢ bywa ztudna putapka. Tak wiec, np. stwierdzenie, ze funkcja
ciagta w przedziale domknietym jest w tym przedziale ograniczona istotnie
wymaga dowodu, nie wystarcza tu odwotanie sie np. do rysunku. Podobnie
rzecz ma sie z nastepujaca wazna wtasnoscia, charakteryzujaca funkcje
ciagte:

Twierdzenie Darboux. Zafézmy, ze funkcja f jest ciggta w przedziale |
(niekoniecznie domknietym) oraz ze w punktach xi,xp € | takich, ze

x1 < xa przyjmuje rézne wartosci y; = f(x1) oraz y» = f(x2). Wtedy w
przedziale domknietym [x1, x2] funkcja f przyjmuje wszystkie wartosci
posrednie miedzy vy oraz y», czyli dla kazdego yy zawartego miedzy y; oraz
yo istnieje xp € [X1,X2] taki, ze yp = f(Xo).
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Dodatek: ciagi i szeregi funkcyjne

Niech (f,) bedzie ciagiem funkcji o wartosciach rzeczywistych okreslonych
na niepustym zbiorze X C R.

e Moéwimy, ze ciag (f,) jest punktowo zbiezny do funkgji f o wartosciach
rzeczywistych okreslonej na X, gdy nII—>n;o fa(x) = f(x) dla kazdego
x € X.

e Méwimy, ze ciag (fy) jest jednostajnie zbiezny do funkcji f o
wartosciach rzeczywistych okreslonej na X, gdy dla kazdego ¢ > 0
istnieje liczba N taka, ze |f,(x) — f(x)| < e dla wszystkich n > N oraz
wszystkich x € X. Zauwazmy, ze w tej definicji liczba N jest
wybierana niezaleznie od punktéw x € X.

oo
e Mdéwimy, ze szereg > fy(x) jest jednostajnie zbiezny w X do sumy
n=0
n

s(x), gdy ciag jego sum czesciowych s,(x) = > fi(x) jest
k=0

jednostajnie zbiezny do s(x) w X.
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o Ciag funkcji f,(x) = x" jest zbiezny punktowo do funkcji 7(x) takiej,
ze f(x) =0dla 0 < x <1 oraz f(1) = 1. Zauwazmy, ze wszystkie
funkcje f, sa ciagte w przedziale domknietym [0, 1], natomiast funkcja
f nie jest ciggta w tym przedziale. Ciag ten nie jest jednostajnie
zbiezny w przedziale domknietym [0, 1].

o Ciag fr(x) = x"- (1 — x)" jest zbiezny do funkcji statej réwnej zero dla
x € [0,1]. Ponadto, ciag ten jest jednostajnie zbiezny do swojej
granicy.

oo
Szereg potegowy to szereg funkcyjny o postaci Y a, - x" lub
n=0
oo
> an-(x —x0)", gdzie wspétczynniki a, € R. Promieniem zbieznosci
n=0

[e.e]
szeregu potegowego » . ap - x" nazywamy kres gérny R zbioru tych liczb
n=0

o

, dla ktérych szereg > a, - x" jest zbiezny (gdy zbidr ten nie jest
n=0

ograniczony, to przyjmujemy R = c0). Przedziat (—R, R) nazywamy

przedziatem zbieznosci szeregu potegowego o promieniu zbieznosci R.
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Mysl przekornie!

o Czy wtasnosc¢ ciagtosci ma realnosé fizyczna?

o Ustalilismy, ze nie istnieja nieskoriczone liczby rzeczywiste (aksjomat
Archimedesa!). Jaki jest zatem sens napisu )I(Lna f(x) = o0?

e Czy do moéwienia o ciagtosci funkcji konieczne jest zatozenie
aksjomatu ciggtosci?

o Kazdy potrafi pomalowa¢ ptot zwyktym pedzlem. Zastanéw sie nad

mozliwosciami ,pomalowania” np. wnetrza kota pedzlem, ktérego
koncéwka jest doktadnie jednym punktem.
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Co musisz ZZZ

@ Granica funkcji w punkcie, definicja Heinego i definicja Cauchy’ego.
o Ciagtos¢ funkcji w punkcie, definicja Heinego i definicja Cauchy’ego.
o Ciagtos¢ i jednostajna ciggtosc funkgji.

o Ciag funkcyjny i jego granica.
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