
Matematyczne podstawy kognitywistyki

Jerzy Pogonowski

Zakªad Logiki i Kognitywistyki UAM

pogon@amu.edu.pl

Granice i ci¡gªo±¢

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Granice i ci¡gªo±¢ 1 / 25



Wst¦p

Ciaªo R liczb rzeczywistych uporz¡dkowane w sposób zupeªny (z metryk¡)

stanowi podstaw¦ analizy rzeczywistej. Pami¦tamy, »e w R istniej¡

struktury:

1 algebraiczna, wyznaczona przez operacje arytmetyczne na liczbach

rzeczywistych;

2 porz¡dkowa, wyznaczona przez ci¡gªy porz¡dek liczb rzeczywistych;

3 topologiczna, wyznaczona przez metryk¦ (funkcj¦ odlegªo±ci),

de�niowan¡ w sposób charakterystyczny dla przestrzeni euklidesowych.

Wszystkie te struktury zostan¡ teraz wykorzystane w badaniu funkcji

rzeczywistych, a wi¦c np. w ustalaniu rodzajów monotoniczno±ci, osi¡gania

warto±ci ekstremalnych (minimalnych lub maksymalnych), przebiegu

zmienno±ci funkcji, itd. Dzisiaj omówimy dwa poj¦cia: granicy funkcji w

punkcie oraz ci¡gªo±ci funkcji w punkcie. Sªuchaczy zach¦camy do

±ledzenia roli aksjomatu ci¡gªo±ci w rozwa»anych konstrukcjach.
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Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej

Niech f : X → R, gdzie X 6= ∅ oraz X ⊆ R. Mówimy, »e:

1 f jest rosn¡ca w X , gdy dla dowolnych x1, x2 ∈ X , je±li x1 < x2, to

f (x1) < f (x2);

2 f jest malej¡ca w X , gdy dla dowolnych x1, x2 ∈ X , je±li x1 < x2, to

f (x1) > f (x2);

3 f jest niemalej¡ca w X , gdy dla dowolnych x1, x2 ∈ X , je±li x1 < x2, to

f (x1) 6 f (x2);

4 f jest nierosn¡ca w X , gdy dla dowolnych x1, x2 ∈ X , je±li x1 < x2, to

f (x1) > f (x2);

Niech X b¦dzie przedziaªem w R. Mówimy, »e funkcja f : X → R jest:

1 wypukªa w X , gdy dla dowolnych x1, x2 ∈ X oraz dowolnych a, b > 0

takich, »e a + b = 1 zachodzi nierówno±¢:

f (a · x1 + b · x2) 6 a · f (x1) + b · f (x2)
2 wkl¦sªa w X , gdy dla dowolnych x1, x2 ∈ X oraz dowolnych a, b > 0

takich, »e a + b = 1 zachodzi nierówno±¢:

f (a · x1 + b · x2) > a · f (x1) + b · f (x2)
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Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej

Funkcje staªe. Niech ∅ 6= X ⊆ R oraz f : X → R. Je±li f (x) = c dla

wszystkich x ∈ X , to f nazywamy funkcj¡ staª¡.

Funkcje liniowe. Funkcje f (x) = a · x + b, gdzie a oraz b s¡ liczbami

rzeczywistymi.

Funkcje schodkowe. Niech f : [a, b]→ R oraz

a = x0 6 x1 6 . . . 6 xn = b. Je±li f jest staªa w ka»dym z przedziaªów

(xi−1, xi ) (1 6 i 6 n), to f nazywamy funkcj¡ schodkow¡.

Funkcje ªamane. Niech f : [a, b]→ R oraz

a = x0 6 x1 6 . . . 6 xn = b. Je±li f jest liniowa w ka»dym z

przedziaªów [xi−1, xi ] (1 6 i 6 n), to f nazywamy funkcj¡ ªaman¡.

Funkcje wielomianowe. Wielomianem stopnia n nazywamy funkcj¦

f : R→ R o postaci:

f (x) = a0 · xn + a1 · xn−1 + . . .+ an−1 · x + an,

gdzie n > 0, a0, a1, . . . , an ∈ R oraz a0 6= 0.
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Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej

Funkcje wymierne. Funkcj¡ wymiern¡ nazywamy funkcj¦ f : X → R o

postaci:

f (x) =
a0 · xn + a1 · xn−1 + . . .+ an−1 · x + an

b0 · xm + b1 · xm−1 + . . .+ bm−1 · x + bm
,

gdzie m, n > 0, a0, a1, . . . , an, b0, b1, . . . , bm ∈ R oraz a0 6= 0 i b0 6= 0.

W tym przypadku X jest zbiorem wszystkich liczb rzeczywistych, które

nie s¡ pierwiastkami wielomianu w mianowniku rozwa»anej funkcji (o

ile licznik i mianownik nie maj¡ wspólnych pierwiastków).

Funkcje pot¦gowe. Dla dowolnej liczby caªkowitej α funkcja

f : R→ R okre±lona wzorem f (x) = xα jest nazywana funkcj¡

pot¦gow¡. Jak pami¦tamy z poprzedniego wykªadu, mo»na te»

okre±li¢ funkcj¦ pot¦gow¡ dla dowolnego wykªadnika rzeczywistego,

przy czym wtedy jej dziedzina i przeciwdziedzina jest przedziaªem

niewªa±ciwym [0,∞). Dla ka»dej liczby rzeczywistej α 6= 0 funkcj¡

odwrotn¡ do funkcji pot¦gowej f (x) = xα jest funkcja f −1(x) = x
1
α
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Funkcje jednej zmiennej rzeczywistej

Funkcje wykªadnicze. Dla a > 0 funkcja f : R→ (0,∞) okre±lona
wzorem f (x) = ax jest nazywana funkcj¡ wykªadnicz¡. Sªuchacze

pami¦taj¡ ze szkoªy, »e dla a > 1 funkcja wykªadnicza jest ±ci±le

rosn¡ca, a dla 0 < a < 1 jest ±ci±le malej¡ca. Szczególnie wa»na dla

dalszych rozwa»a« jest funkcja wykªadnicza ex .

Funkcje logarytmiczne. Funkcj¦ odwrotn¡ do funkcji wykªadniczej

f (x) = ax nazywamy funkcj¡ logarytmiczn¡. Stosujemy dla niej

oznaczenie loga x (gdzie liczb¦ a nazywamy podstaw¡ logarytmu). Jej

dziedzin¡ jest zbiór R+. Szczególnie wa»na dla dalszych rozwa»a« jest

funkcja logarytmiczna o podstawie e: stosuje si¦ dla niej oznaczenie

ln x .

Funkcje trygonometryczne. Znane sªuchaczom ze szkoªy funkcje:

sin x , cos x , tgx , cot x . Zakªadamy, »e sªuchacze pami¦taj¡, jakie s¡

dziedziny i przeciwdziedziny tych funkcji, wiedz¡, »e s¡ to funkcje

okresowe, pami¦taj¡ wykresy tych funkcji.
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Granica funkcji w punkcie De�nicja

Rozwa»my nast¦puj¡cy problem poznawczy: czy je±li ci¡g argumentów

funkcji f : R→ R jest zbie»ny do swojej granicy, to ci¡g

odpowiadaj¡cych im warto±ci funkcji jest zbie»ny?

Inaczej sformuªowa¢ mo»na ten problem nast¦puj¡co: czy dla

argumentów dostatecznie bliskich wybranemu punktowi x0 ∈ R ci¡g

warto±ci funkcji f dla tych argumentów jest zbie»ny do jakiej± liczby,

czyli warto±ci te s¡ dostatecznie bliskie tej liczbie?

Rozwa»any problem dotyczy wªasno±ci lokalnych: pytamy o

�zachowanie si¦� funkcji w pewnym otoczeniu interesuj¡cego nas

punktu.

Nie pytamy � na razie � o to, jaka jest warto±¢ funkcji dla argumentu,

b¦d¡cego granic¡ rozwa»anego ci¡gu argumentów. Funkcja mo»e

nawet by¢ nieokre±lona dla tego punktu granicznego, interesuje nas

jedynie, jak �zachowuj¡ si¦� warto±ci funkcji w otoczeniu tego punktu.
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Granica funkcji w punkcie De�nicja

De�nicja granicy funkcji w punkcie (Cauchy). Niech f : X → R,
gdzie

X = {x ∈ R : 0 < |x − x0| < a dla pewnej a > 0}.

Mówimy, »e liczba g jest granic¡ funkcji f w punkcie x0, gdy dla

ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e: je±li 0 < |x − x0| < δ, to
|f (x)− g | < ε. W takim przypadku piszemy: lim

x→x0
f (x) = g . Czasem

u»ywa si¦ te» zapisu: f (x)→ g dla x → x0.

De�nicja granicy funkcji w punkcie (Heine). Liczb¦ g nazywamy

granic¡ funkcji f w punkcie x0, gdy dla ka»dego ci¡gu (xn) takiego, »e
xn 6= x0 dla wszystkich n > 1: je±li lim

n→∞
xn = x0, to lim

n→∞
f (xn) = g .

Twierdzenie. Zaªó»my, »e funkcja f jest okre±lona dla wszystkich x

takich, i» 0 < |x − x0| < a dla pewnej liczby a > 0. Istnienie granicy

funkcji f w punkcie x0 w sensie de�nicji Cauchy'ego jest równowa»ne

istnieniu granicy funkcji f w punkcie x0 w sensie de�nicji Heinego.
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Granica funkcji w punkcie Wªasno±ci granic

Je±li funkcje f i g maj¡ granice w punkcie x0, to funkcje f + g , f − g

oraz f · g tak»e maj¡ granice w tym punkcie oraz:

lim
x→x0

(f (x) + g(x)) = lim
x→x0

f (x) + lim
x→x0

g(x)

lim
x→x0

(f (x)− g(x)) = lim
x→x0

f (x)− lim
x→x0

g(x)

lim
x→x0

(f (x) · g(x)) = lim
x→x0

f (x) · lim
x→x0

g(x)

Je»eli lim
x→x0

f (x) = 0 oraz istnieje liczba a > 0 taka, »e funkcja g jest

ograniczona w zbiorze wszystkich x speªniaj¡cych nierówno±ci

0 < |x − x0| < a, to lim
x→x0

f (x) · g(x) = 0.

Je±li funkcja f ma w punkcie x0 granic¦ ró»n¡ od zera, to funkcja 1
f

równie» ma w punkcie x0 granic¦ i zachodzi równo±¢:

lim
x→x0

1
f (x) =

1
lim

x→x0
f (x) .

Je±li funkcje f i g maj¡ granice w punkcie x0 oraz lim
x→x0

g(x) 6= 0, to

funkcja f
g równie» ma w punkcie x0 granic¦ i zachodzi równo±¢:

lim
x→x0

f (x)
g(x) =

lim
x→x0

f (x)

lim
x→x0

g(x) .
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Granica funkcji w punkcie Przykªady

Obliczymy lim
x→0

sin x . Pami¦tamy nierówno±¢ | sin x | 6 |x | dla |x | < π
2
.

Niech ε > 0. Je±li przyjmiemy δ = ε, to dla |x | < δ mamy

| sin x | 6 δ = ε. Tak wi¦c, lim
x→0

sin x = 0.

Poka»emy, »e funkcja f (x) = x2 ma w punkcie x0 = 0 granic¦ równ¡

0. We¹my bowiem dowolny ci¡g liczb rzeczywistych (xn) d¡»¡cy do

zera, czyli taki, »e lim
n→∞

xn = 0. Mamy wtedy:

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

x2n = ( lim
n→∞

xn)
2 = 02 = 0.

Poka»emy, »e funkcja f (x) = sin 1
x (zde�niowana dla x 6= 0) nie ma granicy

w w punkcie x0 = 0. Wystarczy w tym celu znale¹¢ dwa ci¡gi (xn) oraz
(yn), oba zbie»ne do 0 takie, »e ci¡gi warto±ci (f (xn)) oraz (f (yn)) s¡
zbie»ne do ró»nych granic. Niech: xn = 1

n·π oraz yn = 1
π
2
+2·n·π . Wtedy

oczywi±cie: lim
n→∞

xn = lim
n→∞

yn = 0. Mamy jednak:

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

sin(n · π) = lim
n→∞

0 = 0

lim
n→∞

f (yn) = lim
n→∞

sin(π
2
+ 2 · n · π) = lim

n→∞
1 = 1

Tak wi¦c, nie istnieje granica funkcji f (x) = sin 1
x w w punkcie x0 = 0.
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Granica funkcji w punkcie Granice jednostronne i niewªa±ciwe

Niech f b¦dzie okre±lona w (x0, x0 + a), gdzie a > 0. Mówimy, »e f

ma w punkcie x0 granic¦ prawostronn¡ równ¡ g , gdy dla ka»dego

ε > 0 istnieje liczba δ > 0 taka, »e: je±li 0 < x − x0 < δ, to
|f (x)− g | < ε. Zapis: lim

x→x+0

f (x) = g .

Niech f b¦dzie okre±lona w (x0 − a, x0), gdzie a > 0. Mówimy, »e f

ma w punkcie x0 granic¦ lewostronn¡ równ¡ g , gdy dla ka»dego ε > 0

istnieje liczba δ > 0 taka, »e: je±li 0 < x0 − x < δ, to |f (x)− g | < ε.
Zapis: lim

x→x−0

f (x) = g .

Niech f b¦dzie okre±lona dla x takich, »e 0 < |x − x0| < a, gdzie

a > 0. Mówimy, »e f ma w punkcie x0 granic¦ niewªa±ciw¡ +∞, gdy

dla ka»dej liczby M > 0 istnieje liczba δ > 0 taka, i»: je±li

0 < |x − x0| < δ, to f (x) > M. Zapis: lim
x→x0

f (x) = +∞.

Niech f b¦dzie okre±lona dla x takich, »e 0 < |x − x0| < a, gdzie

a > 0. Mówimy, »e f ma w punkcie x0 granic¦ niewªa±ciw¡ −∞, gdy

dla ka»dej liczby M > 0 istnieje liczba δ > 0 taka, i»: je±li

0 < |x − x0| < δ, to f (x) < −M. Zapis: lim
x→x0

f (x) = −∞.
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Granica funkcji w punkcie Granice jednostronne i niewªa±ciwe

Przykªad. Niech funkcja f b¦dzie okre±lona warunkami:

1 f (x) = x dla x 6 0

2 f (x) = x2 + 1 dla x > 0.

Zbadamy, czy funkcja ta ma granic¦ w punkcie x0 = 0.

Granica lewostronna funkcji w x0 = 0. Dla dowolnego ci¡gu (xn)
takiego, »e xn < 0 dla wszystkich n oraz lim

n→∞
xn = x0 = 0 mamy:

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

xn = 0. Tak wi¦c, mamy: lim
x→0−

f (x) = 0.

Granica prawostronna funkcji w x0 = 0. Dla dowolnego ci¡gu (xn)
takiego, »e xn > 0 dla wszystkich n oraz lim

n→∞
xn = x0 = 0 mamy:

lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

(x2n + 1) = 02 + 1 = 1. Tak wi¦c, mamy:

lim
x→0+

f (x) = 1. Widzimy, »e granica lewostronna funkcji w punkcie

x0 = 0 jest ró»na od granicy prawostronnej funkcji w tym punkcie, a

wi¦c granica funkcji nie istnieje w punkcie x0 = 0.
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Granica funkcji w punkcie Granice w niesko«czono±ci

Niech f b¦dzie okre±lona dla x ∈ [a,∞) dla pewnego a > 0. Mówimy,

»e liczba g jest granic¡ funkcji f przy x d¡»¡cym do ∞, gdy dla

ka»dego ε > 0 istnieje liczba M > a taka, »e: je±li x > M, to

|f (x)− g | < ε. Piszemy wtedy: lim
x→∞

f (x) = g .

Niech f b¦dzie okre±lona dla x ∈ (−∞, a] dla pewnego a > 0.

Mówimy, »e liczba g jest granic¡ funkcji f przy x d¡»¡cym do −∞,

gdy dla ka»dego ε > 0 istnieje liczba M > 0 taka, »e: je±li x < −M,

to |f (x)− g | < ε. Piszemy wtedy: lim
x→−∞

f (x) = g .

Mówimy, »e funkcja f ma granic¦ +∞ przy x d¡»¡cym do +∞, gdy f

jest okre±lona w pewnym przedziale [a,+∞) oraz gdy dla ka»dej liczby

M > 0 istnieje liczba A > a taka, »e: je±li x > A, to f (x) > M.

Podobnie dla pozostaªych przypadków granic niewªa±ciwych funkcji

przy x d¡»¡cym do +∞ lub −∞.
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Granica funkcji w punkcie Granice w niesko«czono±ci

Przykªady

Poka»emy, »e funkcja f (x) = 1
x2

ma w punkcie x0 = 0 granic¦

niewªa±ciw¡ +∞. Poka»emy zatem, »e dla ka»dej liczby M > 0

istnieje liczba δ > 0 taka, i»: je±li |x − 0| < δ, to 1
x2
> M. Niech

M > 0. Liczba δ > 0 ma by¢ taka, »e |x | < δ, czyli 1
|x | >

1
δ , a w

konsekwencji 1
x2
> 1

δ2
. Je±li przyjmiemy 1

δ2
= M, czyli δ = 1√

M
, to

δ > 0 oraz zachodzi 1
x2
> M. To oznacza, »e lim

x→0

1
x2

=∞.

Poka»emy jeszcze raz, »e funkcja f (x) = 1
x2

ma w punkcie x0 = 0

granic¦ niewªa±ciw¡ +∞, tym razem korzystaj¡c ze stylizacji Heinego.

Niech (xn) b¦dzie dowolnym ci¡giem o wyrazach ró»nych od 0 takim,

»e lim
n→∞

xn = 0. Poniewa» mamy wtedy (xn)
2 6= 0 dla wszystkich n

oraz lim
n→∞

x2n = 0, wi¦c: lim
n→∞

f (xn) = lim
n→∞

1
x2
n

=∞, otrzymujemy

ostatecznie, »e lim
x→0

1
x2

=∞.
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Ci¡gªo±¢ funkcji De�nicja

Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w pewnym otoczeniu (x0 − a, x0 + a)
punktu x0, gdzie a > 0. Mówimy, »e funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0,

gdy istnieje jej granica w tym punkcie i jest ona równa jej warto±ci w tym

punkcie, czyli lim
x→x0

f (x) = f (x0).

Twierdzenie. Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w pewnym otoczeniu

(x0 − a, x0 + a) punktu x0, gdzie a > 0. Funkcja f jest ci¡gªa w punkcie x0
wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z wzajemnie równowa»nych

nast¦puj¡cych warunków:

1 Ci¡gªo±¢ w sensie Cauchy'ego. Dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0

taka, »e: je±li |x − x0| < δ, to |f (x)− f (x0)| < ε.

2 Ci¡gªo±¢ w sensie Heinego. Dla ka»dego ci¡gu (xn) zbie»nego do

x0, ci¡g (f (xn)) jest zbie»ny do f (x0).
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Ci¡gªo±¢ funkcji De�nicja

W ka»dym punkcie ci¡gªe s¡ funkcje: pot¦gowa, wielomianowa,

wykªadnicza, sinus, cosinus.

Ci¡gªe w tych punktach, w których s¡ okre±lone s¡ funkcje: wymierna,

logarytmiczna, tangens, cotangens.

Funkcja f (x) = sin x
x nie jest ci¡gªa w punkcie x0 = 0, poniewa» nie

jest w nim okre±lona. Je±li jednak przyjmiemy, »e f (0) = 1, to tak

uzupeªniona funkcja jest ci¡gªa w punkcie x0 = 0. Zach¦camy

sªuchaczy do samodzielnego zmierzenia si¦ z udowodnieniem, »e

lim
x→0

sin x
x = 1. Wskazówka: skorzystaj z nierówno±ci sin x 6 x dla

x > 0 oraz sporz¡d¹ rysunek, pozwalaj¡cy uzasadni¢, »e tg x > x dla

0 < x < π
2
.

Funkcja f (x) = 1
x2

nie jest ci¡gªa w punkcie x0 = 0, poniewa» nie ma

w tym punkcie granicy.
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Ci¡gªo±¢ funkcji Rodzaje nieci¡gªo±ci

Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w pewnym otoczeniu (x0 − a, x0 + a)
punktu x0, gdzie a > 0 oraz niech f nie b¦dzie ci¡gªa w x0. Mówimy, »e:

1 Funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ pierwszego rodzaju, gdy istniej¡

granice jednostronne lim
x→x+0

f (x) oraz lim
x→x−0

f (x). Je»eli przy tym f ma

granic¦ lim
x→x0

f (x), to nieci¡gªo±¢ w punkcie x0 nazywamy usuwaln¡, a

je±li ta granica nie istnieje, to nieci¡gªo±¢ nazywamy nieusuwaln¡.

2 Funkcja f ma w punkcie x0 nieci¡gªo±¢ drugiego rodzaju, gdy nie

istnieje co najmniej jedna z granic jednostronnych: lim
x→x+0

f (x) oraz

lim
x→x−0

f (x).

Funkcja f (x) = sin 1
x dla x 6= 0 oraz f (0) = 0 nie jest ci¡gªa w punkcie

x0 = 0, poniewa» nie ma w tym punkcie granicy.

Funkcja f (x) = sin x
x nie jest ci¡gªa w punkcie x0 = 0, poniewa» nie

jest w nim okre±lona.
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Ci¡gªo±¢ funkcji Wybrane wªasno±ci funkcji ci¡gªych

Je»eli funkcje f oraz g s¡ ci¡gªe w punkcie x0, to ci¡gªe w tym punkcie

s¡ równie» funkcje: f + g , f − g , f · g oraz c · f , gdzie c ∈ R. Je»eli
dodatkowo g(x0) 6= 0, to ci¡gªe w punkcie x0 s¡ te» funkcje: 1

g oraz f
g .

Zaªó»my, »e funkcja g jest ci¡gªa w punkcie x0, natomiast funkcja f

jest ci¡gªa w punkcie g(x0). Wtedy funkcja zªo»ona f ◦ g jest ci¡gªa w

punkcie x0. Przypominamy, »e (f ◦ g)(x) = f (g(x)).

Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w pewnym przedziale [x0, x0 + a),
gdzie a > 0. Mówimy, »e f jest prawostronnie ci¡gªa w punkcie x0,

gdy f ma granic¦ prawostronn¡ w x0 oraz lim
x→x+0

f (x) = f (x0).

Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w pewnym przedziale (x0 − a, x0],
gdzie a > 0. Mówimy, »e f jest lewostronnie ci¡gªa w punkcie x0, gdy

f ma granic¦ lewostronn¡ w x0 oraz lim
x→x−0

f (x) = f (x0).
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Ci¡gªo±¢ funkcji Ci¡gªo±¢ funkcji w zbiorze

Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w niepustym zbiorze X ⊆ R.
Mówimy, »e f jest ci¡gªa w punkcie x0 wzgl¦dem zbioru X , gdy dla

ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0 taka, »e: je»eli x ∈ X oraz |x − x0| < δ,
to |f (x)− f (x0)| < ε.

Je»eli funkcja f jest okre±lona w niepustym zbiorze X ⊆ R i jest ci¡gªa

w ka»dym punkcie x0 ∈ X wzgl¦dem zbioru X , to mówimy, »e f jest

ci¡gªa w zbiorze X .

Funkcja ci¡gªa w przedziale domkni¦tym jest w tym przedziale

ograniczona.

Funkcja ci¡gªa w przedziale domkni¦tym osi¡ga w tym przedziale swoje

kresy.
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Ci¡gªo±¢ funkcji Jednostajna ci¡gªo±¢ funkcji

Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w niepustym zbiorze X ⊆ R. Mówimy, »e

f jest jednostajnie ci¡gªa w zbiorze X , gdy dla ka»dego ε > 0 istnieje δ > 0

taka, »e dla wszystkich x , y ∈ X : je±li |x − y | < δ, to |f (x)− f (y)| < ε.
Zauwa»my, »e w powy»szej de�nicji liczba δ jest wspólnym ograniczeniem

rozwa»anych odlegªo±ci mi¦dzy punktami, a wi¦c nie jest wybierana dla

ka»dego z tych punktów z osobna.

Zauwa»my, »e np. funkcja f (x) = 1
x jest ci¡gªa w ka»dym punkcie

przedziaªu otwartego (0, 1), ale nie jest w tym przedziale jednostajnie

ci¡gªa. Dla dowolnej δ > 0 mo»na bowiem wybra¢ w tym przedziale

punkty x1 oraz x2 w taki sposób, »e liczba | 1x1 −
1
x2
| jest dowolnie du»a.

Funkcja jednostajnie ci¡gªa w zbiorze X jest ci¡gªa w tym zbiorze (ale

niekoniecznie na odwrót).

Funkcja ci¡gªa w przedziale domkni¦tym jest w tym przedziale

jednostajnie ci¡gªa.
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Ci¡gªo±¢ funkcji Twierdzenie Darboux

Niektórzy sªuchacze mogli poczu¢ si¦ znu»eni licznymi subtelno±ciami

poj¦ciowymi wprowadzonymi w tym wykªadzie, a tak»e zniecierpliwieni tym,

»e rang¦ twierdze« przypisuje si¦ obserwacjom, które wydaj¡ si¦ intuicyjnie

oczywiste. Jak poucza historia matematyki (a tak»e epistemologia),

oczywisto±¢ bywa zªudn¡ puªapk¡. Tak wi¦c, np. stwierdzenie, »e funkcja

ci¡gªa w przedziale domkni¦tym jest w tym przedziale ograniczona istotnie

wymaga dowodu, nie wystarcza tu odwoªanie si¦ np. do rysunku. Podobnie

rzecz ma si¦ z nast¦puj¡c¡ wa»n¡ wªasno±ci¡, charakteryzuj¡c¡ funkcje

ci¡gªe:

Twierdzenie Darboux. Zaªó»my, »e funkcja f jest ci¡gªa w przedziale I

(niekoniecznie domkni¦tym) oraz »e w punktach x1, x2 ∈ I takich, »e

x1 < x2 przyjmuje ró»ne warto±ci y1 = f (x1) oraz y2 = f (x2). Wtedy w

przedziale domkni¦tym [x1, x2] funkcja f przyjmuje wszystkie warto±ci

po±rednie mi¦dzy y1 oraz y2, czyli dla ka»dego y0 zawartego mi¦dzy y1 oraz

y2 istnieje x0 ∈ [x1, x2] taki, »e y0 = f (x0).
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Dodatek: ci¡gi i szeregi funkcyjne

Niech (fn) b¦dzie ci¡giem funkcji o warto±ciach rzeczywistych okre±lonych

na niepustym zbiorze X ⊆ R.

Mówimy, »e ci¡g (fn) jest punktowo zbie»ny do funkcji f o warto±ciach

rzeczywistych okre±lonej na X , gdy lim
n→∞

fn(x) = f (x) dla ka»dego

x ∈ X .

Mówimy, »e ci¡g (fn) jest jednostajnie zbie»ny do funkcji f o

warto±ciach rzeczywistych okre±lonej na X , gdy dla ka»dego ε > 0

istnieje liczba N taka, »e |fn(x)− f (x)| < ε dla wszystkich n > N oraz

wszystkich x ∈ X . Zauwa»my, »e w tej de�nicji liczba N jest

wybierana niezale»nie od punktów x ∈ X .

Mówimy, »e szereg
∞∑
n=0

fn(x) jest jednostajnie zbie»ny w X do sumy

s(x), gdy ci¡g jego sum cz¦±ciowych sn(x) =
n∑

k=0

fk(x) jest

jednostajnie zbie»ny do s(x) w X .
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Dodatek: ci¡gi i szeregi funkcyjne

Ci¡g funkcji fn(x) = xn jest zbie»ny punktowo do funkcji f (x) takiej,
»e f (x) = 0 dla 0 6 x < 1 oraz f (1) = 1. Zauwa»my, »e wszystkie

funkcje fn s¡ ci¡gªe w przedziale domkni¦tym [0, 1], natomiast funkcja

f nie jest ci¡gªa w tym przedziale. Ci¡g ten nie jest jednostajnie

zbie»ny w przedziale domkni¦tym [0, 1].

Ci¡g fn(x) = xn · (1− x)n jest zbie»ny do funkcji staªej równej zero dla

x ∈ [0, 1]. Ponadto, ci¡g ten jest jednostajnie zbie»ny do swojej

granicy.

Szereg pot¦gowy to szereg funkcyjny o postaci
∞∑
n=0

an · xn lub

∞∑
n=0

an · (x − x0)
n, gdzie wspóªczynniki an ∈ R. Promieniem zbie»no±ci

szeregu pot¦gowego
∞∑
n=0

an · xn nazywamy kres górny R zbioru tych liczb

|x |, dla których szereg
∞∑
n=0

an · xn jest zbie»ny (gdy zbiór ten nie jest

ograniczony, to przyjmujemy R =∞). Przedziaª (−R,R) nazywamy

przedziaªem zbie»no±ci szeregu pot¦gowego o promieniu zbie»no±ci R .
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

Czy wªasno±¢ ci¡gªo±ci ma realno±¢ �zyczn¡?

Ustalili±my, »e nie istniej¡ niesko«czone liczby rzeczywiste (aksjomat

Archimedesa!). Jaki jest zatem sens napisu lim
x→a

f (x) =∞?

Czy do mówienia o ci¡gªo±ci funkcji konieczne jest zaªo»enie

aksjomatu ci¡gªo±ci?

Ka»dy potra� pomalowa¢ pªot zwykªym p¦dzlem. Zastanów si¦ nad

mo»liwo±ciami �pomalowania� np. wn¦trza koªa p¦dzlem, którego

ko«cówka jest dokªadnie jednym punktem.
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ

Granica funkcji w punkcie, de�nicja Heinego i de�nicja Cauchy'ego.

Ci¡gªo±¢ funkcji w punkcie, de�nicja Heinego i de�nicja Cauchy'ego.

Ci¡gªo±¢ i jednostajna ci¡gªo±¢ funkcji.

Ci¡g funkcyjny i jego granica.
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