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Wst¦p

Uporz¡dkowania

Na wykªadzie po±wi¦conym relacjom powiedzieli±my par¦ sªów o wa»nym

typie relacji, a mianowicie relacjach równowa»no±ci (zwrotnych,

symetrycznych i przechodnich). Wi¡»¡ si¦ one, jak ju» wiemy, z

nieodró»nialno±ci¡ obiektów (ze wzgl¦du na ustalony zbiór cech).

Gdy dokonujemy kategoryzacji przedmiotów, gdy grupujemy przedmioty

nieodró»nialne pod ustalonymi wzgl¦dami w ich typy � wtedy korzystamy

wªa±nie ze stosownych relacji równowa»no±ci.

Obok kategoryzowania inn¡ wa»n¡ czynno±ci¡ poznawcz¡ jest ustalanie

poprzedzania jednych obiektów przez inne wzgl¦dem jakiej± zale»no±ci.

Mo»e ono dawa¢ w wyniku uszeregowanie badanych obiektów, albo jak¡±

ich hierarchi¦.

Relacje, które reprezentuj¡ tego typu sytuacje to ró»nego rodzaju relacje

porz¡dkuj¡ce. Sªuchacze znaj¡ ju» proste przykªady takich relacji:

mniejszo±¢ w zbiorze liczb, inkluzja zbiorów.
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki cz¦±ciowe i liniowe

Porz¡dki cz¦±ciowe

Mówimy, »e relacja R jest relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku w zbiorze X , gdy

jest ona w tym zbiorze zwrotna, przechodnia oraz antysymetryczna, czyli

gdy speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

1 Zwrotno±¢: dla dowolnego x ∈ X zachodzi xRx .

2 Przechodnio±¢: dla dowolnych x ∈ X , y ∈ X oraz z ∈ X , je±li xRy

oraz yRz , to xRz .

3 Antysymetria: dla dowolnych x ∈ X , y ∈ X , je±li xRy oraz yRx , to

x = y .

W takim przypadku mówimy te», »e R cz¦±ciowo porz¡dkuje zbiór X .

Ukªad (X ,R) nazywamy wtedy zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym.

Czasami rozwa»a si¦ nieco ogólniejsze relacje porz¡dkuj¡ce: mówimy, »e R

jest quasi-porz¡dkiem (cz¦±ciowym), je±li R jest zwrotna i przechodnia.
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki cz¦±ciowe i liniowe

Przykªady

Dla dowolnego zbioru X , ukªad (℘(X ),⊆) jest zbiorem cz¦±ciowo

uporz¡dkowanym (przez relacj¦ inkluzji ⊆).
Relacja podzielno±ci w zbiorze N+ wszystkich dodatnich liczb

naturalnych jest relacj¡ cz¦±ciowego porz¡dku w tym zbiorze. W tym

porz¡dku liczba x poprzedza liczb¦ y , gdy y jest podzielna przez x .

Relacja zachodz¡ca mi¦dzy trójk¡tami A i B na pªaszczy¹nie wtedy i

tylko wtedy, gdy pole A jest niewi¦ksze od pola B nie jest cz¦±ciowym

porz¡dkiem w zbiorze wszystkich trójk¡tów na pªaszczy¹nie. Jest ona

zwrotna i przechodnia, ale nie jest antysymetryczna. Tak wi¦c,

rozwa»ana relacja jest quasi-porz¡dkiem.
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki cz¦±ciowe i liniowe

Porz¡dki liniowe

Je±li (X ,R) jest zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym oraz x ∈ X ,

y ∈ X , to mówimy, »e x oraz y s¡ porównywalne (wzgl¦dem

cz¦±ciowego porz¡dku R), gdy xRy lub yRx . Je±li x oraz y nie s¡

porównywalne (wzgl¦dem R), to mówimy, »e x oraz y s¡

nieporównywalne (wzgl¦dem R).

Je±li (X ,R) jest zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym oraz ka»de dwa

elementy zbioru X s¡ porównywalne (wzgl¦dem R), to mówimy, »e R

jest liniowym porz¡dkiem w zbiorze X . Ukªad (X ,R) nazywamy wtedy

zbiorem liniowo uporz¡dkowanym.

Relacja liniowego porz¡dku to taka relacja cz¦±ciowego porz¡dku,

która jest dodatkowo spójna w zbiorze, na którym jest okre±lona, czyli

speªniaj¡ca warunek: dla dowolnych x ∈ X oraz y ∈ X , je±li x 6= y , to

xRy lub yRx .

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury porz¡dkowe 5 / 45



Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki cz¦±ciowe i liniowe

�a«cuchy i antyªa«cuchy

Je±li (X ,R) jest zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym oraz Y ⊆ X , to

Y nazywamy ªa«cuchem (wzgl¦dem relacji R) w (X ,R), gdy ka»de

dwa elementy zbioru Y s¡ porównywalne wzgl¦dem R , czyli gdy

relacja R ograniczona do zbioru Y jest w nim porz¡dkiem liniowym.

Je±li (X ,R) jest zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym oraz Y ⊆ X , to

Y nazywamy antyªa«cuchem (wzgl¦dem relacji R) w (X ,R), gdy
ka»de dwa ró»ne elementy zbioru Y s¡ nieporównywalne wzgl¦dem R .
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki cz¦±ciowe i liniowe

Rozwa»my zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany (℘({1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}),⊆).
Przykªadem ªa«cucha wzgl¦dem inkluzji jest rodzina zbiorów:

{{1}, {1, 2}, {1, 2, 3}, {1, 2, 3, 5}, {1, 2, 3, 5, 7}}.

Rozwa»my cz¦±ciowy porz¡dek dodatnich liczb naturalnych

wyznaczony przez relacj¦ podzielno±ci. Dla dowolnej dodatniej liczby

caªkowitej x ªa«cuchem wzgl¦dem tego porz¡dku jest np. zbiór

wszystkich pot¦g o wykªadniku naturalnym liczby x , czyli zbiór

{y ∈ N : y = xn dla pewnej n ∈ N}.
Rozwa»my relacj¦ inkluzji w rodzinie ℘({1, 2, 3}). Zbiory {1, 2} oraz
{2, 3} s¡ nieporównywalne wzgl¦dem tej relacji.

Rozwa»my cz¦±ciowy porz¡dek dodatnich liczb naturalnych

wyznaczony przez relacj¦ podzielno±ci. Ka»de dwie ró»ne liczby

pierwsze s¡ nieporównywalne wzgl¦dem tego porz¡dku. W

konsekwencji, dowolny zbiór liczb pierwszych jest antyªa«cuchem

wzgl¦dem tego porz¡dku.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury porz¡dkowe 7 / 45



Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki ostre i nieostre

Porz¡dki cz¦±ciowe nazywane s¡ tak»e nieostrymi porz¡dkami

cz¦±ciowymi.

Je±li � jest porz¡dkiem cz¦±ciowym (czyli relacj¡ zwrotn¡,

przechodni¡ i antysymetryczn¡ na rozwa»anym zbiorze), to �
wyznacza jednoznacznie tak»e pewien ostry porz¡dek cz¦±ciowy na

rozwa»anym zbiorze, zde�niowany przez warunek: x ≺ y wtedy i tylko

wtedy, gdy x � y oraz x 6= y .

Przez ostry porz¡dek cz¦±ciowy rozumiemy relacj¦, która jest

przeciwzwrotna oraz przechodnia. Przez ostry porz¡dek liniowy

rozumiemy relacj¦ ostrego porz¡dku cz¦±ciowego, która jest spójna.

Zauwa»my, »e je±li jaka± relacja jest przeciwzwrotna oraz przechodnia,

to jest tak»e asymetryczna.
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki ostre i nieostre

Przykªady

Relacja 6⊆ R2 (mniejsze lub równe) znana ze szkoªy jest nieostrym

porz¡dkiem liniowym w zbiorze R.
Relacja <⊆ R2 (mniejsze) znana ze szkoªy jest ostrym porz¡dkiem

liniowym w zbiorze R.
Relacja inkluzji ⊆ jest nieostrym cz¦±ciowym porz¡dkiem (w ustalonej

rodzinie zbiorów).

Relacja inkluzji wªa±ciwej ⊂ jest ostrym cz¦±ciowym porz¡dkiem (w

ustalonej rodzinie zbiorów).

Relacje porz¡dkuj¡ce cz¦sto oznacza si¦ np. symbolami: <, 6, ≺, �,
@, v, 4, C, itp.

Relacje równowa»no±ci cz¦sto oznacza si¦ np. symbolami: ≡, ∼, ',
≈, .=, u, w, ≈, P, itp.
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki dyskretne i g¦ste

Niech R ⊆ X × X oraz x ∈ X , y ∈ X .

y jest bezpo±rednim R-nast¦pnikiem x , je±li xRy oraz nie istnieje

z ∈ X taki, »e z 6= x , z 6= y , xRz oraz zRy .

x jest bezpo±rednim R-poprzednikiem y , je±li xRy oraz nie istnieje

z ∈ X taki, »e z 6= x , z 6= y , xRz oraz zRy .

Niech (X ,�) b¦dzie zbiorem liniowo uporz¡dkowanym oraz niech x ≺ y

wtedy i tylko wtedy, gdy x � y oraz x 6= y .

Porz¡dek ≺ jest dyskretny, gdy ka»dy element x ∈ X ma bezpo±redni

≺-poprzednik oraz bezpo±redni ≺-nast¦pnik.
Porz¡dek ≺ jest g¦sty, gdy zbiór X ma co najmniej dwa elementy oraz

dla ka»dej pary ró»nych elementów x ∈ X , y ∈ X , je±li x ≺ y , to

istnieje z ∈ X taki, »e x ≺ z oraz z ≺ y .
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Porz¡dki dyskretne i g¦ste

Przykªady

Zbiór wszystkich liczb caªkowitych Z jest uporz¡dkowany w sposób

dyskretny przez relacj¦ mniejszo±ci.

Zbiór wszystkich liczb wymiernych Q jest uporz¡dkowany w sposób

g¦sty przez relacj¦ mniejszo±ci.

Dyskretno±¢ nie jest zaprzeczeniem g¦sto±ci. Oczywi±cie »aden

porz¡dek liniowy nie mo»e by¢ jednocze±nie dyskretny i g¦sty.

Istniej¡ jednak porz¡dki liniowe, które nie s¡ ani dyskretne ani g¦ste.

Dla przykªadu, zwykªa relacja mniejszo±ci w zbiorze Z ∪ [0, 1] nie jest

ani porz¡dkiem dyskretnym ani porz¡dkiem g¦stym.
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Operacje na porz¡dkach

Suma zbiorów cz¦±ciowo uporz¡dkowanych. Niech (X ,�) oraz (Y ,v) b¦d¡
zbiorami cz¦±ciowo uporz¡dkowanymi takimi, »e X ∩ Y = ∅. Na zbiorze

X ∪ Y mo»emy zde�niowa¢ relacj¦ 6 nast¦puj¡co: u 6 v wtedy i tylko

wtedy gdy zachodzi jeden z czªonów alternatywy:

1 u ∈ X oraz v ∈ Y lub

2 u, v ∈ X oraz u � v lub

3 u, v ∈ Y oraz u v v .

Tak okre±lona relacja 6 jest wtedy cz¦±ciowym porz¡dkiem na zbiorze

X ∪ Y .

Porz¡dek leksykogra�czny w produkcie kartezja«skim. Niech (X ,�) oraz
(Y ,v) b¦d¡ zbiorami cz¦±ciowo uporz¡dkowanymi. Porz¡dkiem

leksykogra�cznym w zbiorze X × Y nazywamy relacj¦ 6` okre±lon¡

nast¦puj¡co dla dowolnych x1, x2 ∈ X oraz y1, y2 ∈ Y : (x1, y1) 6` (x2, y2)
wtedy i tylko wtedy, gdy x1 � x2 lub (x1 = x2 oraz y1 v y2). Wtedy 6`

jest porz¡dkiem cz¦±ciowym w zbiorze X × Y .
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Operacje na porz¡dkach

Rozwa»my zbiory: {1, 2} oraz N, oba uporz¡dkowane przez zwykª¡ relacj¦

porz¡dku. Porz¡dki leksykogra�czne w zbiorach N× {1, 2} oraz {1, 2} × N
istotnie si¦ ró»ni¡:

N× {1, 2} uporz¡dkowany leksykogra�cznie jest �tego samego typu�

porz¡dkiem co zwykªy porz¡dek w zbiorze N, co ustala bijekcja

f : N→ (N× {1, 2}), zde�niowana wzorami: f (2n) = (n, 1),
f (2n + 1) = (n, 2).
{1, 2} × N jest uporz¡dkowany leksykogra�cznie tak, jak przez zwykªy

porz¡dek uporz¡dkowany jest zbiór:

{1− 1

n + 1
: n ∈ N} ∪ {2− 1

n + 1
n ∈ N}.

Po±wiadcza to bijekcja

g : ({1, 2} × N)→ {1− 1

n + 1
: n ∈ N} ∪ {2− 1

n + 1
n ∈ N},

zde�niowana wzorem: g((1, n)) = 1− 1
n+1

, g((2, n)) = 2− 1
n+1

.
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Dygresja: paradoks Condorceta

Przypu±¢my, »e dziewcz¦ta X , Y , Z chc¡ ustali¢, który z facetów A, B , C

jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczególnych dziewcz¡t

wygl¡daj¡ nast¦puj¡co (piszemy P > Q w znaczeniu: wybór P jest

preferowany wzgl¦dem wyboru Q; preferencje ka»dego dziewcz¦cia s¡

przechodnie): X : A > B > C , Y : B > C > A, Z : C > A > B .

Czy mo»liwe jest liniowe uporz¡dkowanie kandydatów zgodne z

preferencjami wi¦kszo±ci dziewcz¡t? Do±¢ ªatwo wida¢, »e tak nie jest:

1 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e A jest bardziej przystojny od B .

2 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e B jest bardziej przystojny od C .

3 2
3
dziewcz¡t uwa»a, »e C jest bardziej przystojny od A.

Tak wi¦c, cho¢ indywidualne preferencje poszczególnych dziewcz¡t s¡

dobrze okre±lone, to nie mo»na ich uzgodni¢ dla otrzymania uszeregowania

w sposób liniowy wszystkich rozwa»anych kandydatów, je±li kryterium

miaªoby stanowi¢ to, jak pozycja kandydata zale»y od liczby oddanych na

niego gªosów.
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Relacje porz¡dkuj¡ce: podstawowe de�nicje Intuicje dotycz¡ce izomor�zmu porz¡dków

Niech (X ,�) oraz (Y ,v) b¦d¡ zbiorami cz¦±ciowo uporz¡dkowanymi.

Mówimy, »e funkcja f : X → Y jest izomor�zmem tych zbiorów, je±li:

1 f jest bijekcj¡ z X na Y .

2 f jest funkcj¡ zachowuj¡c¡ porz¡dek, czyli dla dowolnych x1 ∈ X ,

x2 ∈ X : x1 � x2 wtedy i tylko wtedy, gdy f (x1) v f (x2).

Je±li istnieje izomor�zm ukªadów (X ,�) oraz (Y ,v), to mówimy, »e

ukªady te s¡ izomor�czne.

Zbiory liniowo uporz¡dkowane (N,6) oraz ({1− 1
n+1

: n ∈ N},6) s¡

izomor�czne, gdy» funkcja ±ci±le rosn¡ca f (n) = 1− 1
n+1

zachowuje

rozwa»any porz¡dek.

Rodzina wszystkich podzbiorów zbioru {1, 2, 3} uporz¡dkowana
cz¦±ciowo przez inkluzj¦ jest izomor�czna ze zbiorem liczb

{1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30} uporz¡dkowanym cz¦±ciowo przez relacj¦

podzielno±ci.
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Wyró»nione elementy i podzbiory Elementy: minimalne, maksymalne, najmniejszy i najwi¦kszy

Niech (X ,�) b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym oraz, jak zwykle,

niech ≺ b¦dzie ostrym porz¡dkiem wyznaczonym przez � (czyli x ≺ y

wtedy i tylko wtedy, gdy x � y oraz x 6= y). Niech ponadto A ⊆ X oraz

a ∈ X . Mówimy, »e a jest:

1 elementem najmniejszym w zbiorze A, gdy a ∈ A oraz a � x dla

wszystkich x ∈ A;

2 elementem najwi¦kszym w zbiorze A, gdy a ∈ A oraz x � a dla

wszystkich x ∈ A;

3 elementem minimalnym w zbiorze A, gdy a ∈ A oraz nie istnieje x ∈ A

taki, »e x ≺ a;

4 elementem maksymalnym w zbiorze A, gdy a ∈ A oraz oraz nie istnieje

x ∈ A taki, »e a ≺ x .
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Wyró»nione elementy i podzbiory Elementy: minimalne, maksymalne, najmniejszy i najwi¦kszy

Elementem najwi¦kszym w rodzinie wszystkich niepustych podzbiorów

zbioru {1, 2, 3}jest zbiór {1, 2, 3}, nie istnieje element najmniejszy w

tej rodzinie. Elementami minimalnymi s¡ zbiory jednoelementowe:

{1}, {2}, {3}.
W rodzinie wszystkich podzbiorów zbioru {1, 2, 3} cz¦±ciowo
uporz¡dkowanego poprzez relacj¦ inkluzji ⊆ istnieje element najwi¦kszy

{1, 2, 3} oraz element najmniejszy, którym jest zbiór pusty ∅.
W zbiorze liczb {2, 3, 5, 6, 10, 15} uporz¡dkowanym cz¦±ciowo przez

relacj¦ podzielno±ci nie istniej¡ elementy: najwi¦kszy i najmniejszy,

elementami maksymalnymi s¡ 6, 10 oraz 15, za± elementami

minimalnymi s¡: 2, 3 oraz 5.

W zbiorze {x ∈ N : x > 1} uporz¡dkowanym cz¦±ciowo przez relacj¦

podzielno±ci nie istniej¡ elementy: najwi¦kszy i najmniejszy;

elementami minimalnymi s¡ wszystkie liczby pierwsze, elementy

maksymalne nie istniej¡.
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Wyró»nione elementy i podzbiory Ograniczenia i kresy

Niech (X ,�) b¦dzie zbiorem cz¦±ciowo uporz¡dkowanym oraz, jak zwykle,

niech ≺ b¦dzie ostrym porz¡dkiem wyznaczonym przez � (czyli x ≺ y

wtedy i tylko wtedy, gdy x � y oraz x 6= y). Niech ponadto A ⊆ X oraz

a ∈ X . Mówimy, »e a jest:

1 ograniczeniem dolnym zbioru A, gdy a � x dla wszystkich x ∈ A

(zauwa»my, »e a nie musi nale»e¢ do A oraz »e dany zbiór mo»e mie¢

wiele ogranicze« dolnych);

2 ograniczeniem górnym zbioru A, gdy, gdy x � a dla wszystkich x ∈ A

(zauwa»my, »e a nie musi nale»e¢ do A oraz »e dany zbiór mo»e mie¢

wiele ogranicze« górnych);

3 kresem dolnym (in�mum, oznaczanym inf A) zbioru A, gdy a jest

elementem najwi¦kszym w zbiorze wszystkich ogranicze« dolnych

zbioru A (zauwa»my, »e a nie musi nale»e¢ do A);

4 kresem górnym (supremum, oznaczanym supA) zbioru A, gdy a jest

elementem najmniejszym w zbiorze wszystkich ogranicze« górnych

zbioru A (zauwa»my, »e a nie musi nale»e¢ do A).
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Wyró»nione elementy i podzbiory Ograniczenia i kresy

Niech A ⊆ ℘(X ) dla pewnego zbioru X oraz niech A 6= ∅.
Rozwa»amy inkluzj¦ jako porz¡dek cz¦±ciowy w rodzinie ℘(X ).
Ograniczeniem dolnym zbioru A w ℘(X ) jest dowolny podzbiór zbioru

X , który jest zawarty we wszystkich zbiorach nale»¡cych do A.
Kresem dolnym zbioru A jest

⋂
A.

Niech A ⊆ ℘(X ) dla pewnego zbioru X oraz niech A 6= ∅. Rozwa»amy

inkluzj¦ jako porz¡dek cz¦±ciowy w rodzinie ℘(X ). Ograniczeniem
górnym zbioru A w ℘(X ) jest dowolny podzbiór zbioru X , zawieraj¡cy

wszystkie zbiory nale»¡ce do A. Kresem górnym zbioru A jest
⋃
A.

Zbiór P wszystkich liczb pierwszych rozwa»any jako podzbiór zbioru

wszystkich liczb naturalnych uporz¡dkowanego przez relacj¦

mniejszo±ci ma ograniczenie dolne (np. liczb¦ 1) oraz ma kres dolny

(liczb¦ 2), nie ma natomiast elementu najwi¦kszego wzgl¦dem tej

relacji. Nie istniej¡ te» elementy maksymalne w zbiorze P wzgl¦dem

tej relacji.
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Wyró»nione elementy i podzbiory Ograniczenia i kresy

Rozwa»my dowolny niepusty sko«czony zbiór A, b¦d¡cy podzbiorem

zbioru N+ i cz¦±ciowy porz¡dek w tym zbiorze, wyznaczony przez

relacj¦ podzielno±ci. Ograniczeniem dolnym zbioru A w N+ jest

dowolna liczba, która jest wspólnym dzielnikiem wszystkich liczb z A.

Kresem dolnym zbioru A jest najwi¦kszy wspólny dzielnik wszystkich

liczb nale»¡cych do A.

Rozwa»my dowolny niepusty sko«czony zbiór A, b¦d¡cy podzbiorem

zbioru N+ i cz¦±ciowy porz¡dek w tym zbiorze, wyznaczony przez

relacj¦ podzielno±ci. Ograniczeniem górnym zbioru A w N+ jest

dowolna liczba, która jest wspóln¡ wielokrotno±ci¡ wszystkich liczb z

A. Kresem górnym zbioru A jest najmniejsza wspólna wielokrotno±¢

wszystkich liczb nale»¡cych do A.

Rozwa»my podzbiór {x ∈ Q : x2 < 2} zbioru Q wszystkich liczb

wymiernych (uporz¡dkowanego w zwykªy sposób). Jest on

ograniczony z góry (np. przez ka»d¡ liczb¦ wymiern¡ wi¦ksz¡ od 13),

ale nie istnieje w Q jego kres górny.
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Wyró»nione elementy i podzbiory Odcinki pocz¡tkowe

Niech (X ,�) b¦dzie zbiorem liniowo uporz¡dkowanym oraz, jak

zwykle, niech ≺ b¦dzie ostrym porz¡dkiem wyznaczonym przez �
(czyli x ≺ y wtedy i tylko wtedy, gdy x � y oraz x 6= y).

Podzbiór A zbioru X nazywamy odcinkiem pocz¡tkowym zbioru X

(wzgl¦dem porz¡dku 6), gdy dla dowolnych x , y ∈ X : je±li x ∈ A oraz

y ≺ x , to y ∈ A.

Zbiór A jest zatem odcinkiem pocz¡tkowym zbioru X , je±li wraz z

ka»dym jego elementem nale»¡ do« wszystkie mniejsze (w sensie

porz¡dku ≺) elementy zbioru X . Odcinek pocz¡tkowy nazywamy

wªa±ciwym, gdy jest on ró»ny od caªego zbioru X (który z de�nicji jest

swoim odcinkiem pocz¡tkowym).

Je±li a ∈ X to zbiór O(a) = {x ∈ X : x ≺ a} jest wªa±ciwym
odcinkiem pocz¡tkowym zbioru X . Mówimy wtedy, »e O(a) jest
odcinkiem pocz¡tkowym wyznaczonym przez a.
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Wyró»nione elementy i podzbiory Odcinki pocz¡tkowe

Przykªady

Dla dowolnej liczby naturalnej n ∈ N zbiór wszystkich liczb od niej

mniejszych (w sensie zwykªego porz¡dku) jest odcinkiem pocz¡tkowym

w N wyznaczonym przez liczb¦ n.

Zbiór {x ∈ Q : x2 < 2} jest odcinkiem pocz¡tkowym

uporz¡dkowanego w zwykªy sposób zbioru Q wszystkich liczb

wymiernych, ale nie jest on wyznaczony przez »adn¡ liczb¦ wymiern¡.

Przedziaª (−∞, 1] jest odcinkiem pocz¡tkowym uporz¡dkowanego w

zwykªy sposób zbioru R wszystkich liczb rzeczywistych, ale nie jest on

wyznaczony przez »adn¡ liczb¦ rzeczywist¡. Natomiast przedziaª

(−∞, 1) jest odcinkiem pocz¡tkowym uporz¡dkowanego w zwykªy

sposób zbioru R wszystkich liczb rzeczywistych, wyznaczonym przez

liczb¦ 1.
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Kraty i algebry Boole'a: de�nicja porz¡dkowa

Zbiór cz¦±ciowo uporz¡dkowany (X ,�) nazywamy krat¡, je±li dla

dowolnych dwóch elementów x ∈ X oraz y ∈ X istniej¡ kresy: sup{x , y}
oraz inf{x , y}. Zwykle u»ywa si¦ nast¦puj¡cych oznacze«:

1 x ∩ y (lub x ∧ y) dla inf{x , y}
2 x ∪ y (lub x ∨ y) dla sup{x , y}.

Krata (X ,�) jest dystrybutywna, gdy dla wszystkich x , y , z ∈ X :

x ∩ (y ∪ z) = (x ∩ y) ∪ (x ∩ z)
x ∪ (y ∩ z) = (x ∪ y) ∩ (x ∪ z)
Najwi¦kszy element kraty (o ile istnieje), nazywamy jedynk¡ kraty i

oznaczamy np. przez 1.

Najmniejszy element kraty (o ile istnieje), nazywamy zerem kraty i

oznaczamy np. przez 0.

Algebr¡ Boole'a nazywamy ka»d¡ krat¦ dystrybutywn¡ (X ,�) z zerem 0

oraz jedynk¡ 1, w której dla ka»dego elementu x ∈ X istnieje uzupeªnienie

−x tego elementu, speªniaj¡ce warunki: x ∪ −x = 1, x ∩ −x = 0.
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Kraty i algebry Boole'a: de�nicja porz¡dkowa

Zbiór wszystkich dodatnich liczb naturalnych cz¦±ciowo

uporz¡dkowany poprzez relacj¦ podzielno±ci (bez reszty) jest krat¡.

Najwi¦kszy wspólny dzielnik liczb x oraz y jest tu kresem dolnym

zbioru {x , y}, a najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ liczb x oraz y jest

tu kresem górnym zbioru {x , y}.
Warto±ci logiczne. Znane sªuchaczom z kursu Wprowadzenie do logiki

warto±ci logiczne 0 oraz 1 tworz¡ algebr¦ Boole'a wzgl¦dem porz¡dku

okre±lonego warunkiem 0 � 1.

Zbiór pot¦gowy. Dla dowolnego zbioru X , rodzina ℘(X ) jest algebr¡
Boole'a. Rozwa»anym porz¡dkiem jest relacja inkluzji ⊆. Kresem
dolnym dla pary zbiorów {A,B} jest ich iloczyn A∩B , kresem górnym

dla pary zbiorów {A,B} jest ich suma A ∪ B , uzupeªnieniem elementu

A ⊆ X jest jego dopeªnienie A′ = X − A.

Ciaªem zbiorów nazywamy dowoln¡ rodzin¦ zbiorów, która jest

domkni¦ta na operacje: sumy, iloczynu oraz dopeªnienia. Ka»de ciaªo

zbiorów jest algebr¡ Boole'a. Rozwa»anym porz¡dkiem jest relacja

inkluzji ⊆. Kresy okre±lone s¡ tak samo, jak w poprzednim przykªadzie.
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Drzewa De�nicje

Drzewem (o korzeniu x0) nazwiemy ka»dy ukªad (X ,R, x0) taki, »e:

1 (X ,R) jest grafem o zbiorze wierzchoªków X i zbiorze kraw¦dzi

R ⊆ X × X ;

2 R jest cz¦±ciowym porz¡dkiem w X ;

3 x0 jest elementem R-najmniejszym w X ;

4 zbiór wszystkich R-poprzedników ka»dego wierzchoªka jest liniowo

uporz¡dkowany przez relacj¦ R .

To jest jedna z mo»liwych de�nicji drzewa. Rozwa»a si¦ te» inne, w

zale»no±ci od zastosowa«.

Drzewa to bardzo wa»ne struktury porz¡dkowe, spotykamy je w wielu

zastosowaniach. Drzewa reprezentuj¡ struktury skªadniowe wyra»e«,

obliczenia równie» traktowa¢ mo»emy jako drzewa. Tak»e dowody

twierdze« s¡ drzewami.
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Drzewa De�nicje

Li±¢mi drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchoªki, które nie

maj¡ R-nast¦pników. Je±li (x , y) ∈ R jest kraw¦dzi¡ w D, to x

nazywamy przodkiem y , a y nazywamy potomkiem x . Je±li

(x , y) ∈ R − R2 jest kraw¦dzi¡ w D, to x nazywamy bezpo±rednim

przodkiem y , za± y nazywamy bezpo±rednim potomkiem x .

Ka»dy podzbiór zbioru wierzchoªków drzewa D, który jest

uporz¡dkowany liniowo przez R nazywamy ªa«cuchem w D (czasem:

±cie»k¡ w D). Ka»dy ªa«cuch maksymalny (wzgl¦dem inkluzji) w D

nazywamy gaª¦zi¡ w D. Przez dªugo±¢ ªa«cucha P rozumiemy liczb¦

elementów zbioru P .

Rz¦dem wierzchoªka x nazywamy moc (liczb¦ elementów) zbioru

wszystkich bezpo±rednich potomków x . Rz¦dem drzewa D jest kres

górny rz¦dów wszystkich wierzchoªków drzewa D.

Drzewo D jest sko«czone, je±li zbiór jego wierzchoªków jest sko«czony;

w przeciwnym przypadku jest niesko«czone. Drzewo D jest rz¦du

sko«czonego (jest sko«czenie generowane), je±li ka»dy jego

wierzchoªek ma rz¡d sko«czony.
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Drzewa De�nicje

Przez indukcj¦ de�niujemy poziomy drzewa:

1 poziom zerowy to zbiór jednoelementowy, zªo»ony z korzenia drzewa;

2 poziom k + 1 to zbiór wszystkich bezpo±rednich nast¦pników

wierzchoªków poziomu k .

Drzewo dwójkowe to drzewo, w którym ka»dy wierzchoªek ma co najwy»ej

dwóch bezpo±rednich potomków. Peªne drzewo dwójkowe to drzewo, w

którym ka»dy wierzchoªek ma dokªadnie dwóch bezpo±rednich potomków.

Przez drzewo znakowane (elementami ze zbioru L) rozumiemy par¦

uporz¡dkowan¡ (D, f ), gdzie D jest drzewem, a f jest funkcj¡ ze zbioru

wierzchoªków drzewa D w zbiór L. W zastosowaniach w logice zwykle L

jest pewnym zbiorem formuª.

Gra�czne reprezentacje drzew s¡ rysunkami, na których wierzchoªki (jako±

znakowane � punktami, liczbami, formuªami, itd.) poª¡czone s¡ liniami,

odpowiadaj¡cymi kraw¦dziom. Przy tym, je±li (X ,R, x0) jest drzewem, to

na rysunku zaznaczamy tylko kraw¦dzie nale»¡ce do R − R2.
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Drzewa De�nicje

Drzewa skªadniowe. Na kursach logicznych sªuchacze poznaj¡ reprezentacje

skªadniowe wyra»e« rozwa»anych j¦zyków formalnych. Dla przykªadu,

ka»dej formule (powiedzmy, j¦zyka klasycznego rachunku zda«)

przyporz¡dkowa¢ mo»na drzewo jej wszystkich podformuª. Np. formule

¬(p ∨ q) ∧ (¬¬r → s) odpowiada drzewo:

¬(p ∨ q) ∧ (¬¬r → s)

��
�

HH
H

¬(p ∨ q)

p ∨ q

��HH
p q

¬¬r → s

��HH
¬¬r

¬r

r

s
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Drzewa De�nicje

Obliczenia. Podobnie, obliczeniom arytmetycznym mo»na przyporz¡dkowa¢

stosowne drzewa: na li±ciach umieszcza si¦ argumenty, w pozostaªych

wierzchoªkach wyniki kolejnych oblicze«, w korzeniu znajduje si¦ ko«cowy

wynik. Dla przykªadu, obliczenie 2 · (3+ 5 · 7) reprezentuje drzewo:

2 · (3+ 5 · 7)
�� HH

2 3+ 5 · 7
�� HH

3 5 · 7
��HH
5 7
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Drzewa Przypomnienie: peªne drzewo dwójkowe

Ka»dy wierzchoªek peªnego drzewa dwójkowego ma dwóch bezpo±rednich

potomków: lewego potomka znakujemy przez 0, prawego przez 1. Ta

reprezentacja peªnego drzewa dwójkowego wygl¡da zatem nast¦puj¡co:

•

��
��

�
��

HH
HH

H
HH

•0

��
��

HH
HH

•0
�� HH

•0

...

•1

...

•1
�� HH
•0

...

•1

...

•1

��
��

HH
HH

•0
�� HH

•0

...

•1

...

•1
�� HH

•0

...

•1

...
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Drzewa Przypomnienie: peªne drzewo dwójkowe

Poka»emy, »e nie jest mo»liwe ponumerowanie (liczbami naturalnymi: 0, 1,

2, 3, 4, 5,. . . ) wszystkich gaª¦zi peªnego drzewa dwójkowego, czyli

wszystkich niesko«czonych ci¡gów o wyrazach 0 lub 1. Rozwi¡zanie

wykorzystuje metod¦ przek¡tniow¡ Cantora. Przypu±¢my, dla dowodu nie

wprost, »e mo»na wszystkie gaª¦zie niesko«czonego drzewa dwójkowego

ponumerowa¢ liczbami naturalnymi. Niech to wyliczenie ma posta¢

nast¦puj¡c¡ (ka»da aji jest zerem lub jedynk¡):

1 g1 = a11a
2
1a

3
1 . . .

2 g2 = a12a
2
2a

3
2 . . .

3 g3 = a13a
2
3a

3
3 . . .

4 itd.

Rozwa»my ci¡g G = b1b2b3 . . ., gdzie:

1 je±li ann = 0, to bn = 1

2 je±li ann = 1, to bn = 0.
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Drzewa Przypomnienie: peªne drzewo dwójkowe

Wtedy ci¡g G ró»ni si¦ od ka»dego z ci¡gów gn (co najmniej na n-tym

miejscu). Tak wi¦c, jakkolwiek chcieliby±my ponumerowa¢ wszystkie

gaª¦zie peªnego drzewa dwójkowego liczbami naturalnymi, to zawsze

pozostan¡ gaª¦zie, dla których numerów nie starczy.

Zauwa»my, »e nasze przypuszczenie dotyczyªo dowolnego sposobu

numerowania wszystkich gaª¦zi drzewa dwójkowego liczbami

naturalnymi. Powy»szy wynik oznacza zatem, »e taka (wyczerpuj¡ca

wszystkie gaª¦zie) numeracja jest niemo»liwa. Tak wi¦c wszystkich

gaª¦zi tego drzewa nie mo»na ustawi¢ w ci¡g uporz¡dkowany tak, jak

wszystkie liczby naturalne.

Peªne drzewo dwójkowe reprezentuje wszystkie warto±ciowania w

klasycznym rachunku zda«: jak sªuchacze wiedz¡ z kursu

Wprowadzenia do logiki, ka»de takie warto±ciowanie jest

niesko«czonym ci¡giem zero-jedynkowym, a wi¦c gaª¦zi¡ w peªnym

drzewie dwójkowym.
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Drzewa Przypomnienie: peªne drzewo dwójkowe

Mo»emy te» patrze¢ na peªne drzewo dwójkowe w sposób nast¦puj¡cy.

Ka»dy z kolejnych wierzchoªków ma dwóch bezpo±rednich potomków.

Wierzchoªki (oprócz korzenia) kodujemy ci¡gami zer i jedynek. Tak wi¦c,

je±li jaki± wierzchoªek ma kod σ, to jego bezpo±rednimi potomkami s¡

wierzchoªki o kodach: σ0 oraz σ1.

•

��
��

�
��
�

HH
HH

H
HH

H

•0

��
��
�

HH
HH

H

•00
��
�

HH
H

•000

...

•001

...

•01
�� HH

•010

...

•011

...

•1

�
��

��

H
HH

HH

•10
��
�

HH
H

•100

...

•101

...

•11
��
�

HH
H

•110

...

•111

...
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Drzewa Lemat Königa

Lemat Königa. Je±li drzewo D = (X ,R, x0) rz¦du sko«czonego jest

niesko«czone, to ma gaª¡¹ niesko«czon¡.

Dowód. Przypu±¢my, »e D jest niesko«czone. Zde�niujemy gaª¡¹

niesko«czon¡ {x0, x1, x2, . . .} w D przez indukcj¦ matematyczn¡.

Element x0 (czyli korze« drzewa D) jest pierwszym elementem

konstruowanej gaª¦zi. Poniewa» D jest niesko«czone, wi¦c x0 ma

niesko«czenie wiele R-nast¦pników.

Przypu±¢my, »e x0, x1, x2, . . . , xn−1 zostaªy zde�niowane tak, »e xi nale»y

do i-tego poziomu drzewa D oraz xi ma niesko«czenie wiele

R-nast¦pników. Z zaªo»enia, xn−1 ma tylko sko«czenie wiele bezpo±rednich

R-nast¦pników. Poniewa» xn−1 ma niesko«czenie wiele R-nast¦pników,

wi¦c co najmniej jeden z jego bezpo±rednich R-nast¦pników tak»e ma

niesko«czenie wiele R-nast¦pników. Wybieramy wi¦c element xn z n-tego

poziomu drzewa D o tej wªa±nie wªasno±ci. Wtedy xn ma niesko«czenie

wiele R-nast¦pników. Poniewa» jest tak dla ka»dego n, pokazali±my

istnienie niesko«czonej gaª¦zi {x0, x1, x2, . . .} w drzewie D.
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Drzewa Lemat Königa

Przypu±¢my, »e D jest drzewem dwójkowym rz¦du sko«czonego (drzewem

sko«czenie generowanym). Ogl¡da¢ je mo»na z dwóch perspektyw:

Perspektywa Demona. Widzi on caªe drzewo D. Ma peªn¡ informacj¦ o

D. Uzna, »e D jest niesko«czone, gdy ma ono niesko«czon¡ liczb¦

wierzchoªków (lub, co na to samo wychodzi, niesko«czon¡ liczb¦ kraw¦dzi).

Perspektywa Mrówki. Mrówka mo»e w¦drowa¢ po drzewie D, startuj¡c z

jego korzenia i dokonuj¡c wyborów (lewo-prawo) w ka»dym z kroków (i nie

zawracaj¡c). Ma niepeªn¡ informacj¦ o D. Mo»e osi¡gn¡¢ kres swojej

w¦drówki, docieraj¡c do li±cia. Dla Mrówki drzewo b¦dzie niesko«czone,

je±li da jej ono gwarancj¦ (koszmarnej) nie±miertelno±ci, czyli gdy Mrówka

znajdzie gaª¡¹ niesko«czon¡ w D, po której b¦dzie drepta¢, drepta¢,

drepta¢. . .Mrówka drepcz¡ca po (sko«czenie generowanym) drzewie

dwójkowym robi to dzielnie, bez trwogi. Je±li dotrze do li±cia drzewa, to

mo»e spokojnie przej±¢ do (szcz¦±liwego) Niebytu. Je±li ma pecha »y¢ w

drzewie niesko«czonym i w dodatku ma Prawdziwego Pecha, poniewa»

wybraªa gaª¡¹ niesko«czon¡, to có» � musi hardo znosi¢ Koszmar

Nie±miertelno±ci. B¡d¹cie dzielni, co najmniej tak samo, jak Mrówka.
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Porz¡dki ci¡gªe

Niech (X ,6) b¦dzie zbiorem liniowo uporz¡dkowanym oraz, jak zwykle,

niech ≺ b¦dzie ostrym porz¡dkiem wyznaczonym przez � (czyli x ≺ y

wtedy i tylko wtedy, gdy x � y oraz x 6= y). Mówimy, »e porz¡dek 6 jest

ci¡gªy, gdy:

1 porz¡dek � jest g¦sty w X oraz

2 ka»dy niepusty zbiór A ⊆ X ograniczony z góry ma kres górny w

zbiorze X , a ka»dy niepusty zbiór B ⊆ X ograniczony z doªu ma kres

dolny w zbiorze X .

Porz¡dek 6 w zbiorze R jest ci¡gªy.

Porz¡dek 6 w zbiorze Q nie jest ci¡gªy. Jest to porz¡dek g¦sty, ale np.

nast¦puj¡cy zbiór liczb wymiernych nie ma kresu górnego, cho¢ jest

ograniczony z góry:

{x ∈ Q : x2 < 2}.

Porz¡dek 6 w zbiorze Z nie jest ci¡gªy, poniewa» nie jest g¦sty.
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Porz¡dki ci¡gªe

Twierdzenie. Je±li relacja 6 liniowo porz¡dkuje zbiór X , to nast¦puj¡ce

warunki s¡ równowa»ne:

1 Dla ka»dego niepustego ograniczonego z góry podzbioru zbioru X

istniej w zbiorze X kres górny.

2 Dla ka»dego niepustego ograniczonego z doªu podzbioru zbioru X

istniej w zbiorze X kres dolny.

Dowód. Trzeba pokaza¢, »e z pierwszego warunku wynika drugi, a tak»e,

»e z drugiego warunku wynika pierwszy. Udowodnimy, »e zachodzi to

pierwsze wynikanie, pozostawiaj¡c sªuchaczom przyjemno±¢ zmierzenia si¦

z dowodem drugiego.
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Porz¡dki ci¡gªe

Zaªó»my, »e zachodzi warunek 1). Niech A b¦dzie niepustym ograniczonym

z doªu podzbiorem zbioru X . Niech B b¦dzie zbiorem wszystkich

ogranicze« dolnych zbioru A: B = {y ∈ X : y 6 x dla wszystkich x ∈ A}.
Na mocy zaªo»enia mamy B 6= ∅. Zbiór B jest ograniczony z góry (ka»dy

element zbioru A jest bowiem ograniczeniem górnym zbioru B). Z

przyj¦tego zaªo»enia, B ma zatem kres górny. Niech b = supB . Poka»emy

teraz, »e b jest kresem dolnym zbioru A. Je±li x ∈ A, to x jest

ograniczeniem górnym zbioru B . W konsekwencji, skoro b jest

najmniejszym ograniczeniem górnym zbioru B , to b 6 x . Poniewa» element

x zostaª wybrany caªkiem dowolnie z A, wi¦c b jest ograniczeniem dolnym

zbioru A. Niech c b¦dzie dowolnym ograniczeniem dolnym zbioru A.

Naszym celem jest pokazanie, »e c 6 b. Przypu±¢my, dla dowodu nie

wprost, »e b < c . Wtedy c /∈ B , a zatem istnieje x ∈ A taki, »e x < c . To

jednak oznacza, »e c nie jest ograniczeniem dolnym zbioru A.

Przypuszczenie, »e b < c doprowadziªo do sprzeczno±ci, a wi¦c musimy je

odrzuci¢. Ostatecznie, c 6 b, czyli b jest kresem dolnym zbioru A.
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Dobre porz¡dki

Mówimy, »e porz¡dek liniowy � w zbiorze X jest dobry, je±li w ka»dym

niepustym zbiorze A ⊆ X istnieje element najmniejszy wzgl¦dem tego

porz¡dku. Je±li � jest dobrym porz¡dkiem w zbiorze X , to mówimy, »e

ukªad (X ,�) jest zbiorem dobrze uporz¡dkowanym.

Porz¡dek 6 w zbiorze N jest dobrym porz¡dkiem. W ka»dym

niepustym zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza.

Relacja nale»enia ∈ jest dobrym porz¡dkiem w dowolnej rodzinie

zbiorów A. Wªasno±¢ ta wynika z aksjomatów teorii mnogo±ci.

Wykluczaj¡ one mianowicie mo»liwo±¢, aby istniaª ci¡g zbiorów

(xn)n∈N+ taki, »e: xi+1 ∈ xi dla wszystkich i ∈ N+. Tak wi¦c, ka»dy

zbiór jest �ufundowany�.

Porz¡dek 6 w zbiorze Z nie jest dobrym porz¡dkiem, gdy» np. zbiór

{n ∈ Z : z 6 0} nie ma elementu najmniejszego.

Nazwa dobry porz¡dek nie ma charakteru ocennego, stosujemy j¡ na

mocy Tradycji.
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Dobre porz¡dki

Twierdzenie. Je±li zbiór X jest dobrze uporz¡dkowany przez relacj¦ �, to
dla ka»dego elementu (z wyj¡tkiem elementu najwi¦kszego) istnieje

dokªadnie jeden bezpo±redni nast¦pnik (w sensie tego porz¡dku).

Dowód. Je±li 6 jest porz¡dkiem cz¦±ciowym, to bezpo±rednimi

nast¦pnikami elementu x ∈ X s¡ dokªadnie elementy minimalne zbioru

Ax = {y ∈ X : x ≺ y}, o ile Ax 6= ∅ oraz w Ax istniej¡ elementy

minimalne. Je±li teraz porz¡dek � jest liniowy, to (poniewa» wszystkie

elementy zbioru Ax s¡ porównywalne) dla x istnieje co najwy»ej jeden

bezpo±redni nast¦pnik i jest nim najmniejszy element zbioru Ax , o ile taki

element w Ax istnieje. Wreszcie, je±li porz¡dek � jest dobry, to dla

istnienia elementu najmniejszego w zbiorze Ax wystarcza, aby Ax 6= ∅, a to

ma miejsce dla dowolnego elementu oprócz elementu najwi¦kszego w

zbiorze X (o ile taki najwi¦kszy element istnieje).
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Dodatki Drzewo Calkina-Wilfa

Na jakie sposoby umysª mo»e wyobra»a¢ sobie liczby wymierne? Jedna

z mo»liwo±ci to ta, któr¡ sªuchacze poznali w szkole: liczbom

wymiernym przyporz¡dkowuje si¦ punkty na osi liczbowej. Zbiór tych

punktów jest g¦sty w porz¡dku osi liczbowej i jest przeliczalny (jest ich

tyle samo, co liczb naturalnych).

Z liczbami wymiernymi skojarzy¢ mo»na te» wszystkie proste

przechodz¡ce przez pocz¡tek ukªadu wspóªrz¦dnych na pªaszczy¹nie

oraz przez punkty kratowe (czyli punkty o wspóªrz¦dnych caªkowitych

na pªaszczy¹nie), co opisali±my nieco dokªadniej w pliku zawieraj¡cym

szczegóªowy plan niniejszych wykªadów.

Istnieje jeszcze wiele innych reprezentacji tego zbioru. Podamy teraz

jedn¡ z nich, odwoªuj¡c¡ si¦ do cz¦±ciowego porz¡dku innego od

zwykªego porz¡dku liczb wymiernych.
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Dodatki Drzewo Calkina-Wilfa

Zbudujemy nast¦puj¡ce drzewo uªamków:

1 Korzeniem drzewa jest uªamek 1
1
.

2 Ka»dy wierzchoªek drzewa ma dwóch bezpo±rednich potomków.
3 Je±li a

b
jest wierzchoªkiem w drzewie, to jego bezpo±rednimi

potomkami s¡ wierzchoªki: a
a+b

(lewy) oraz a+b
b

(prawy).

To drzewo nazywamy drzewem Calkina-Wilfa. Mo»na udowodni¢, »e ka»da

dodatnia liczba wymierna wyst¡pi w tym drzewie dokªadnie raz, przy tym

zapisana w postaci nieskracalnego uªamka.
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Dodatki Lemat Kuratowskiego-Zorna

Lemat Kuratowskiego-Zorna. Je±li w niepustym zbiorze cz¦±ciowo

uporz¡dkowanym ka»dy ªa«cuch ma ograniczenie górne, to w zbiorze tym

istnieje co najmniej jeden element maksymalny.

Nie podamy dowodu tego twierdzenia, gdy» wymaga to skorzystania z do±¢

zaawansowanych ±rodków teorii mnogo±ci. Zainteresowani sªuchacze zechc¡

si¦gn¡¢ np. do pracy: Guzicki, W., Zakrzewski, P. 2005. Wykªady ze

wst¦pu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogo±ci. Wydawnictwo

Naukowe PWN, Warszawa. Niektóre zastosowania tego Lematu to:

Istnienie bazy w przestrzeni wektorowej. W ka»dej przestrzeni wektorowej

istnieje co najmniej jedna baza (czyli maksymalny ukªad wzajem

niezale»nych wektorów, których kombinacjami liniowymi s¡ wszystkie

wektory rozwa»anej przestrzeni).

Twierdzenie o peªno±ci dla logiki pierwszego rz¦du. Tezy logiki pierwszego

rz¦du pokrywaj¡ si¦ z tautologiami tej logiki.

Lemat Lindenbauma. Ka»dy niesprzeczny zbiór formuª j¦zyka logiki

pierwszego rz¦du jest zawarty w pewnym niesprzecznym i zupeªnym zbiorze

formuª.
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

Czy mo»na uporz¡dkowa¢ liniowo wszystkie gaª¦zie niesko«czonego

drzewa dwójkowego?

Czy w zbiorach N, Z, Q, R jaki± porz¡dek jest wyró»niony (np. przez

wªasno±ci arytmetyczne)?

Czy g¦sto±¢ porz¡dku mo»e by¢ stopniowalna?

Czy jest sensowne mówienie o porz¡dku koªowym?

Przypu±¢my, »e � w jakiej± ±wiadomie aktywnej formie � byªby± istot¡

trwaj¡c¡ wiecznie. W jaki sposób uporz¡dkowaªby± t¦ wieczno±¢?

Zauwa», »e je±li po±wi¦cisz np. pierwsze sto miliardów lat na ±piewanie

pie±ni religijnych, a nast¦pne sto miliardów lat na picie piwa, to po

owych dwustu miliardach lat znów jeste± w punkcie wyj±cia: masz

przed sob¡ niesko«czono±¢ trwania. Mo»esz powtórzy¢ dwa poprzednie

wybory. I jeszcze raz. I jeszcze raz. Na pewno masz ciekawsze

pomysªy na wieczno±¢ trwania � podziel si¦ nimi.
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ

Porz¡dki cz¦±ciowe i liniowe (ostre i nieostre).

Porz¡dki: dyskretne, g¦ste, ci¡gªe.

Elementy: najwi¦kszy, najmniejszy, maksymalne, minimalne.

�a«cuchy i antyªa«cuchy.

Ograniczenia (górne i dolne) zbioru, kres dolny, kres górny.

Drzewa: reprezentacje gra�czne i lemat Königa.

Dobre porz¡dki.
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