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Uporzadkowania

Na wyktadzie poswieconym relacjom powiedzieliSmy pare stéw o waznym
typie relacji, a mianowicie relacjach réwnowaznosci (zwrotnych,
symetrycznych i przechodnich). Wiaza sie one, jak juz wiemy, z
nieodréznialnoscia obiektéw (ze wzgledu na ustalony zbiér cech).

Gdy dokonujemy kategoryzacji przedmiotéw, gdy grupujemy przedmioty
nieodréznialne pod ustalonymi wzgledami w ich typy — wtedy korzystamy
wiasnie ze stosownych relacji réwnowaznosci.

Obok kategoryzowania inna wazng czynnoscia poznawczg jest ustalanie
poprzedzania jednych obiektéw przez inne wzgledem jakiej$ zaleznosci.
Moze ono dawaé w wyniku uszeregowanie badanych obiektéw, albo jakas
ich hierarchie.

Relacje, ktére reprezentuja tego typu sytuacje to réznego rodzaju relacje
porzadkujace. Stuchacze znaja juz proste przyktady takich relacji:
mniejszo$¢ w zbiorze liczb, inkluzja zbioréw.
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Porzadki czesciowe i liniowe

Porzadki czesciowe

Méwimy, ze relacja R jest relacja czesciowego porzadku w zbiorze X, gdy
jest ona w tym zbiorze zwrotna, przechodnia oraz antysymetryczna, czyli
gdy spetnione s3 nastepujace warunki:
© Zwrotnosé: dla dowolnego x € X zachodzi xRx.
@ Przechodniosé: dla dowolnych x € X, y € X oraz z € X, jesli xRy
oraz yRz, to xRz.
© Antysymetria: dla dowolnych x € X, y € X, jesli xRy oraz yRx, to
X=y.
W takim przypadku méwimy tez, ze R czesciowo porzadkuje zbior X.
Uktad (X, R) nazywamy wtedy zbiorem czesciowo uporzadkowanym.

Czasami rozwaza sie nieco ogdlniejsze relacje porzadkujace: méwimy, ze R
jest quasi-porzadkiem (czesciowym), jesli R jest zwrotna i przechodnia.
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Porzadki czesciowe i liniowe
Przyktady

e Dla dowolnego zbioru X, uktad (p(X), C) jest zbiorem czesciowo
uporzadkowanym (przez relacje inkluzji C).

@ Relacja podzielnosci w zbiorze N wszystkich dodatnich liczb
naturalnych jest relacja czesciowego porzadku w tym zbiorze. W tym
porzadku liczba x poprzedza liczbe y, gdy y jest podzielna przez x.

o Relacja zachodzaca miedzy tréjkatami A i B na ptaszczyznie wtedy i
tylko wtedy, gdy pole A jest niewicksze od pola B nie jest czeSciowym
porzadkiem w zbiorze wszystkich tréjkatéw na ptaszczyznie. Jest ona
zwrotna i przechodnia, ale nie jest antysymetryczna. Tak wiec,
rozwazana relacja jest quasi-porzadkiem.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury porzadkowe 4 /45



Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Porzadki czesciowe i liniowe
Porzadki liniowe

e Jesli (X, R) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym oraz x € X,

y € X, to méwimy, ze x oraz y s3 poréwnywalne (wzgledem
czesciowego porzadku R), gdy xRy lub yRx. Jesli x oraz y nie s3
poréwnywalne (wzgledem R), to méwimy, ze x oraz y s3
nieporéwnywalne (wzgledem R).

o Jesli (X, R) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym oraz kazde dwa
elementy zbioru X sa poréwnywalne (wzgledem R), to méwimy, ze R
jest liniowym porzadkiem w zbiorze X. Uktad (X, R) nazywamy wtedy
zbiorem liniowo uporzadkowanym.

@ Relacja liniowego porzadku to taka relacja czesciowego porzadku,
ktéra jest dodatkowo spdjna w zbiorze, na ktérym jest okreslona, czyli
spetniajaca warunek: dla dowolnych x € X oraz y € X, jedli x # y, to
xRy lub yRx.
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Prorild e f (o
tancuchy i antytancuchy

o Jesli (X, R) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym oraz Y C X, to
Y nazywamy faricuchem (wzgledem relacji R) w (X, R), gdy kazde
dwa elementy zbioru Y s3 poréwnywalne wzgledem R, czyli gdy
relacja R ograniczona do zbioru Y jest w nim porzadkiem liniowym.

o Jegli (X, R) jest zbiorem czesciowo uporzadkowanym oraz Y C X, to
Y nazywamy antyfaricuchem (wzgledem relacji R) w (X, R), gdy
kazde dwa rézne elementy zbioru Y s3 nieporéwnywalne wzgledem R.
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Porzadki czesciowe i liniowe

@ Rozwazmy zbiér czesciowo uporzadkowany (p({1,2,3,4,5,6,7}), C).
Przyktadem tancucha wzgledem inkluzji jest rodzina zbioréw:

{{1},{1,2},{1,2,3},{1,2,3,5},{1,2,3,5,7}}.

@ Rozwazmy czeSciowy porzadek dodatnich liczb naturalnych
wyznaczony przez relacje podzielnosci. Dla dowolnej dodatniej liczby
catkowite] x fancuchem wzgledem tego porzadku jest np. zbiér
wszystkich poteg o wyktadniku naturalnym liczby x, czyli zbiér
{y e N:y = x"dla pewnej n € N}.

e Rozwazmy relacje inkluzji w rodzinie p({1,2,3}). Zbiory {1,2} oraz
{2,3} sa nieporéwnywalne wzgledem tej relacji.

@ Rozwazmy czesciowy porzadek dodatnich liczb naturalnych
wyznaczony przez relacje podzielnosci. Kazde dwie rézne liczby
pierwsze s3 nieporéwnywalne wzgledem tego porzadku. W
konsekwencji, dowolny zbiér liczb pierwszych jest antytaricuchem
wzgledem tego porzadku.
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Porzadki ostre i nieostre

o Porzadki czesciowe nazywane sa takze nieostrymi porzadkami
cze$ciowymi.

o Jesli < jest porzadkiem czesciowym (czyli relacja zwrotng,
przechodnia i antysymetryczna na rozwazanym zbiorze), to <
wyznacza jednoznacznie takze pewien ostry porzadek czeSciowy na
rozwazanym zbiorze, zdefiniowany przez warunek: x < y wtedy i tylko
wtedy, gdy x <y oraz x # y.

o Przez ostry porzadek czesciowy rozumiemy relacje, ktéra jest
przeciwzwrotna oraz przechodnia. Przez ostry porzadek liniowy
rozumiemy relacje ostrego porzadku czeSciowego, ktéra jest spdjna.

e Zauwazmy, ze jesli jakas relacja jest przeciwzwrotna oraz przechodnia,
to jest takze asymetryczna.
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Porzadki ostre i nieostre

Przyktady

e Relacja <C R? (mniejsze lub réwne) znana ze szkoty jest nieostrym
porzadkiem liniowym w zbiorze R.

o Relacja <C R? (mniejsze) znana ze szkoty jest ostrym porzadkiem
liniowym w zbiorze R.

@ Relacja inkluzji C jest nieostrym czeSciowym porzadkiem (w ustalone;
rodzinie zbioréw).

@ Relacja inkluzji wtasciwej C jest ostrym czesciowym porzadkiem (w
ustalonej rodzinie zbioréw).

o Relacje porzadkujace czesto oznacza sie np. symbolami: <, <, <, =,
C, E <, <, itp.
@ Relacje réwnowaznosci czesto oznacza sie np. symbolami: =, ~, ~,

=R, e, &, =, .

v
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Porzadki dyskretne i geste

Niech RC X x X oraz x € X, y € X.
@ y jest bezposrednim R-nastepnikiem x, jesli xRy oraz nie istnieje
z € X taki, ze z # x, z # y, xRz oraz zRy.
@ x jest bezposrednim R-poprzednikiem y, jesli xRy oraz nie istnieje
z € X taki, ze z # x, z # y, xRz oraz zRy.

Niech (X, <) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym oraz niech x < y
wtedy i tylko wtedy, gdy x < y oraz x # y.

o Porzadek < jest dyskretny, gdy kazdy element x € X ma bezposredni
<-poprzednik oraz bezposredni <-nastepnik.

@ Porzadek < jest gesty, gdy zbiér X ma co najmniej dwa elementy oraz
dla kazdej pary réznych elementéw x € X, y € X, jesli x < y, to
istnieje z € X taki, ze x < z oraz z < y.
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Porzadki dyskretne i geste
Przyktady

@ Zbiér wszystkich liczb catkowitych Z jest uporzadkowany w spos6b
dyskretny przez relacje mniejszosci.

@ Zbidér wszystkich liczb wymiernych Q jest uporzadkowany w sposéb
gesty przez relacje mniejszosci.

@ Dyskretno$¢ nie jest zaprzeczeniem gestosci. Oczywiscie zaden
porzadek liniowy nie moze by¢ jednoczesnie dyskretny i gesty.

@ Istnieja jednak porzadki liniowe, ktére nie s3 ani dyskretne ani geste.
Dla przyktadu, zwykta relacja mniejszosci w zbiorze Z U [0, 1] nie jest
ani porzadkiem dyskretnym ani porzadkiem gestym.
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Operacje na porzadkach

Suma zbioréw czesciowo uporzadkowanych. Niech (X, <) oraz (Y,C) beda
zbiorami czesciowo uporzadkowanymi takimi, ze X N'Y = (). Na zbiorze

X UY mozemy zdefiniowa¢ relacje < nastepujaco: v < v wtedy i tylko
wtedy gdy zachodzi jeden z cztondéw alternatywy:

O uvueXorazveYlub
Q u,ve Xorazu=<vlub
Q u,veYorazulv.

Tak okreslona relacja < jest wtedy czesciowym porzadkiem na zbiorze
XUY.

Porzadek leksykograficzny w produkcie kartezjariskim. Niech (X, <) oraz
(Y, ) beda zbiorami czeSciowo uporzadkowanymi. Porzadkiem
leksykograficznym w zbiorze X x Y nazywamy relacje <, okreslona
nastepujaco dla dowolnych xi,xp € X oraz y1,y2 € Y: (x1,y1) <¢ (x2,¥2)
wtedy i tylko wtedy, gdy x1 =< xp lub (x3 = xp oraz y1 C y»). Wtedy <y
jest porzadkiem czeSciowym w zbiorze X x Y.

.
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Operacje na porzadkach

Rozwazmy zbiory: {1,2} oraz N, oba uporzadkowane przez zwykta relacje
porzadku. Porzadki leksykograficzne w zbiorach N x {1,2} oraz {1,2} x N
istotnie sie r6znia:

N x {1,2} uporzadkowany leksykograficznie jest ,tego samego typu”
porzadkiem co zwykty porzadek w zbiorze N, co ustala bijekcja

f: N — (N x {1,2}), zdefiniowana wzorami: f(2n) = (n, 1),

f(2n+1) = (n,2).

{1,2} x N jest uporzadkowany leksykograficznie tak, jak przez zwykty
porzadek uporzadkowany jest zbidr:

{l—i:nGN}UQ—

N1,
n+1 n—&—lnE }

Poswiadcza to bijekcja

1
(41,2 1— —: 2 _
g (L2 xN) = {l - == :neNjU{2————neN},
zdefiniowana wzorem: g((1,n)) =1 — %ﬂ g((2,n)=2—- ﬁ
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Relacje porzadkujace: podstawowe definicje Dygresja: paradoks Condorceta

Przypusémy, ze dziewczeta X, Y, Z chca ustali¢, ktéry z facetéw A, B, C
jest najbardziej przystojny. Niech preferencje poszczegélnych dziewczat
wygladaja nastepujaco (piszemy P > Q w znaczeniu: wybér P jest
preferowany wzgledem wyboru Q; preferencje kazdego dziewczecia sa
przechodnie): X: A>B>C,Y: B>C>A Z: C>A>B.

Czy mozliwe jest liniowe uporzadkowanie kandydatéw zgodne z
preferencjami wiekszosci dziewczat? Dos¢ fatwo wida¢, ze tak nie jest:

(1] % dziewczat uwaza, ze A jest bardziej przystojny od B.

(2] % dziewczat uwaza, ze B jest bardziej przystojny od C.

(3] % dziewczat uwaza, ze C jest bardziej przystojny od A.
Tak wiec, cho¢ indywidualne preferencje poszczegélnych dziewczat s3
dobrze okreslone, to nie mozna ich uzgodni¢ dla otrzymania uszeregowania

w sposéb liniowy wszystkich rozwazanych kandydatéw, jesli kryterium

miatoby stanowi¢ to, jak pozycja kandydata zalezy od liczby oddanych na
niego gtoséw.

v
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Intuicje dotyczace izomorfizmu porzadkéw
Niech (X, <) oraz (Y,LC) beda zbiorami czesciowo uporzadkowanymi.
Méwimy, ze funkcja f : X — Y jest izomorfizmem tych zbioréw, jesli:

© f jest bijekcjaz X na Y.

@ f jest funkcjg zachowujaca porzadek, czyli dla dowolnych x; € X,
x2 € X: x1 = xp wtedy i tylko wtedy, gdy f(x1) C f(x2).

Jedli istnieje izomorfizm ukfadéw (X, <) oraz (Y, C), to méwimy, ze
uktady te s3 izomorficzne.

@ Zbiory liniowo uporzadkowane (N, <) oraz ({1 — n%rl :neN} ) sa
izomorficzne, gdyz funkcja $cisle rosnaca f(n) = 1 — -1+ zachowuje

n+1
rozwazany porzadek.

e Rodzina wszystkich podzbioréw zbioru {1,2,3} uporzadkowana
czesciowo przez inkluzje jest izomorficzna ze zbiorem liczb
{1,2,3,5,6,10, 15,30} uporzadkowanym czesciowo przez relacje
podzielnosci.
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Wyréznione elementy i podzbiory Elementy: minimalne, maksymalne, najmniejszy i najwigkszy

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym oraz, jak zwykle,
niech < bedzie ostrym porzadkiem wyznaczonym przez < (czyli x < y
wtedy i tylko wtedy, gdy x < y oraz x # y). Niech ponadto A C X oraz
a € X. Méwimy, ze a jest:

@ celementem najmniejszym w zbiorze A, gdy a € A oraz a < x dla
wszystkich x € A;

@ elementem najwiekszym w zbiorze A, gdy a € A oraz x < a dla
wszystkich x € A;

© elementem minimalnym w zbiorze A, gdy a € A oraz nie istnieje x € A
taki, ze x < a;

Q celementem maksymalnym w zbiorze A, gdy a € A oraz oraz nie istnigje
x € A taki, ze a < x.
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Wyréznione elementy i podzbiory Elementy: minimalne, maksymalne, najmniejszy i najwigkszy

e Elementem najwiekszym w rodzinie wszystkich niepustych podzbioréw
zbioru {1,2, 3}jest zbiér {1, 2,3}, nie istnieje element najmniejszy w
tej rodzinie. Elementami minimalnymi s3 zbiory jednoelementowe:
{1}, {2}, {3}.

e W rodzinie wszystkich podzbioréw zbioru {1,2,3} czesciowo
uporzadkowanego poprzez relacje inkluzji C istnieje element najwickszy
{1, 2,3} oraz element najmniejszy, ktérym jest zbiér pusty 0.

e W zbiorze liczb {2,3,5,6,10,15} uporzadkowanym czesciowo przez
relacje podzielnosci nie istnieja elementy: najwiekszy i najmniejszy,
elementami maksymalnymi sg 6, 10 oraz 15, za$ elementami
minimalnymi s3: 2, 3 oraz 5.

e W zbiorze {x € N : x > 1} uporzadkowanym czesciowo przez relacje
podzielnosci nie istnieja elementy: najwiekszy i najmniejszy;
elementami minimalnymi sg wszystkie liczby pierwsze, elementy
maksymalne nie istnieja.
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Wyréznione elementy i podzbiory Ograniczenia i kresy

Niech (X, <) bedzie zbiorem czesciowo uporzadkowanym oraz, jak zwykle,
niech < bedzie ostrym porzadkiem wyznaczonym przez < (czyli x < y
wtedy i tylko wtedy, gdy x < y oraz x # y). Niech ponadto A C X oraz
a € X. Méwimy, ze a jest:

© ograniczeniem dolnym zbioru A, gdy a < x dla wszystkich x € A
(zauwazmy, ze a nie musi naleze¢ do A oraz ze dany zbiér moze mie¢
wiele ograniczen dolnych);

@ ograniczeniem gérnym zbioru A, gdy, gdy x < a dla wszystkich x € A
(zauwazmy, ze a nie musi naleze¢ do A oraz ze dany zbiér moze mie¢
wiele ograniczen gérnych);

© kresem dolnym (infimum, oznaczanym inf A) zbioru A, gdy a jest
elementem najwiekszym w zbiorze wszystkich ograniczen dolnych
zbioru A (zauwazmy, ze a nie musi naleze¢ do A);

© kresem gornym (supremum, oznaczanym sup A) zbioru A, gdy a jest
elementem najmniejszym w zbiorze wszystkich ograniczen gérnych
zbioru A (zauwazmy, ze a nie musi naleze¢ do A).
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Wyréznione elementy i podzbiory Ograniczenia i kresy

@ Niech A C p(X) dla pewnego zbioru X oraz niech A # 0.
Rozwazamy inkluzje jako porzadek czesciowy w rodzinie p(X).
Ograniczeniem dolnym zbioru A w ((X) jest dowolny podzbiér zbioru
X, ktéry jest zawarty we wszystkich zbiorach nalezacych do A.
Kresem dolnym zbioru A jest [ .A.

@ Niech A C p(X) dla pewnego zbioru X oraz niech A # (). Rozwazamy
inkluzje jako porzadek czesciowy w rodzinie p(X). Ograniczeniem
gérnym zbioru A w p(X) jest dowolny podzbiér zbioru X, zawierajacy
wszystkie zbiory nalezace do A. Kresem gérnym zbioru A jest | A.

@ Zbiér P wszystkich liczb pierwszych rozwazany jako podzbidr zbioru
wszystkich liczb naturalnych uporzadkowanego przez relacje
mniejszosci ma ograniczenie dolne (np. liczbe 1) oraz ma kres dolny
(liczbe 2), nie ma natomiast elementu najwickszego wzgledem te;j
relacji. Nie istniejg tez elementy maksymalne w zbiorze P wzgledem
tej relacji.
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Wyréznione elementy i podzbiory Ograniczenia i kresy

@ Rozwazmy dowolny niepusty skoficzony zbiér A, bedacy podzbiorem
zbioru N i czesciowy porzadek w tym zbiorze, wyznaczony przez
relacje podzielnosci. Ograniczeniem dolnym zbioru A w N jest
dowolna liczba, ktéra jest wspélnym dzielnikiem wszystkich liczb z A.
Kresem dolnym zbioru A jest najwiekszy wspélny dzielnik wszystkich
liczb nalezacych do A.

@ Rozwazmy dowolny niepusty skoriczony zbiér A, bedacy podzbiorem
zbioru N i czesciowy porzadek w tym zbiorze, wyznaczony przez
relacje podzielnosci. Ograniczeniem gérnym zbioru A w N jest
dowolna liczba, ktéra jest wspéing wielokrotnoscia wszystkich liczb z
A. Kresem gérnym zbioru A jest najmniejsza wspélna wielokrotnosé
wszystkich liczb nalezacych do A.

@ Rozwazmy podzbiér {x € Q : x? < 2} zbioru Q wszystkich liczb
wymiernych (uporzadkowanego w zwykty sposéb). Jest on
ograniczony z géry (np. przez kazda liczbe wymierng wieksza od 13),
ale nie istnieje w QQ jego kres gérny.
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Wyréznione elementy i podzbiory Odcinki poczatkowe

@ Niech (X, <) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym oraz, jak
zwykle, niech < bedzie ostrym porzadkiem wyznaczonym przez <
(czyli x < y wtedy i tylko wtedy, gdy x < y oraz x # y).

@ Podzbiér A zbioru X nazywamy odcinkiem poczatkowym zbioru X
(wzgledem porzadku <), gdy dla dowolnych x,y € X: jesli x € A oraz
y<x,toyeA

@ Zbiér A jest zatem odcinkiem poczatkowym zbioru X, jesli wraz z
kazdym jego elementem naleza don wszystkie mniejsze (w sensie
porzadku <) elementy zbioru X. Odcinek poczatkowy nazywamy
wiasciwym, gdy jest on rézny od catego zbioru X (ktéry z definicji jest
swoim odcinkiem poczatkowym).

o Jesli a € X to zbiér O(a) = {x € X : x < a} jest wtasciwym
odcinkiem poczatkowym zbioru X. Méwimy wtedy, ze O(a) jest
odcinkiem poczatkowym wyznaczonym przez a.
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ik poczriier:
Przyktady

e Dla dowolnej liczby naturalnej n € N zbiér wszystkich liczb od niej
mniejszych (w sensie zwyktego porzadku) jest odcinkiem poczatkowym
w N wyznaczonym przez liczbe n.

@ Zbiér {x € Q: x? < 2} jest odcinkiem poczatkowym
uporzadkowanego w zwykty sposéb zbioru Q wszystkich liczb
wymiernych, ale nie jest on wyznaczony przez zadng liczbe wymierna.

e Przedziat (—o0, 1] jest odcinkiem poczatkowym uporzadkowanego w
zwykty sposéb zbioru R wszystkich liczb rzeczywistych, ale nie jest on
wyznaczony przez zadng liczbe rzeczywista. Natomiast przedziat
(—o0, 1) jest odcinkiem poczatkowym uporzadkowanego w zwykty
spos6b zbioru R wszystkich liczb rzeczywistych, wyznaczonym przez
liczbe 1.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury porzadkowe 22 / 45



Kraty i algebry Boole'a: definicja porzadkowa

Zbiér czesciowo uporzadkowany (X, <) nazywamy krata, jesli dla
dowolnych dwéch elementéw x € X oraz y € X istnieja kresy: sup{x,y}
oraz inf{x, y}. Zwykle uzywa sie nastepujacych oznaczen:

QO xNy (lub x Ay)dlainf{x,y}
@ xUy (lub x Vv y) dla sup{x,y}.

Krata (X, <) jest dystrybutywna, gdy dla wszystkich x,y,z € X:
xN(yUz)=(xNy)U(xnNz)

xU(ynz)=(xUy)Nn(xUz)

Najwiekszy element kraty (o ile istnieje), nazywamy jedynka kraty i
oznaczamy np. przez 1.

Najmniejszy element kraty (o ile istnieje), nazywamy zerem kraty i
oznaczamy np. przez 0.

Algebra Boole’a nazywamy kazda krate dystrybutywna (X, <) z zerem 0
oraz jedynka 1, w ktorej dla kazdego elementu x € X istnieje uzupefnienie
—x tego elementu, spetniajace warunki: xU—x=1, xN—x=0.
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Kraty i algebry Boole'a: definicja porzadkowa

@ Zbior wszystkich dodatnich liczb naturalnych czesciowo
uporzadkowany poprzez relacje podzielnosci (bez reszty) jest krata.
Najwiekszy wspélny dzielnik liczb x oraz y jest tu kresem dolnym
zbioru {x, y}, a najmniejsza wspélna wielokrotnos¢ liczb x oraz y jest
tu kresem gérnym zbioru {x, y}.

o Wartosci logiczne. Znane stuchaczom z kursu Wprowadzenie do logiki
wartosci logiczne 0 oraz 1 tworza algebre Boole’a wzgledem porzadku
okreslonego warunkiem 0 < 1.

e Zbior potegowy. Dla dowolnego zbioru X, rodzina p(X) jest algebra
Boole’a. Rozwazanym porzadkiem jest relacja inkluzji C. Kresem
dolnym dla pary zbioréw {A, B} jest ich iloczyn AN B, kresem gérnym
dla pary zbioréw {A, B} jest ich suma AU B, uzupetnieniem elementu
A C X jest jego dopetnienie A’ = X — A.

o Ciatem zbioréw nazywamy dowolna rodzine zbioréw, ktéra jest
domknieta na operacje: sumy, iloczynu oraz dopetnienia. Kazde ciato
zbioréw jest algebra Boole'a. Rozwazanym porzadkiem jest relacja
inkluzji C. Kresy okreslone s3 tak samo, jak w poprzednim przyktadzie.
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EEEE

Drzewem (o korzeniu xp) nazwiemy kazdy uktad (X, R, xo) taki, ze:
Q@ (X, R) jest grafem o zbiorze wierzchotkéw X i zbiorze krawedzi
RC X xX;
@ R jest czesciowym porzadkiem w X;
O xp jest elementem R-najmniejszym w X;
o

zbiér wszystkich R-poprzednikéw kazdego wierzchotka jest liniowo
uporzadkowany przez relacje R.

@ To jest jedna z mozliwych definicji drzewa. Rozwaza sie tez inne, w
zaleznosci od zastosowan.

@ Drzewa to bardzo wazne struktury porzadkowe, spotykamy je w wielu
zastosowaniach. Drzewa reprezentuja struktury skfadniowe wyrazen,
obliczenia réwniez traktowa¢ mozemy jako drzewa. Takze dowody
twierdzen sa drzewami.
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EEEE

o Lisémidrzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzchotki, ktére nie
maja R-nastepnikéw. Jesli (x,y) € R jest krawedziag w D, to x
nazywamy przodkiem y, a y nazywamy potomkiem x. Jesli
(x,y) € R — R? jest krawedzia w D, to x nazywamy bezposrednim
przodkiem y, za$ y nazywamy bezposrednim potomkiem x.

o Kazdy podzbiér zbioru wierzchotkéw drzewa D, ktéry jest
uporzadkowany liniowo przez R nazywamy faricuchem w D (czasem:
Sciezka w D). Kazdy tancuch maksymalny (wzgledem inkluzji) w D
nazywamy gatezia w D. Przez dfugos¢ tancucha P rozumiemy liczbe
elementéw zbioru P.

@ Rzedem wierzchotka x nazywamy moc (liczbe elementéw) zbioru
wszystkich bezposrednich potomkéw x. Rzedem drzewa D jest kres
gérny rzedéw wszystkich wierzchotkéw drzewa D.

@ Drzewo D jest skoriczone, jesli zbiér jego wierzchotkéw jest skonczony;
w przeciwnym przypadku jest nieskoriczone. Drzewo D jest rzedu
skoriczonego (jest skoriczenie generowane), jesli kazdy jego
wierzchotek ma rzad skonczony.
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EEEE

Przez indukcje definiujemy poziomy drzewa:

@ poziom zerowy to zbidr jednoelementowy, ztozony z korzenia drzewa;

@ poziom k + 1 to zbiér wszystkich bezposrednich nastepnikéw
wierzchotkéw poziomu k.

Drzewo dwéjkowe to drzewo, w ktérym kazdy wierzchotek ma co najwyzej
dwéch bezposrednich potomkéw. Pefne drzewo dwdjkowe to drzewo, w
ktérym kazdy wierzchotek ma dokfadnie dwéch bezposrednich potomkéw.

Przez drzewo znakowane (elementami ze zbioru L) rozumiemy pare
uporzadkowana (D, f), gdzie D jest drzewem, a f jest funkcja ze zbioru
wierzchotkéw drzewa D w zbiér L. W zastosowaniach w logice zwykle L
jest pewnym zbiorem formut.

Graficzne reprezentacje drzew s3 rysunkami, na ktérych wierzchotki (jako$
znakowane — punktami, liczbami, formutami, itd.) potaczone sa liniami,
odpowiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, xp) jest drzewem, to
na rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R?.

v
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Drzewa skfadniowe. Na kursach logicznych stuchacze poznaja reprezentacje
sktadniowe wyrazen rozwazanych jezykéw formalnych. Dla przyktadu,
kazdej formule (powiedzmy, jezyka klasycznego rachunku zdan)
przyporzadkowaé mozna drzewo jej wszystkich podformut. Np. formule
=(pV q) A (—=—r — s) odpowiada drzewo:

=(pV Q) A(=mr —s)

T

~(pVaq) —or—s

‘ PN
p\/ q —r S
P ‘

p q
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Obliczenia. Podobnie, obliczeniom arytmetycznym mozna przyporzadkowaé
stosowne drzewa: na lisciach umieszcza sie argumenty, w pozostatych
wierzchotkach wyniki kolejnych obliczen, w korzeniu znajduje sie koncowy
wynik. Dla przyktadu, obliczenie 2 - (3 45 - 7) reprezentuje drzewo:

2-(3+5-7)
/\
2 3457
/\
3 5.7

PN
5 7
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Kazdy wierzchotek petnego drzewa dwéjkowego ma dwéch bezposrednich
potomkéw: lewego potomka znakujemy przez 0, prawego przez 1. Ta
reprezentacja petnego drzewa dwdéjkowego wyglada zatem nastepujaco:

[
o0 o]
L J4] o L J4] o]
N N PN P
o) L1 L) o o) o L] o
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Pokazemy, ze nie jest mozliwe ponumerowanie (liczbami naturalnymi: 0, 1,
2,3, 4,5,...) wszystkich gatezi petnego drzewa dwdjkowego, czyli
wszystkich nieskonczonych ciagéw o wyrazach 0 lub 1. Rozwigzanie
wykorzystuje metode przekatniowa Cantora. Przypusémy, dla dowodu nie
wprost, ze mozna wszystkie gatezie nieskoficzonego drzewa dwdjkowego
ponumerowac liczbami naturalnymi. Niech to wyliczenie ma posta¢
nastepujaca (kazda a jest zerem lub jedynka):

— a1.2.3
Q g1 = ajaiay ...

— 1,223
Q g =aa5a ...

— 1,223
Q g3 =azaza3...

Q itd.

Rozwazmy ciagg G = b1 bybs .. ., gdzie:
Q jesliap =0,to b, =1
Q jesliap =1, to b, = 0.
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Witedy ciag G rézni sie od kazdego z ciagéw g, (co najmniej na n-tym
miejscu). Tak wiec, jakkolwiek chcielibysmy ponumerowaé wszystkie
gatezie petnego drzewa dwdjkowego liczbami naturalnymi, to zawsze
pozostang gatezie, dla ktérych numerdw nie starczy.

@ Zauwazmy, ze nasze przypuszczenie dotyczyto dowolnego sposobu
numerowania wszystkich gatezi drzewa dwdjkowego liczbami
naturalnymi. Powyzszy wynik oznacza zatem, ze taka (wyczerpujaca
wszystkie gatezie) numeracja jest niemozliwa. Tak wiec wszystkich
gatezi tego drzewa nie mozna ustawi¢ w ciag uporzadkowany tak, jak
wszystkie liczby naturalne.

@ Pelne drzewo dwdjkowe reprezentuje wszystkie wartosciowania w
klasycznym rachunku zdan: jak stuchacze wiedza z kursu
Whprowadzenia do logiki, kazde takie warto$ciowanie jest
nieskoficzonym ciggiem zero-jedynkowym, a wiec gatezia w petnym
drzewie dwéjkowym.
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Mozemy tez patrze¢ na petne drzewo dwéjkowe w sposéb nastepujacy.
Kazdy z kolejnych wierzchotkéw ma dwdéch bezposrednich potomkéw.
Wierzchotki (oprécz korzenia) kodujemy ciggami zer i jedynek. Tak wiec,
jesli jakis wierzchotek ma kod o, to jego bezposrednimi potomkami s3

wierzchotki o kodach: o0 oraz o1.

000 001 ‘ ‘ ®101 ®110 111
\ \ \ \
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Lemat Kdniga. Jesli drzewo D = (X, R, xo) rzedu skoriczonego jest
nieskorniczone, to ma gataz nieskornczona.

Dowdd. Przypusémy, ze D jest nieskoriczone. Zdefiniujemy gataz
nieskoficzona {xp, x1, X2, ...} w D przez indukcje matematyczna.
Element xo (czyli korzen drzewa D) jest pierwszym elementem
konstruowanej gatezi. Poniewaz D jest nieskoficzone, wiec xg ma
nieskonczenie wiele R-nastepnikéw.

Przypusémy, ze xg, x1, X2, . .., Xp_1 zostaty zdefiniowane tak, ze x; nalezy
do i-tego poziomu drzewa D oraz x; ma nieskorficzenie wiele
R-nastepnikéw. Z zatozenia, x,—1 ma tylko skorczenie wiele bezposrednich
R-nastepnikéw. Poniewaz x,_1 ma nieskoriczenie wiele R-nastepnikdw,
wiec co najmniej jeden z jego bezposrednich R-nastepnikéw takze ma
nieskonczenie wiele R-nastepnikéw. Wybieramy wiec element x, z n-tego
poziomu drzewa D o tej wtasnie whasnosci. Wtedy x, ma nieskonczenie
wiele R-nastepnikéw. Poniewaz jest tak dla kazdego n, pokazalismy
istnienie nieskofczonej gatezi {xg, x1, x2, ...} w drzewie D.
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Przypusémy, ze D jest drzewem dwéjkowym rzedu skoficzonego (drzewem
skoriczenie generowanym). Oglada¢ je mozna z dwéch perspektyw:
Perspektywa Demona. Widzi on cate drzewo D. Ma petna informacje o
D. Uzna, ze D jest nieskoriczone, gdy ma ono nieskonczong liczbe
wierzchotkéw (lub, co na to samo wychodzi, nieskoiczona liczbe krawedzi).
Perspektywa Mrowki. Mréwka moze wedrowac po drzewie D, startujac z
jego korzenia i dokonujac wyboréw (lewo-prawo) w kazdym z krokéw (i nie
zawracajac). Ma niepetng informacje o D. Moze osiagna¢ kres swoje;
wedréwki, docierajac do liscia. Dla Mréwki drzewo bedzie nieskoriczone,
jesli da jej ono gwarancje (koszmarnej) niesmiertelnosci, czyli gdy Mréwka
znajdzie gataz nieskonczong w D, po ktérej bedzie dreptaé, dreptad,
dreptac. .. Mréwka drepczaca po (skonczenie generowanym) drzewie
dwéjkowym robi to dzielnie, bez trwogi. Jesli dotrze do liscia drzewa, to
moze spokojnie przejs¢ do (szczesliwego) Niebytu. Jesli ma pecha zy¢ w
drzewie nieskohczonym i w dodatku ma Prawdziwego Pecha, poniewaz
wybrata gataz nieskoriczona, to c6z — musi hardo znosi¢ Koszmar
Niesmiertelnosci. Badzcie dzielni, co najmniej tak samo, jak Mréwka.
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Porzadki ciggte

Niech (X, <) bedzie zbiorem liniowo uporzadkowanym oraz, jak zwykle,
niech < bedzie ostrym porzadkiem wyznaczonym przez < (czyli x < y
wtedy i tylko wtedy, gdy x <y oraz x # y). Méwimy, ze porzadek < jest
ciggty, gdy:

o
2]

porzadek < jest gesty w X oraz

kazdy niepusty zbiér A C X ograniczony z géry ma kres gérny w
zbiorze X, a kazdy niepusty zbiér B C X ograniczony z dotu ma kres
dolny w zbiorze X.

Porzadek < w zbiorze R jest ciagty.
Porzadek < w zbiorze QQ nie jest ciagty. Jest to porzadek gesty, ale np.
nastepujacy zbidr liczb wymiernych nie ma kresu gérnego, cho¢ jest
ograniczony z gory:

{xeQ:x*<2}.

Porzadek < w zbiorze Z nie jest ciagty, poniewaz nie jest gesty.
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Porzadki ciggte

Twierdzenie. Jesli relacja < liniowo porzadkuje zbiér X, to nastepujace
warunki s3 réwnowazne:

O Dla kazdego niepustego ograniczonego z géry podzbioru zbioru X
istniej w zbiorze X kres gérny.

@ Dla kazdego niepustego ograniczonego z dotu podzbioru zbioru X
istniej w zbiorze X kres dolny.

Dowdd. Trzeba pokaza¢, ze z pierwszego warunku wynika drugi, a takze,
ze z drugiego warunku wynika pierwszy. Udowodnimy, ze zachodzi to
pierwsze wynikanie, pozostawiajac stuchaczom przyjemno$¢ zmierzenia sie
z dowodem drugiego.
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Porzadki ciggte

Zatézmy, ze zachodzi warunek 1). Niech A bedzie niepustym ograniczonym
z dotu podzbiorem zbioru X. Niech B bedzie zbiorem wszystkich
ograniczen dolnych zbioru A: B = {y € X : y < x dla wszystkich x € A}.
Na mocy zatozenia mamy B # (). Zbiér B jest ograniczony z géry (kazdy
element zbioru A jest bowiem ograniczeniem gérnym zbioru B). Z
przyjetego zatozenia, B ma zatem kres gérny. Niech b = sup B. Pokazemy
teraz, ze b jest kresem dolnym zbioru A. Jesli x € A, to x jest
ograniczeniem gérnym zbioru B. W konsekwencji, skoro b jest
najmniejszym ograniczeniem gérnym zbioru B, to b < x. Poniewaz element
x zostat wybrany catkiem dowolnie z A, wiec b jest ograniczeniem dolnym
zbioru A. Niech ¢ bedzie dowolnym ograniczeniem dolnym zbioru A.
Naszym celem jest pokazanie, ze ¢ < b. Przypusémy, dla dowodu nie
wprost, ze b < c. Wtedy c ¢ B, a zatem istnieje x € A taki, ze x < ¢. To
jednak oznacza, ze ¢ nie jest ograniczeniem dolnym zbioru A.
Przypuszczenie, ze b < ¢ doprowadzito do sprzecznosci, a wiec musimy je
odrzuci¢. Ostatecznie, ¢ < b, czyli b jest kresem dolnym zbioru A.
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Dobre porzadki

Méwimy, ze porzadek liniowy < w zbiorze X jest dobry, jesli w kazdym
niepustym zbiorze A C X istnieje element najmniejszy wzgledem tego
porzadku. Jesli < jest dobrym porzadkiem w zbiorze X, to méwimy, ze
uktad (X, <) jest zbiorem dobrze uporzadkowanym.

o Porzadek < w zbiorze N jest dobrym porzadkiem. W kazdym
niepustym zbiorze liczb naturalnych istnieje liczba najmniejsza.

@ Relacja nalezenia € jest dobrym porzadkiem w dowolnej rodzinie
zbioréw A. Wtasnos¢ ta wynika z aksjomatéw teorii mnogosci.
Wykluczaja one mianowicie mozliwo$¢, aby istniat ciag zbioréw
(Xn)nen, taki, ze: xj11 € x; dla wszystkich i € N. Tak wiec, kazdy
zbiér jest ,ufundowany”.

o Porzadek < w zbiorze Z nie jest dobrym porzadkiem, gdyz np. zbidr
{n € Z : z < 0} nie ma elementu najmniejszego.

o Nazwa dobry porzadek nie ma charakteru ocennego, stosujemy ja na
mocy Tradygji.
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Dobre porzadki

Twierdzenie. Jesli zbiér X jest dobrze uporzadkowany przez relacje <, to
dla kazdego elementu (z wyjatkiem elementu najwiekszego) istnieje
doktadnie jeden bezposredni nastepnik (w sensie tego porzadku).

Dowdd. Jesli < jest porzadkiem czesciowym, to bezposrednimi
nastepnikami elementu x € X sa doktadnie elementy minimalne zbioru

Ay ={y € X :x <y}, oile Ay # 0 oraz w A, istnieja elementy
minimalne. Jesli teraz porzadek < jest liniowy, to (poniewaz wszystkie
elementy zbioru Ay s3 poréwnywalne) dla x istnieje co najwyzej jeden
bezposredni nastepnik i jest nim najmniejszy element zbioru Ay, o ile taki
element w Ay istnieje. Wreszcie, jesli porzadek < jest dobry, to dla
istnienia elementu najmniejszego w zbiorze A, wystarcza, aby A, # (), a to
ma miejsce dla dowolnego elementu oprécz elementu najwickszego w
zbiorze X (o ile taki najwiekszy element istnieje).
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Dodatki Drzewo Calkina-Wilfa

@ Na jakie sposoby umyst moze wyobraza¢ sobie liczby wymierne? Jedna
z mozliwosci to ta, ktérg stuchacze poznali w szkole: liczbom
wymiernym przyporzadkowuje sie punkty na osi liczbowej. Zbiér tych
punktéw jest gesty w porzadku osi liczbowej i jest przeliczalny (jest ich
tyle samo, co liczb naturalnych).

@ Z liczbami wymiernymi skojarzy¢ mozna tez wszystkie proste
przechodzace przez poczatek uktadu wspétrzednych na ptaszczyznie
oraz przez punkty kratowe (czyli punkty o wspétrzednych catkowitych
na pfaszczyznie), co opisaliSmy nieco doktadniej w pliku zawierajacym
szczegbtowy plan niniejszych wyktadéw.

o Istnieje jeszcze wiele innych reprezentacji tego zbioru. Podamy teraz
jedna z nich, odwotujaca sie do czesciowego porzadku innego od
zwyktego porzadku liczb wymiernych.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Struktury porzadkowe 41 / 45



Dodatki Drzewo Calkina-Wilfa

Zbudujemy nastepujace drzewo utamkéw:

© Korzeniem drzewa jest utamek %

© Kazdy wierzchotek drzewa ma dwdch bezposrednich potomkéw.
© Jedli § jest wierzchotkiem w drzewie, to jego bezposrednimi
potomkami s wierzchotki: 25 (lewy) oraz # (prawy).
To drzewo nazywamy drzewem Calkina-Wilfa. Mozna udowodni¢, ze kazda

dodatnia liczba wymierna wystapi w tym drzewie dokfadnie raz, przy tym
zapisana w postaci nieskracalnego utamka.

Ty
TN T

— A
—
— o
e
—
—
—
—_

Struktury porzadkowe 42 / 45

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki



Lemat Kuratowskiego-Zorna. Jesli w niepustym zbiorze czesciowo
uporzadkowanym kazdy faricuch ma ograniczenie gérne, to w zbiorze tym
istnieje co najmniej jeden element maksymalny.

Nie podamy dowodu tego twierdzenia, gdyz wymaga to skorzystania z dos¢
zaawansowanych srodkéw teorii mnogosci. Zainteresowani stuchacze zechca
siegna¢ np. do pracy: Guzicki, W., Zakrzewski, P. 2005. Wykfady ze
wstepu do matematyki. Wprowadzenie do teorii mnogosci. Wydawnictwo
Naukowe PWN, Warszawa. Niektére zastosowania tego Lematu to:

Istnienie bazy w przestrzeni wektorowej. W kazdej przestrzeni wektorowej
istnieje co najmniej jedna baza (czyli maksymalny uktad wzajem
niezaleznych wektoréw, ktérych kombinacjami liniowymi s3 wszystkie
wektory rozwazanej przestrzeni).

Twierdzenie o petnosci dla logiki pierwszego rzedu. Tezy logiki pierwszego
rzedu pokrywaja sie z tautologiami tej logiki.

Lemat Lindenbauma. Kazdy niesprzeczny zbiér formut jezyka logiki
pierwszego rzedu jest zawarty w pewnym niesprzecznym i zupetnym zbiorze
formut.
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Mysl przekornie!

@ Czy mozna uporzadkowaé liniowo wszystkie gatezie nieskoriczonego
drzewa dwéjkowego?

e Czy w zbiorach N, Z, Q, R jakis porzadek jest wyrézniony (np. przez
wtasnosci arytmetyczne)?

o Czy gestos¢ porzadku moze by¢ stopniowalna?

@ Czy jest sensowne méwienie o porzadku kofowym?

@ Przypusémy, ze — w jakiejs swiadomie aktywnej formie — bytbys istotg
trwajaca wiecznie. W jaki sposéb uporzadkowatbys$ te wiecznosé?
Zauwaz, ze jesli poswiecisz np. pierwsze sto miliardéw lat na Spiewanie
piesni religijnych, a nastepne sto miliardéw lat na picie piwa, to po
owych dwustu miliardach lat znéw jestes w punkcie wyjscia: masz
przed soba nieskoniczonos¢ trwania. Mozesz powtdérzy¢ dwa poprzednie
wybory. | jeszcze raz. | jeszcze raz. Na pewno masz ciekawsze
pomysty na wiecznos¢ trwania — podziel sie nimi.
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Co musisz ZZZ

Porzadki czesciowe i liniowe (ostre i nieostre).

Porzadki: dyskretne, geste, ciagte.

Elementy: najwiekszy, najmniejszy, maksymalne, minimalne.
tancuchy i antytafncuchy.

Ograniczenia (gérne i dolne) zbioru, kres dolny, kres gérny.

Drzewa: reprezentacje graficzne i lemat Koniga.

® 6 6 6 o o o

Dobre porzadki.
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