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Ile i jakiej matematyki potrzebuje kognitywistyka?

O przedmiocie kognitywistyki stuchacze dowiedza si¢ na zajeciach ze Wstgpu do
kognitywistyki. Nauki kognitywne dotycza mozliwosci poznawczych czlowieka.
Aby je opisaé, bada¢ i rozumie¢ potrzebna jest wiedza z wielu dyscyplin, m.in.:
biologii, psychologii, logiki, lingwistyki, matematyki. Niezbedna jest réwniez pew-
na erudycja filozoficzna, zwtaszcza w zakresie epistemologii.

Niniejszy kurs ma charakter ustugowy. Nie jest to zatem wykltad (okre§lonych
dziatéw) matematyki, ale jedynie przeglad wybranych pojec, twierdzen, technik,
metod, ktérych znajomos¢ jest nieodzowna w refleksji nad ludzkim poznaniem.

Podajmy przyktadowe — niewyszukanie proste w swojej ogdlnosci — pytania,
ktére dotycza proceséw poznawczych:

1. Ile czegos jest? lle jest neurondéw w moézgu? Ile jest polaczen migdzy tymi
neuronami? Ilu rzeczy mogg jednocze$nie do§wiadczaé?

2. Jak duze (mate) cos jest? Jak mate stworzenia potrafi¢ zobaczy¢?

3. Czy jedno zalezy od drugiego? Jak moja percepcja zalezy od wypalanego
ziota? Jak wynik bitwy zalezy od wznoszonych przed nig modlitw?

4. Jak ztoZone cos jest? Czy modzg jest zbudowany z niezaleznych modutéw?

5. Czyjedno jest podobne do drugiego? Czy rozwéj mézgu cztowieka podobny
jest do modyfikacji sieci neuronowej?

6. Jak cos zmienia sig? Jak zmieni si¢ moje odczucie temperatury w kazdej z
rak, gdy uprzednio jedng trzymatem w zimnej, a jedng w cieptej wodzie?



7. Czy wystepuje jakas regularnos¢? Czy notowania akcji na gietdzie mozna
opisa¢ wzorem zaleznym od z géry zadanych parametréw?

To nie sg oczywiScie pytania czysto matematyczne. Jednak préby odpowiedzi
na nie zawsze wymagaja stosownej matematycznej aparatury pojeciowe;.

W trakcie wyktadu poznamy matematyczne aspekty takich podstawowych dla
kognitywistyki poje¢ (wiazacych si¢ z odpowiedziami na powyzsze pytania), jak
np.:

1. Liczba, ilosé, miara.
. Zaleznosé, stosunek, relacja.

. Zmiennos¢é, statos¢.

2

. Podobieristwo, nieodroznialnosé.

. Struktura, ztoZonosé.

2

3

4

5. Regularnosé, wzorzec.
6

7. Odlegtosé¢, bliskosé.

8

. Ksztatt, potozenie.

Zaktadamy, ze stluchacze dysponuja pewna elementarng wiedza wyniesiong ze
szkoty:

1. UmiejetnoSci arytmetyczne. Tabliczki dodawania i mnozenia. Znajomosc ele-
mentarnych funkcji liczbowych.

2. UmiejetnoS¢ rozwiqzywania prostych réwnari i nierownosci. Réwnania i nie-
roéwnosci pierwszego i drugiego stopnia.

3. Znajomos¢ elementarnych wzorow dotyczqcych obliczania dtugosci, pol oraz
objetosci. Oczywiscie mozna powiedziec: po co je zna¢, skoro mozna je zna-
lez¢ w sieci. Kaktus ich nie zna, a zyje. C6z, nie jesteSmy cywilizacja kak-
tusow.

Mozna oczywiscie pytac, czy wiedza matematyczna wyniesiona ze szkoty wy-
starcza dla prowadzenia badan i refleksji kognitywistycznych. Odpowiedz jest zwig-
zta i brzmi: nie wystarcza. Stuchacze przekonaja si¢ o tym juz na pierwszym roku
studiéw. Dodamy jeszcze, ze w naszym przekonaniu matematyka jest najbardziej
humanistyczng z nauk, co bedziemy si¢ starali wykazywaé na kazdym wyktadzie.

W trakcie tego wyktadu bedziemy wykonywac pewne standardowe w matema-
tyce czynnoSci, do ktérych naleza, m.in.:



1. Abstrahowanie. Rozw6j nowoczesnej nauki bylby niemozliwy bez zabiegéw
idealizacyjnych (Arystoteles brnal w rozwazania jakosciowe, Galileusz do-
cierat do praw natury). Rozwiazujac dany problem, zwykle pomijamy wiele
nieistotnych czynnikéw, abstrahujemy od nich.

2. Uogdlnianie. Ten proces widoczny jest np. w rozszerzaniu rozumienia poje-
cia liczby. Obejmowano zakresem tego pojecia coraz to nowe rodzaje liczb:
od naturalnych i dodatnich wymiernych przez catkowite, rzeczywiste, zespo-
lone, az do innych jeszcze ich rodzajéw.

3. Definiowanie. Warunkiem koniecznym efektywnej komunikacji jest uzywa-
nie termindéw w ustalonym znaczeniu. Wszystkie pojgcia matematyczne sa
(albo traktowane jako pierwotne albo) wprowadzane na drodze Scistych, jed-
noznacznych definicji.

4. Dowodzenie. To bodaj najbardziej podstawowa czynno§¢ w matematyce.
Przyjmuje si¢ pewne zatozenia, z ktérych wyprowadza sie, za pomoca z gory
wyraznie okre§lonych metod, réznorakie wnioski. Owe wnioski wynikajq lo-
gicznie z czynionych zatozen.

5. Klasyfikowanie. Nie jest jedynie czynnoScia wprowadzajaca okreslony po-
rzadek w badanej klasie obiektoéw. Przez klasyfikowanie tworzymy nowe,
bardziej abstrakcyjne typy obiektow.

6. Szukanie sprzecznosci. Tak jak w poezji brak cienia jest dowodem nieist-
nienia, tak w matematyce i logice wystapienie sprzecznosci jest dowodem
nieistnienia. Ta analogia jest oczywiScie zartem. Sprzeczno$¢ to Smier¢ lo-
giczna. Nie istnieja obiekty sprzeczne.

7. Budowanie kontrprzyktadow. Kontrprzyktady znajduje si¢ w réznych celach,
np. dla ukazania, ze przyjmowane zalozenie jest jedynie wystarczajace, ale
nie konieczne dla otrzymanego wniosku.

8. Notacja. GdybySmy posiadali zdolnos¢ telepatii, to méwienie i pisanie by-
toby moze zbgdne. Przekazujemy informacje zawsze w jakim§ jezyku. W
przypadku matematyki jest to specyficzna mieszanina jezyka etnicznego oraz
przyjetych konwencjonalnie symboli o precyzyjnie ustalonym znaczeniu.
Notacja matematyczna stuzy do méwienia o obiektach matematycznych, ale
nie jest z nimi tozsama: np. liczby sa obiektami matematycznymi, ktére mo-
zemy reprezentowac¢ w okreslonej notacji (np. dziesigtnej lub dwojkowe;j).

Réwniez kurs Wprowadzenia do logiki dostarczy stuchaczom informacji na
temat wymienionych wyzej czynnosci oraz ich wytworéw.



Jest oczywiste, ze niniejszy kurs stanowi jedynie skromny wstgp do matema-
tyki. Wspdtczesna matematyka ma ponad trzy tysiace dziatéw. Tutaj wybieramy
tylko niektére drobne fragmenty z niektdrych z nich. Moze warto wspomnie¢, ze
bedziemy zajmowac si¢ nastgpujacymi rodzajami struktur:

1.

4.

Struktury algebraiczne: zwigzane z operacjami wykonywanymi na obiek-
tach.

. Struktury porzqdkowe: zwiazane z ustalaniem poprzedzania jednych obiek-

tow przez inne.

. Struktury topologiczne: zwiazane m.in. z bliskoscia, odlegloScia, ksztattem,

ciagtoscia.

Struktury rozniczkowe: zwiazane m.in. z rodzajami i tempem zmian.

Nauczanie matematyki w szkole podlega pewnym naturalnym ograniczeniom.
Po pierwsze, musi by¢ dostosowane do poziomu rozwoju intelektualnego uczniow,
co jest calkiem zrozumiale. Po drugie, omawiany material musi zmiescié¢ si¢ w
ograniczonych ramach czasowych i na to tez niewiele mozna poradzi¢, chyba ze
uzyska si¢ dodatkowy czas, likwidujac niepotrzebne lekcje religii.

Uniwersyteckie nauczanie matematyki dysponuje wigksza swoboda. Zaktada
si¢ bowiem, ze student jest potencjalnie zdolny do przyswojenia sobie, a nawet
zrozumienia, o wiele bardziej abstrakcyjnych pojeé niz te, ktére omawiane sg w
szkole. Docenia si¢ kreatywnos¢ studentow, bedaca wynikiem ich samodzielnych
dociekan.

Chcieliby$my, aby stuchacze tego wyktadu rozumieli matematyke jako:

1.

Nauke o wzorcach. Poczatki matematyki biora si¢ z reprezentacji (wybra-
nych aspektéw) Swiata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujaw-
ni¢ wystepujace w nich wzorce — swoiste regularnosci. Wzorce moga by¢
numeryczno-arytmetyczne (zwiazane z ustalaniem statosci liczebnosci ko-
lekcji), algebraiczne (zwiazane z wlasno$ciami dziatan na obiektach, syme-
trie), porzadkowe (zwiazane z rozmieszczeniem obiektow wzgledem danych
relacji), moga dotyczy¢ ksztaltu, przestrzeni, pozycji, odlegtosci (konstruk-
cje geometryczne, topologiczne), moga dotyczy¢ ruchu i zmiany (pojgcia
analizy matematycznej, geometrii i topologii rézniczkowej), moga wresz-
cie dotyczy¢ samych rozumowan matematycznych (pojecia logiki matema-
tycznej), obliczalnosci (pojecia teorii rekursji oraz réznych dziatéw informa-
tyki), czestosci (rachunek prawdopodobiefistwa i statystyka matematyczna),
itd.



2. Nauke o rozwiqzywaniu problemow. Praktyka badawcza matematyki obej-
muje wiele typéw dziatalnoSci. Przede wszystkim, jest to dowodzenie twier-
dzen. Inne typy tej dziatalno$ci to, m.in.: uogdlnianie, abstrahowanie, two-
rzenie pojeé, stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prost-
szych, bardziej eleganckich) dowodéw juz znanych twierdzefi, wyobrazanie
sobie, szukanie kontrprzyktadéw, przeprowadzanie rozumowarn przez analo-
gi¢ (prowadzacych np. do rozwazania nowych dziedzin matematycznych),
rozpatrywanie szczeg6lnych przypadkow, klasyfikowanie, szukanie nowych
aksjomatdw, sigganie po motywacje ptynace z nauk empirycznych, poszu-
kiwanie nowych punktéw widzenia, przeprowadzanie (niekiedy zmudnych)
rachunkéw, mySlenie przekorne, itd. Na poczatku kazdego z takich dziatai
mamy do czynienia z problemem poznawczym. W jego rozwiazaniu korzy-
stamy dostepnych, sprawdzonych juz w dziataniu metod, ale takze z tworzo-
nych na nowo heurystyk.

Wspomnieli$my juz, ze niniejszy kurs ma charakter ustugowy. Nalezy jednak
réwniez dodaé, ze umiejetnoSci matematyczne, takie jak tworzenie pojec, dowo-
dzenie, klasyfikowanie, konstruowanie kontrprzyktadéw, wyobrazanie sobie, itd.
sq niezwykle waznymi ludzkimi zdolno$ciami poznawczymi. Tworzac matema-
tyke, lub jedynie postugujac si¢ nia w sposéb kompetentny dajemy $wiadectwo
naszemu czlowieczeristwu. WyobraZnia matematyczna to potgzne narzedzie po-
Znawcze.

Ustalenia organizacyjne

Syllabus przedmiotu umieszczony zostat na stronie internetowej wyktadu:
http://logic.amu.edu.pl/index.php/Mpk
Na wyzej wymienionej stronie zamieszczono plik zawierajacy szczegélowe
omoéwienie planu wyktadu. Tamze zamieszczac bgdziemy tez odno$niki do wybra-
nych miejsc w sieci, ktére z korzyscia dla rozumienia wykltadu mozna odwiedzié.

Plan wykladéw

Planujemy nastgpujace tematy wyktadow:

1. Rachunek zbiorow.
2. Rachunek relacji.

3. Funkcje.
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10.
11.
12.
13.
14.

. Kombinatoryka i ciqgi liczbowe.
. Struktury porzadkowe.

. Struktury algebraiczne.

. Struktury topologiczne.

. Granice i ciqgtosé.

. Rozniczkowanie.

Wybrane twierdzenia rachunku rozniczkowego.
Catkowanie.

Miara i prawdopodobieristwo.

Algorytmy.

Powtérka: przygotowanie do egzaminu.

Tematy 12 oraz 13 omawiane sa w bardziej rozwinigtej formie na zajgciach
Metody statystyczne oraz Podstawy algorytmiki.

Ustalenia dodatkowe

1.

Wyktad koriczy si¢ egzaminem pisemnym. Zakres egzaminu (przyktadowe
pytania egzaminacyjne) zostanie wyraznie podany przed rozpoczgciem se-
sji zimowej. Zgodnie z zaleceniem koordynatora tego modutu ksztatcenia,
przewiduje si¢ nastgpujaca skalg ocen z egzaminu:

e do 50% maksymalnej puli punktéw: ndst

e do 60% maksymalnej puli punktéw: dst

e do 70% maksymalnej puli punktéw: dst+

e do 78% maksymalnej puli punktéw: db

e do 85% maksymalnej puli punktéw: db+

e powyzej 85% maksymalnej puli punktéw: bdb

. Wyktad stanowi cato§¢ wraz z konwersatorium, prowadzonym w tym roku

akademickim przez Pania dr Dorotg Leszczyniska-Jasion oraz Pana mgra inz.
Andrzeja Gajde. Zasady zaliczenia konwersatorium podadza prowadzacy.

. Materiaty dydaktyczne beda systematycznie udostgpniane na stronie inter-

netowej wyktadu.
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RACHUNEK ZBIOROW

1 Metody tworzenia zbioréow

Teoria zbiorow, zwana tez po polsku teoriqg mnogosci (ang.: set theory, niem.: Men-
genlehre) jest stosunkowo mtoda teorig matematyczna. Jej poczatki siggaja drugiej
polowy XIX wieku. Za twoércg teorii mnogosci uwazany jest Georg Cantor. Pierw-
sze ujecie aksjomatyczne tej teorii podat Ernst Zermelo.

Teoria mnogosci jest obecnie uznawana za niezwykle wazng m.in. dlatego, ze
w ramach jej formalizmu mozna uja¢ catos¢ praktyki matematycznej. Stanowi wigc
ona jednolite podstawy dla matematyki wspdlczesne;.

Teoria mnogoSci ma dwa pojecia pierwotne, czyli takie, ktérych si¢ nie defi-
niuje, a jedynie charakteryzuje przez przyjmowane w teorii aksjomaty. Sa to poje-
cia: zbioru oraz relacji bycia elementem lub inaczej nalezenia (elementu do zbioru).

Zbiory rozumiemy w sensie dystrybutywnym, jako caloSci zlozone z pewnych
elementéw. Elementy zbioru nie sa jego czesciami. Kazdy zbidr jest wyznaczony
przez ogét tworzacych go elementéw, przy czym ujecie tych elementéw w jedna
cato$¢ abstrahuje od jakosSci tych elementéw oraz ich uporzadkowania. Operacje
tworzenia zbiordw mozemy iterowaé, a wigc tworzy¢ zbiory, ktérych elementami
s inne zbiory.

Jesli przedmiot x jest elementem zbioru X, to piszemy x € X. W przeciwnym

przypadku piszemy © ¢ X. Jesli z € X, to méwimy, ze x nalezy do X. Jesli
x ¢ X, to méwimy, ze x nie nalezy do X.
UWAGA. To, ze czgsto uzywamy zmiennych pisanych matymi literami po lewej, a
duzymi po prawej stronie znaku € ma podobno stanowi¢ utatwienie. W teorii mno-
gos$ci méwimy jedynie o zbiorach. Zbiory moga by¢ elementami innych zbioréw.
Ze wzgledéw teoretycznych wystarczy wigc jeden rodzaj zmiennych, uzywanych
dla oznaczania zbioréw. Mozna wigc pisaé np.: ¢ € y, X €Y, itp. Jak zobaczymy
pbZniej, dla zadnego zbioru x nie zachodzi zalezno$¢ x € x (czyli zaden zbidr nie
jest swoim wlasnym elementem).

Dwie proste metody tworzenia zbioréw to:

1. Wyliczenie w sposéb wyrazny wszystkich elementéw zbioru.

2. Podanie wilasnosci, ktora przystuguje wszystkim elementom zebranym w je-
den zbior.

Zbior ztozony z przedmiotow x1, xa, . . . , T, 0zZnaczamy przez {1, g, ..., Tp }-
Kolejnos¢ wyliczenia elementéw zbioru nie ma znaczenia.



PRZYKLADY.

1. Zbiér ztozony z elementéw &, &, O oraz @ to zbior {&, &, O, d}.

2. Zbiér ztozony z elementéw 1, 2, 3 to zbidr {1,2,3}. To ten sam zbidr co
zbidr {2, 3, 1}.

3. Jesli obetniemy Pogonowskiemu wszystkie palce lewej reki, to mozemy ze-
braé je w zbidr: { odrgbany maty palec, odrabany serdeczny palec, odrabany
srodkowy palec, odrabany wskazujacy palec, odrabany kciuk }.

0

Przypusémy, ze podana zostata wtasno$¢ W, ktéra przystuguje pewnym przed-

miotom. Chcemy utworzy¢ obiekt abstrakcyjny — zbior tych wszystkich przedmio-
tow, ktérym przystuguje wiasno$é W. Zbior ten chcemy oznaczac przez:

{z : x ma wlasnos¢ W'}.

Tak wiec, dla przyktadu: {1,2,3} to zbiér {x : x = 1 lub x = 2 lub z = 3}.
Trzeba jednak zachowaé pewna ostroznos$¢, gdyz przy rozwazaniu catkiem dowol-
nych wtasno$ci mozna wpas¢ w putapke sprzecznosci. Wtasnos¢ ,,nie by¢ swoim
elementem” jest przykladem takiej wlasnie niebezpiecznej wtasnosci. Zobaczmy:

1. Niech z = {z : x ¢ x}.

2. Pytamy: czy z € 27 Jesli tak, to z powinien spetnia¢ warunek definicyjny,
czyli powinno by¢: z ¢ z.

3. Pytamy: czy z ¢ z? Jesli tak, to z powinien spetniac zaprzeczenie warunku
definicyjnego, czyli powinno by¢ tak, ze nie zachodzi z ¢ z. Skoro tak (po-
dwdjna negacja), to z € z.

4. Otrzymalismy wigc ktopotliwy wynik: jednoczesnie z € z oraz z ¢ z.

5. Oznacza to, ze wlasnos$¢ ,.nie by¢ swoim elementem” nie nadaje si¢ na wia-
sno$¢ definiujaca dobrze okreSlony zbior.

Unikamy putapek tego rodzaju, precyzujac z gory uniwersum, z ktérego wy-
rézniamy zbiory przedmiotéw, majacych pewne wiasnosci.

Niech U bedzie zbiorem. Zbior (wszystkich) elementéw zbioru U, ktére spetl-
niaja warunek ¢ (x) oznaczamy przez {x € U : ¢(x)}. Warunek ¢(x) okresla wigc
jaka$ wlasno$¢ przedmiotéw, bedacych elementami zbioru U, ktéra pozwala wy-
odregbnié z U ogdt przedmiotéw majacych tg wtasnos¢. Warunki definiujace zbiory



sa sformutowane w stosownym jezyku formalnym — wigcej na ten temat powiemy
pSZniej.
PRZYKLADY.

1. Niech U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10}.
Wtedy {z € U : x jest liczba parzysta} = {2,4,6,8,10}.

2. Niech U bedzie zbiorem wszystkich Polakéw. Czy potrafisz wskazaé ele-
menty zbioru {x € U : z jest martwym (6x2016) laureatem Nagrody Nobla}?

3. Niech U bedzie zbiorem wszystkich Polakéw. Czy potrafisz wskazac ele-
menty zbioru {x € U : z jest (6x2016) urzedujacym Prezydentem RP}?

O
UWAGA. W matematycznej teorii mnogosci méwimy jedynie o zbiorach. To, czy
istnieja jakiekolwiek indywidua, jakiekolwiek obiekty fizyczne, jest dla tej teorii
nieistotne. To, czy wszystkie obiekty matematyczne sg zbiorami jest problemem
filozofii matematyki i nie mozemy tego tutaj rozstrzygaé. Nie chcemy jednak po-
zbawia¢ si¢ mozliwosci stosowania formalizmu teorii mnogo$ci w odniesieniu do
Swiata fizycznego, do§wiadczenia potocznego, konstrukcji pojeciowych w ogdélno-
Sci. Tak wigc, zgadzamy si¢ na to, aby mowic¢ o zbiorach, ktérych elementami sa
obiekty fizyczne. Wtedy taki zbidr jest juz jednak obiektem abstrakcyjnym. Jak
ujat to jeden z wybitnych polskich filozoféw, zbiér lwéw nie jest Iwem — zbiory
nie rycza. Nalezy by¢ Swiadomym, ze w przypadku zbiordw, ktérych elementami
sq obiekty fizyczne moga wystapi¢ trudnosci z precyzyjnym ustaleniem inwenta-
rza tych elementéw. Co mamy na mysli, méwiac o zbiorze wszystkich Polakow?
Wszystkich obywateli Rzeczpospolitej Polskiej? Wszystkich dzisiaj zyjacych ta-
kich obywateli? Wszystkie osoby pochodzenia polskiego rozproszone na catej pla-
necie? Wszystkich kiedykolwiek zyjacych Polakéw? Czy wreszcie, przekraczajac
granice ponurej groteski, wszystkich Prawdziwych Polakow? Tego typu trudnosci
nie sg jednak trudno$ciami same;j teorii mnogosci, lecz uwarunkowane sa mozliwo-
Sciami aplikacyjnymi (oraz ich ograniczeniami) teorii formalnych, o czym wigcej
dowiedza si¢ stluchacze na zajgciach z filozofii. W ciagu dalszych wyktadéw be-
dziemy rozwazaé przede wszystkim zbiory obiektow matematycznych, unikajac
tego typu trudnosci.
Bedziemy czasem stosowali zapis {z : ¢(z)}, gdy uniwersum rozwazan jest
oczywiste, znane z kontekstu.
Zbiér X jest identyczny ze zbiorem Y wtedy i tylko wtedy, gdy X oraz YV
posiadaja doktadnie te same elementy. Piszemy wtedy X = Y. W przeciwnym
przypadku piszemy X # Y. Zwr6émy uwage na pewng trudno$¢ natury czysto
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jezykowej: méwimy, ze dwa zbiory sa jednym i tym samym zbiorem, co dla niekt6-
rych brzmie¢ moze paradoksalnie. Nie popadamy przy tym jednak w zadng kolizj¢
natury logicznej.

PRZYKLADY.

1. Niech Z begdzie zbiorem wszystkich zwierzat. Nastgpujace dwa zbiory sa
identyczne (czyli sa jednym i tym samym zbiorem):

(@) {x € Z: x maserce}
(b) {x € Z: x manerki}.

2. Zbiér {a, b, a} jest identyczny ze zbiorem {a, b}.

3. A = B wtedy i tylko wtedy, gdy:

(a) dlakazdego z, jeslix € A, to x € B oraz
(b) dlakazdego z, jesliz € B,to x € A.

g
Elementami zbioréw moga by¢ zbiory. Zamiast ,,zbidér zbior6w” méwimy tez
,,yodzina zbiorow”.
PRZYKLADY.

1 {{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}} jest rodzing zbioréw.
2. {{1},{{1}}} jest rodzing zbioréw.

3. {{x : z jest Polakiem}, {x : x jest Niemcem}, {x : x jest Rosjaninem}, {x :
x jest Ukraificem} } jest rodzina zbioréw.

0

Zbiér {z, y} nazywamy parq nieuporzqdkowanq ztozona z x oraz y. Zauwazmy,
ze {x,y} jest tym samym zbiorem co zbi6r {y, x}.

Niech (z,y) oznacza zbiér {{z}, {z,y}}. Wtedy (z,y) nazywamy parq upo-
rzadkowanq o elemencie pierwszym x oraz elemencie drugim y. Innym czgsto
uzywanym oznaczeniem pary uporzadkowanej o elemencie pierwszym x oraz ele-
mencie drugim y jest: (z, y).

PRZYKELADY.

1. (23,7) = (8,7).

2. (Jerzy, Urban) # (Urban, Jerzy).
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3. (Jerzy, Jez) # (Jez, Jerzy).
4. (a,a) = {{a},{a,a}} = {{a},{a}} = {{a}}.

0
Przyjecie takiej definicji umozliwia tatwy dowdd tego, ze: (x,y) = (u,v) do-
ktadnie wtedy, gdy x = u oraz y = v. Zachodzi mianowicie:
TWIERDZENIE. Dla dowolnych z, y, u, v: {{z},{z,y}} = {{u}, {u,v}} wtedy i
tylko wtedy, gdy = u oraz y = v.
DowOD. Aby dowies¢ tej rownowaznosci, musimy pokazad, ze:

1. Jesli {{z}, {x,y}} = {{u},{u,v}},tox =uorazy = v.
2. JeSlizx =uorazy = v, to {{z},{z,y}} = {{u}, {u,v}}.

Drugi z tych warunkéw jest oczywisty. Dla dowodu pierwszego z nich, za-
t6zmy, ze zachodzi {{z},{z,y}} = {{u},{u,v}}. Musimy pokazaé, ze wtedy
r = u oraz y = v. Rozwazy¢ nalezy dwa przypadki:

1. Przypadek 1. x = y. Wtedy {{z},{z,y}} = {{z}}. Z tego wynika, ze
{u,v} e {{z}},awigcu=v=a=y.

2. Przypadek 2. © # y. Mamy: {u} € {{z},{z,y}}. Poniewaz x # y, wiec
{u} # {z,y}. A zatem {u} = {z}, czyli v = z. Dalej, mamy: {z,y} €
{{u},{u,v}}. Poniewaz = # y, wiec {z,y} = {u,v}. Skoro z # y oraz
u=ux,toy =v.

g
UWAGA. W powyzszym zapisie dowodu pomini¢to pewne kroki, ktore sq oczywi-
ste: wynikaja z definicji identycznosci zbioréw.

Zbioér X jest zawarty w zbiorze Y, gdy kazdy element zbioru X jest elementem
zbioru Y. Piszemy wtedy X C Y i mowimy, ze X jest podzbioremY .Jesli X CY
oraz X # Y, to piszemy X C Y i méwimy, ze X jest podzbiorem wiasciwym Y .
Relacje C nazywamy inkluzjq, a C inkluzjq wilasciwg. Oczywiscie zbiér X nie jest
podzbiorem zbioru Y dokladnie wtedy, gdy co najmniej jeden element zbioru Y
nie jest elementem zbioru X.

Zbidr pusty () to zbidr, ktéry nie ma zadnego elementu.

Zbidr ztozony z jednego tylko elementu nazywamy singletonem.
PRZYKLADY.

1. Zbidér wszystkich liczb parzystych jest zawarty w zbiorze wszystkich liczb
naturalnych.
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2. Zbidr pusty jest zawarty w kazdym zbiorze.
3. Zbidr {1, 2, 3} nie jest zawarty w zbiorze {1, 2}.

4. Zbiér wszystkich liczb naturalnych, ktére sa jednocze$nie parzyste i niepa-
rzyste jest zbiorem pustym.

5. Zbiorem pustym jest zbiér wszystkich rozwiazan rzeczywistych réwnania
2
z24+1=0.

6. 0 ={x:z#z}.
7. Niech U bedzie zbiorem wszystkich Polakow. Zbior

{z € U : x jest obecnie (2016) urzedujacym Prezydentem RP}

jest singletonem. Czy potrafisz wskazac jego jedyny element?

8. Zbior {0} jest singletonem. Jego jedynym elementem jest zbidr pusty (.

O
Zbior wszystkich podzbioréw zbioru X oznaczamy przez p(X ) (czasami takze
przez: 2%). Zbiér p(X) nazywamy zbiorem potegowym zbioru X .
PRZYKLADY.

L op({1,2,3}) = {0, {1}, {2}, {3}, {1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3} }.
2. p(0) = {0}.
3. p({a}) = {0,{a}}.

2 Kilka waznych zbiorow liczbowych

W szkole omawiano rézne rodzaje liczb. W kilku pierwszych wyktadach bedziemy
zaktadali, ze stuchaczom wystarcza skromna intuicyjna wiedza o wybranych ro-
dzajach liczb. Precyzyjne definicje wymienionych nizej zbioréw liczb zostang po-
dane nieco pdZniej:

1. Zbiér N wszystkich liczb naturalnych.
2. Zbiér Z wszystkich liczb catkowitych.

3. Zbioér Q wszystkich liczb wymiernych.
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4. 7Zbiér R wszystkich liczb rzeczywistych.
5. Zbiér C wszystkich liczb zespolonych.
6. Zbior A wszystkich liczb algebraicznych.

7. Zbiér P wszystkich liczb pierwszych.

Nieco intuicyjnych wiadomosci o tych zbiorach podano w pliku Plan wykta-
dow. W trakcie calego kursu bedziemy bardzo czesto korzystali z tych zbioréw
oraz z ich podzbioréw (np. przedziatéw w zbiorze liczb rzeczywistych).

Wymienione wyzej zbiory sa wszystkie zbiorami nieskoriczonymi. Precyzyjna
definicj¢ tego, co rozumiemy przez zbidr nieskoficzony podamy na trzecim wykla-
dzie.

3 Operacje na zbiorach

Na zbiorach mozemy wykonywac rézne operacje, uzyskujac w wyniku inne zbiory.
Niech X oraz Y beda podzbiorami uniwersum U. Definiujemy operacje:

I. XNY={zeU:z€Xorazz €Y}
(przekrdj (iloczyn, czes¢ wspolna) X iY)
2. XUY={zelU:zeXlubxeY}
(suma X iY)
3. X-Y={zreU:xze€Xorazz ¢ Y}
(rdZnica X iY'; inne oznaczenie: X \ Y)
4 X'={zeU:z ¢ X}
(dopetnienie X; inne oznaczenie: —X)
50 X+Y=(XUY)—-(XnNnY)
(roznica symetryczna X i 'Y)
6. X xY ={(z,y):v € Xorazz €Y}
(produkt (iloczyn) kartezjariski X i Y).
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Jesli X NY = (), to méwimy, ze zbiory X oraz Y sa roztqczne. Roztaczne
sa np. zbiory: {1,2,3} oraz {4,5,6}. Nie sa roztaczne np. zbiory: {1, 2,3} oraz
{3,4,5,6}

PRZYKELADY. Niech X = {1,2,3,4,5} oraz Y = {1,3,5,7} beda podzbiorami
uniwersum U = {1,2,3,4,5,6,7,8,9}. Wtedy:

1. XUY ={1,2,3,4,5,7}

2. XNY ={1,3,5}

3.X—Y ={2,4}

4.V - X ={7

5. X'={4,5,6,7,8,9} =U — X
6. Y ={2,4689}=U-Y

7. X2Y={247=Y=+X

PrRZYKEAD. Niech:

l. X ={a,b,c,d,e, f,g,h}

2. Y ={1,2,3,4,5,6,7,8}.

Wtedy X X Y jest zbiorem wszystkich par (x,y) takich, ze = jest jednym
z elementéw zbioru {a,b,c,d, e, f,g,h}, zas Y jest jednym z elementéw zbioru
{1,2,3,4,5,6,7,8}. Ile jest takich par?
O
Niech I bedzie zbiorem, a A = {A; : i € I} rodzina zbioréw (podzbioréw
ustalonego uniwersum U).

1. JA = 'UIAi ={z € U : x € A; dlaco najmniej jednego i € I}
(suma rofiziny A)

2.NA = ﬂIAi ={z € U:x € A; dlawszystkichi € I}
(przekro’je( iloczyn) rodziny A).
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Jesli A = {4; : ¢ € I}, to méwimy, ze rodzina A jest rodzing zbioréw in-
deksowanq elementami zbioru 1. NajczgSciej bedziemy rozwazali rodziny zbioréw
indeksowane elementami zbioru N wszystkich liczb naturalnych lub elementami
jakiego$ skoniczonego podzbioru tego zbioru.

PRZYKLADY.

LU, {23, {3, { 1,2} ,{ 1,3} ,{ 2,3} }={1,2,3}.
2. ﬂ{{173}{273}7 {1,2,3}} = {3}
3. {0, {03} = {0}.

4 Wizualizacje

Jest wiele metod graficznej reprezentacji zbioréw, zalezno$ci migdzy zbiorami oraz
operacji na zbiorach. Najbardziej popularng jest metoda diagramow Venna.

Diagramy Venna (dla ustalonej liczby podzbioréw pewnego uniwersum) rysu-
jemy w ten sposéb, ze:

1. Zaznaczamy uniwersum (np. w postaci prostokata).

2. Wewnatrz tego prostokata zaznaczamy wszystkie rozwazane zbiory (np. w
postaci, kol, elips, lub innych tadnych ksztattéw), w ten sposéb, aby uzyskaé
wszystkie mozliwe przecigcia (czgsci wspdlne) rozwazanych figur.

Diagram Venna dla dwéch podzbioréw ustalonego uniwersum wyglada tak:

Taka reprezentacja geometryczna pozwala na interpretowanie wynikéw opera-
cji sumy, iloczynu, réznicy, réznicy symetrycznej, dopetnienia:
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1. zbiér X UY jest reprezentowany przez sumg obszar6w reprezentujacych X
orazY;

2. zbiér X NY jest reprezentowany przez czg$¢ wspdlna obszaréw reprezentu-
jacych X oraz Y

3. zbiér X — Y jest reprezentowany przez t¢ czg¢S¢ obszaru reprezentujacego
X, ktéra jest poza obszarem reprezentujacym Y;

4. zbiér X =+ Y jest reprezentowany przez sume tych czesci obszaréw repre-
zentujacych X oraz Y, ktéra lezy poza czgscia wspdlna tych obszaréw;

5. zbiér X' jest reprezentowany przez obszar dopelniajacy do petnego uniwer-
sum obszaru reprezentowanego przez X .

Dla graficznej reprezentacji operacji tworzenia produktu kartezjafiskiego wy-
korzystuje si¢ inne Srodki, o czym dowiemy si¢ na nastgpnym wyktadzie.

Warunki prawdziwosci zdan stwierdzajacych zachodzenie pewnych relacji mig-
dzy zbiorami reprezentowac mozna na diagramach (znak ,,+” stawiamy w obszarze
niepustym, a ,,— w obszarze pustym):

Wiszystkie X sq Y, czyli X C Y, lub, réwnowaznie, X — Y = (). Wyrazenie
Wszystkie X sq Y oznacza oczywiscie, ze kazdy element zbioru X jest elementem
zbioru Y.
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Zaden X nie jest Y, czyli X N'Y = (). Wyrazenie Zaden X nie jest Y oznacza
oczywiscie, ze zaden element zbioru X nie jest elementem zbioru Y.

Niektére X sq Y, czyli X N'Y # (). Wyrazenie Niektére X sq Y oznacza
oczywiscie, Ze co najmniej jeden element zbioru X jest elementem zbioru Y.

Nie wszystkie X sq Y ( Pewien X nie jest Y), czyli X —Y # (). Wyrazenie
Nie wszystkie X sq Y oznacza oczywiScie, ze pewien element zbioru X nie jest
elementem zbioru Y.



Diagraméw Venna mozna uzywacé takze dla zaznaczania zachodzenia pewnych
relacji migdzy dowolng liczba zbioréw. Dla trzech zbioréw diagram Venna wy-
glada tak:

Jest pewien klopot z zaznaczaniem niepustosci sumy obszar6w na diagramach
Venna. Mozna przyja¢ konwencje, ze jeSli suma dwdch obszaréw jest niepusta,
to stawiamy znak ,,+” na granicy tych obszar6w. Lepszym rozwigzaniem jest —
w przypadku niepustoSci sumy obszaréw — narysowanie kreseczki przecinajacej
granicg tych obszaréw (ta metoda daje si¢ zastosowac takze w przypadku wigcej
niz dwéch obszaréw).

Warunki falszywosci podanych wyzej czterech rodzajéw zdan (tak zwanych
zdan kategorycznych) tatwo otrzymaé ze wspomnianych wyzej warunkéw praw-
dziwosci. Czy stuchacze widza, jak to zrobic¢?

Diagramy Venna mozna rysowaé dla dowolnej liczby zbioréw, jednak przy
wigkszej ich liczbie diagramy staja si¢ mato czytelne.

Przypusémy, ze Ay, Aa, ..., A, sa podzbiorami uniwersum U. WprowadZzmy
oznaczenia dla dowolnego zbioru A C U

1. A=A
2. Al =U—-A
Sktadowq (dla uktadu zbioréw Ap, As, ..., A, w uniwersum U) nazywamy

kazdy iloczyn o postaci: A ' '
A'NAP N...NAR,
gdzie kazdy wskaznik ji, j2, ..., j, jest badZ zerem badZ jedynka. Sktadowe za-
leza oczywiscie od uniwersum U oraz rozwazanych podzbioréw Ai, Ao, ..., A,
uniwersum U'.
Liczbe wszystkich sktadowych dla uktadu n zbioréw tatwo ustalié: jest ona
réwna 2. Czy stuchacze zechca podac uzasadnienie?
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PRZYKEAD. Rozwazmy tekst:

Co najmniej jeden uczciwy jest sympatyczny. Nie wszyscy sq uczciwi. Kazdy
jest uczciwy lub inteligentny lub sympatyczny. Wszyscy inteligentni sq uczciwi lub
sympatyczni. Wszyscy uczciwi inteligentni sq sympatyczni. Wszyscy sympatyczni sq
uczciwi lub inteligentni. Zaden uczciwy sympatyczny nie jest inteligentny.

1. Czy z ponizszych przestanek wynika logicznie jaki$ wniosek dotyczacy za-
leznosci migdzy inteligentnymi a sympatycznymi?

2. Ponadto: co mozna powiedzie¢ o uczciwych, ktérzy nie sa sympatyczni (o
ile ponizsze przestanki sg prawdziwe)?

Rozwazanym uniwersum jest tu domySlnie zbiér wszystkich ludzi. WprowadZmy
oznaczenia:

e H — 7bidr uczciwych

e ] — 7zbidr inteligentnych

e S — zbidr sympatycznych.
Rozwazane przestanki maja nastgpujace schematy:
e (DHNS#(

e QH #0

e ) (HUIUS) =10

e HIC(HUS)

e 5)(HNI)CS

e 6)SC(HUI)

e MINHNS)=0.

Zaznaczajac na diagramie Venna tre$¢ powyzszych warunkéw, najpierw usta-
lamy, ktére obszary sa puste (co stwierdzaja warunki: 3, 4, 5, 6, 7), a potem, ktére
obszary sa niepuste (co stwierdzaja warunki: 11 2):
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Z powyzszego diagramu wida¢ m.in., ze (przy prawdziwosci przestanek):

o Istniejq inteligentni i sympatyczni. Wszyscy inteligentni sq sympatyczni. Ist-
niejq sympatyczni, ktorzy nie sq inteligentni, ale sq uczciwi.

e Jesli ktos jest uczciwy, ale nie jest sympatyczny, to nie jest inteligentny. Nie
wiadomo jednak, czy istniejq uczciwi niesympatyczni, ktérzy nie sq inteli-
gentni.

Il
Inna metoda graficzng reprezentacji zalezno$ci migdzy zbiorami sa diagramy
Carrolla. Bedziemy jeszcze mieli okazje, aby je poznac.

5 Prawa rachunku zbiorow

Prawa rachunku zbioréw to twierdzenia, ktére zachodza dla dowolnych zbioréw.
Kazde takie twierdzenie wymaga dowodu. W przypadku, gdy jest ono implikacja
o poprzedniku ¢ oraz nastgpniku ¢ (czyli ma postac jesli o, to 1), to jego dowod
polega na wyprowadzeniu ¢ przy zatozeniu . W przypadku, gdy twierdzenie ma
postaé rownowaznosci, czyli jest postaci ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy v, to dowod
takiej rownowaznosci polega na przeprowadzeniu dowodéw obu implikacji: jesli
©, to v oraz jesli i, to .

Dla dowodu tego, ze warunki 1, @2, ..., @, sa rOwnowazne wystarczy udo-
wodnié wszystkie implikacje: jesli ¢;, to p;+1 (dla 1 < ¢ < n) oraz implikacje:
jesli oy, to 1.

Dla dowodu, ze implikacja jesli ¢, to 1 nie jest prawem rachunku zbioréw, wy-
starczy poda¢ przyklad zbioréw spelniajacych warunek ¢, lecz nie spetniajacych
warunku .

PRZYKEADY. Udowodnimy par¢ praw rachunku zbioréw (dowody dalszych praw
mozna przeprowadzi¢ podczas konwersatorium).
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1. Pokazemy, ze x C y jest réwnowazne z x —y = (). Trzeba zatem udowodni¢
obie implikacje:

(a) Jesliz Cy, tox —y = 0.
(b) Jesliz —y =10, t0x Cy.

Dla dowodu a) zaktadamy, ze x C y. Oznacza to, ze kazdy element zbioru x
jesttez elementem zbioru y. To jednak znaczy tyle, Ze nie ma w x elementéw,
ktére bytyby poza zbiorem y. To z kolei jest tym samym, co stwierdzenie, ze
x—y=10.

Dla dowodu b) zaktadamy, ze © — y = (). Oznacza to, ze nie ma w x ele-
mentéw, ktére bytyby poza zbiorem y. To za$ jest rOwnoznaczne ze stwier-
dzeniem, ze kazdy element zbioru x jest tez elementem zbioru y, czyli ze
z Cuy.

2. JeSlix CyorazyNz =10, toxNz=1I.Zatézmy, ze v C yorazy Nz = (.
Drugie z tych zalozen oznacza, ze zbiory y oraz z nie maja zadnego wspol-
nego elementu. Skoro, na mocy pierwszego z poczynionych zatozen wszyst-
kie elementy zbioru x znajduja si¢ wsrdéd elementéw zbioru y, to zaden z
nich nie moze by¢ elementem zbioru z. To z kolei oznacza, ze x N z = ().

3. Jeslix CyorazxNz # 0, toyNz # (). Zatézmy, ze x C yorazxNz # (. Z
drugiego z tych zalozerh wynika, ze istnieje element u € x N z. Jednak skoro
u € Nz, tozarbwno u € z, jak i u € z. Skoro v € z, a kazdy element
zbioru x jest tez elementem zbioru y (pierwsze zalozenie!), to réwniez v €
y. Mamy wigc: v € z oraz u € y, a zatem u € y (N z, a to oznacza, Ze

yNz#0D.

g
PRZYKELADY. Pokazemy, ze pewne implikacje nie sq prawami rachunku zbioréw.

1. Implikacja: jesli x C y, to y C x nie jest prawem rachunku zbioréw. Jesli
np. z = {1,2}, zaS y = {1, 2, 3}, to zachodzi poprzednik tej implikacji, a
nie zachodzi jej nastepnik.

2. Implikacja: jesli x € y oraz y € %z, to x € z nie jest prawem rachunku
zbioréw. Mozna bowiem zbudowaé zbiory x, y oraz z takie, ze x € y
orazy € z,ale x ¢ z. Naprzykltad: x = {1,2}, y = {3,{1,2},4},
z={1,{3,{1,2},4}, 7} sa takimi wtasnie zbiorami.
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3. Implikacja: jesli x C y oraz yNz # (), to xNz # () nie jest prawem rachunku
zbioréw. Mozna bowiem zbudowaé zbiory x, y oraz z takie, ze x C y oraz
yNz # 0,ale zNz = 0. Naprzyktad: x = {1,2,3}, y = {1,2,3,4,5},
z = {4,5} sa takimi wtasnie zbiorami.

g
Pewnych praw rachunku zbioré6w mozna dowodzi¢, postugujac si¢ (dobrze spo-
rzadzonymi!) diagramami Venna. Gdy np. mamy dowie$¢ réwnosci, w ktdrej za-
réwno po jej lewej jak i prawej stronie wystgpuja jedynie operacje sumy, iloczynu,
réznicy, dopelnienia, réznicy symetrycznej, to rysujemy diagramy Venna dla kaz-
dej ze stron takiego réwnania i zaznaczamy (np. obszarem zacieniowanym) zbidr,
ktéry jest wynikiem stosowania wymienionych operacji. Jesli otrzymane reprezen-
tacje graficzne dla lewej i prawej strony rownania daja jako zacieniowany ten sam
obszar, to uznajemy, ze rozwazana réwnos¢ zostata udowodniona. Tg metodg po-
znaja sluchacze na konwersatorium. Nalezy jednak wyraznie podkreslié, ze nie
jest to metoda, ktéra mozna stosowac dla dowodzenia catkiem dowolnych praw ra-
chunku zbioréw. W ogdélnym przypadku dowody przebiegaja tak, jak w podanych
wyzej przyktadach.

6 Zacheta do refleksji

W ramach kazdego wyktadu zamieszcza¢ bedziemy przyklady pytan, ktére zada-
wac moga sobie stuchacze. Prowadzacy wyklad jest oczywiscie gotéw do udzie-
lenia odpowiedzi na te pytania, mozna je rowniez rozwazy¢ podczas konwersato-
rium.

1. Czy mozna wszystkie zbiory zebra¢ w jeden zbi6r?
2. Czy dowolna wlasno$¢ wyznacza jakis zbiér?

3. Czy reka jest zbiorem palcéw?

4. Czy zbiér moze mieC rozmyte granice?

5

. Obecnie dos¢ powszechnie uwaza si¢ teori¢ mnogosci za podstawe catej ma-
tematyki. Ale przeciez teoria ta powstata stosunkowo niedawno. W jaki za-
tem sposéb uprawiano wcze$niej matematyke, na czym bazowano?

6. Czy liczby sa zbiorami?
7. Czy mozna opisac rodzing wszystkich podzbioréw zbioru N?
8. Czy mozna narysowac diagram Venna dla dowolnej skoriczonej liczby zbio-

réw?
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7 Podsumowanie

Stuchacze niech nie beda przerazeni objetoScia niniejszej notatki. Zwykle tekst
kazdego wyktadu zawieral bedzie jedynie kilkanascie stron. Dzisiejszy tekst jest
dtuzszy, poniewaz zawiera informacje wstgpne dla calego kursu, ustalenia orga-
nizacyjne oraz dodatki, z ktérych skorzystamy dopiero pézniej. To, co stluchacze
powinni zapamigtaé z dzisiejszego wyktadu to:

1. Sposoby okreS§lania zbioréw: wyliczenie elementéw, podanie wtasnosci wspol-
nej elementom.

2. Uniwersum rozwazan, zbior pusty, singleton.
3. Réwnos$¢ zbioréw, inkluzja (zawieranie), roztacznosc.
4. Para uporzadkowana.

5. Operacje na zbiorach: suma, iloczyn, réznica, dopetnienie, réznica syme-
tryczna, produkt kartezjaniski.

6. Diagram Venna.
7. Skiadowe.

8. Prawo rachunku zbioréw.

8 Dodatek 1: Wybrane prawa rachunku zbioréw

Podajemy wybrane prawa rachunku zbioréw. Sa to wigc twierdzenia, ktére zacho-
dza dla dowolnych zbioréw.

1. Symbol U oznacza ponizej brane pod uwage uniwersum rozwazan.

2. Podane prawa zachodza dla wszelkich zbioréw; nalezy wigc je rozumieé
jako poprzedzone stosownymi kwantyfikatorami og6lnymi.

Niektére z podanych nizej praw sa bardzo czesto wykorzystywane i warto je
zapamietaé (co nie bedzie trudne, gdy juz kilkakrotnie je wykorzystamy). Wazniej-
sza jest jednak umiejetno$¢ uzasadnienia tych praw, czyli podania ich dowodow.
Przyktady takich dowodéw podaliSmy powyzej. Niektére z praw pojawia si¢ do-
piero o wiele p6Zniej w trakcie tego kursu (np. te, w ktérych wystepuja podwoéjnie
indeksowane zbiory).
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10.
11.
12.
13.
14.

15.
16.
17.
18.
19.
20.

.ACA

.JesSiACBiBCC,toACC.
.ANBCACAUB.
. ANBCBCAUB.
.A-—BCA.
.hCACU.
Jesli AC D, toA=0.
.JesliU C A to A=U.
. AUD = A
AND=0.
AuU =U.
ANU = A.
Istnieje tylko jeden zbidr, nie majacy zadnych elementow.
Nastepujace warunki sa rownowazne:
(a) ACB
(b) AUB=B
(c) ANB=A
(d A-B=10
e) AuB=U.
AUA=ANA=A.
ANB=BnNA.
AUB=BUA.

AN(BNC)=(ANB)NC.
AU(BUC) = (AUB)UC.
AN(BUC)=(ANB)U(ANC).
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21.
22,
23.
24,
25.
26.
27.
28. A
29. A
30. A
31.
32.
33.
34.
35.
36.
37.
38.
39.
40.
41.
42.
43.

44.

AU(BNC)=(AUB)N(AUC).

ANB)U(CND)=(AUC)N(BUC)N(AUD)N

(
(ANB) =A"UB.
(AUB) =A'nB.
(A) =
AUA =U.
ANnA =0.
—(BUC)=(A-B)n(A-0C).
—(BNC)=(A-B)U(A-C).
—(A—-B)=AnNB.
A—B=A-(ANB).
AN(B-C)=(ANB)—(AnC)=(AnB)-C.
(A-B)—C=(A-C)—(B-C).
AUB =AU (B - A).
(ANB)U(ANB)=(AUB)N(AUB")=A
(AUB)NA=ANB.
AN (B—A)=0.
(AUB)-C=(A-C)U(B-0).
A—(B-C)=(A—B)U(ANOQ).
A—(BUC)=(A-B)-C.
JesSi AUBCC,toACCiBCC(C
A C BN C wtedy i tylko wtedy, gdy AC Bi AC C
AN B C C wtedy i tylko wtedy, gdy A C B'UC

A C BUC wtedy i tylko wtedy, gdy AN B’ C C
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45.
46.
47.
48.
49.
50.
51.
52.
53.
54.
55.
56.
57.
38.
59.
60.
61.
62.
63.
64.
65.
66.
67.
68.

(A — B)U B = A wtedy i tylko wtedy, gdy B C A
(ANB)UC = AN (BUCQC) wtedy i tylko wtedy, gdy C C A
JesiAC B,toAuC CBUC

JesSHAC B,toAnCCBNC
JesSliACB,to(A—-C)C(B-C)

JesliAC B,to(C—B)C (C—A)

Jesli AC B,to B’ C A

JeSi AUB=ANB,toA=8B

A = B’ wtedy i tylko wtedy, gdy ANB=0i AUB=U.
A+B=B-+A.

A+(B+C)=(A+B)=+C.
AN(B+C)=(ANB)+(ANCQC).

A+ (A+B)=B.

AUB=(A+B)+(ANB).
A—B=A=(ANB).
A=A

A+A=0.

A+-U=A.
AUB=(A+B)U(ANB).

(AJU...UA,) +~(B1U...UB,) C (A1 +B1)U...U(A, + Byp).
(AiN...NA,)+~(Bi1N...NB,) C (A1 +B1)U...U(A, + By).
A+ B = () wtedy i tylko wtedy, gdy A = B.

JesliANB=0,to AUB=A+B.

A+ B = C wtedy i tylko wtedy, gdy: B + C' = A wtedy i tylko wtedy, gdy
C+A=B.
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69.
70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

77.

78.

79.

80.

1.

82.

83.

84.

85.

86.

(AN B) = p(A) Np(B).
(N Ai) = N p(A).

el el
p(AUB) ={A1UB; : A € p(A)iB € p(B)}.

p(U 4i)) ={U Bi : Bi € p(A;)}.

il i€l
U Udk=U U Au
keKteT teT ke K
N NAx= N A
kcK teT teT keK
(U A)'= N 4
keEK keK
(N Ax)'= U 4.
keK keK
U AU U By, = U (AkUBk)
keK kEK kEK
U BNnA)=Bn(U 4.
keK keK
N (BUAR)=BU([] Ak).
keK keK
Dla dowolnych K, T, Axe: U N At € ) U Age-
kEK teT teT kEK
Jesli A; C B dla wszystkicht € T, to |J A; C B.

teT

Jesli B C Ay dla wszystkicht € T, to B C ) A;.
teT

Jesh At - Bt dla WSZyStkiCh t e T, to U At - U Btl m At - n Bt.
teT teT teT teT

Jezeli () An N () Bp = 0,t0 () An € U [An N (Bt — By)], gdzie
n>0 n>0 n>0 n>0

( L>JoAn) U ( L>JOBn) C By.

Dla dowolnego uktadu zbioréw Ay, ..., A,,... istnieje uktad parami roz-
tacznych zbioréw By, ..., By, ... taki, ze | J A, = U B 1 B, C A,.
n n

Istnieja A, B i C takie, ze:
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87.

88.
89.

90.
91.
92.
93.
94.
95.
96.
97.
98.
99.

100.

(a) Ax B # B x A, (tj. dzialanie X nie jest przemienne).
(b) Ax (B xC)# (A x B) x C (. dziatanie x nie jest taczne).

Jesli A, B, C'i D sa niepuste, to:
(a) AC BiC C D wtedy i tylko wtedy, gdy A x C C B x D.
(b) A= BiC = D wtedy i tylko wtedy, gdy A x C C B x D.
(ANB)x (CND)=(AxC)N (B x D).

el el el
(AxB)U(CxD)C(AuC)x (BUD).

Jesli A,B#0i(AxB)U(BxA) =CxD,toA=B=C=D.

U
(AUB)xC=(AxC)U(Bx ().

Ax (BUC)=(AxB)U(AxCQC).

(AUB)x (CUD)=(AxC)U(BxC)U(AxD)U (B x D).

(A—B)xC=(AxC)—(BxC).

Ax(B-C)=(AxB)—(Ax().
AxB=(AxD)N(C x B),gdzie ACCiBCD.
UxU—-(AxB)=[(U-A)xUJU[U x (U - B)|.
U Ak X U Bt = U (Ak X Bt>

keK teT (kt)eKXT

ﬂ Ak X ﬂ Bt = ﬂ (Ak X Bt)

keK teT (kt)eKxT

9 Dodatek 2: Aksjomaty teorii mnogosci

Wspblczesna teoria mnogosci to teoria aksjomatyczna. Jej najbardziej standardowa
postaé to teoria mnogos$ci Zermelo-Fraenkla (z pewnikiem wyboru), oznaczana
przez ZFC. Teori¢ mnogosci bez aksjomatu wyboru oznaczamy przez ZF.
Aksjomaty teorii mnogosci maja ustala¢ znaczenie pojeé pierwotnych tej teorii.
Maja tez gwarantowad, ze na zbiorach mozemy wykonywaé oméwione wczesniej
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operacje. Na tym etapie edukacji nie bedziemy analizowac ponizszych aksjoma-
téw — bgdzie to mozliwe nieco p6Zniej. Prosze zatem traktowad ten fragment jako
ozdobnik tekstu.

Aksjomat ekstensjonalnosci:

VaVy (Vz (z €x=z€y) > x=y)

Ten aksjomat stwierdza, ze kazdy zbidr jest jednoznacznie wyznaczony po-
przez swoje elementy.

Aksjomat pary:
VeVydzVu (u € z=(u=2xVu=y))
To aksjomat gwarantujacy istnienie pary nieuporzadkowane;.

Aksjomat sumy:
VedyVz (z € y=Ju (z EuNu € x))
Aksjomat ten gwarantuje istnienie sumy dowolnej rodziny zbioréw.

Aksjomat zbioru potegowego:

VeIyVz (z € y =Vu(u € z = u € x))

Na mocy tego aksjomatu, dla dowolnego zbioru istnieje zbiér ztozony doktad-
nie ze wszystkich jego podzbioréw.

Schemat wyrézniania:

Vi Vg .. Ve,YVyzVu (u € 2 = (u € y Ap(u, z1,22,...,2y)))
gdzie ¢ jest formutg jezyka teorii mnogosci ZF taka, ze z nie jest zmienng wolng
W, zas$ X1, X2, . .., Ty Sa zmiennymi wolnymi formuty ¢ innymi niz w.

Schemat wyrézniania pozwala z elementéw danego wprzody zbioru utworzyé
jego podzbior, ztozony z tych elementow, ktére maja jakas wlasnos¢, wyrazalng w
jezyku (pierwszego rzedu) teorii mnogosci.

Mamy tu do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale wlasnie ze schematem
nieskoniczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat nieskonczonosci:

Jr Ty yeasn-Tz(zey)AVy(yecx—=-Vz(Vu (uez=u=y)—
2 €x)))

Ten aksjomat stwierdza istnienie (co najmniej jednego) zbioru nieskoriczonego.
Uwaga: to jedyny aksjomat egzystencjalny w tej teorii mnogosci.

Schemat zastepowania:

Vu(VaVyVz (x € u A p(z,y) A p(z,2) = y = 2) = JuwVo (v € w =
dz (z € u N p(z,v))))

Schemat ten gwarantuje, intuicyjnie méwiac, ze obraz dowolnego zbioru wzgle-
dem jakiejkolwiek funkcji (opisywalnej formulg jezyka teorii mnogosci) takze jest
zbiorem.
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Tu réwniez mamy do czynienia nie z jednym aksjomatem, ale ze schematem
nieskoniczenie wielu aksjomatéw.

Aksjomat ufundowania:

Ve(Ju (v € x) — Jy(y €z AVz (2 €y = -z € 1))

Aksjomat ufundowania wyklucza istnienie nieskoficzonych €-zstgpujacych cia-
g6w zbiordéw, tj. takich ciagéw (x1, x2, 3, 24, . . .), Z€:

X9 € T1, T3 € T2, T4 €T3,...

Gdy do tego systemu dotaczy¢ Aksjomat wyboru:

Ve(Vy (yex— 3z (z€y) AVyVu ((y €z Au € x) > y=uV-Jv (v e
yANveu))) = IwMVMy(yex—Fz((zeynzew) AV (veyAv ew) —
v =2))))),
to otrzymamy system teorii mnogosci nazywany ZFC.

UWAGA. Do aksjomatyki teorii ZF naleza takze aksjomaty dla identycznosci:

o Vr (x=ux)

VeVy (x =y — y =x)

o VaVyVz (z=yAy=2) > x=2);
o VaVyVz (x=yAx€2) > y€E2);
o VaVyVz ((x =yAz€x)— z€y).

UWAGA. Uzywane tu (np. w schematach wyrdézniania i zastgpowania) terminy:
nieskoriczony i przeliczalny naleza do metajezyka.
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