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1 Rezolucja w KRZ

Dowody rezolucyjne w KRZ sa réwnie proste, jak dowody tablicowe.

Metoda rezolucji takze jest metoda nie wprost: dla wykazania, ze ¢ jest teza,
staramy si¢ wyprowadzi¢ zamknigtq derywacje rezolucyjng dla formuty —p.

Dowody rezolucyjne wykorzystuja koniunkcyjne postacie normalne: pracu-
jemy na uogdlnionych koniunkcjach uogdlnionych alternatyw.

W propozycji Fittinga dowody rezolucyjne zapisujemy w sposob liniowy: kro-
kami dowodowymi sa poszczegdlne uogdlnione alternatywy.

1.1 Reguly

Reguty tworzenia derywacji rezolucyjnej zapisane w notacji Smullyana (dla jezyka
KRZ) sa nastgpujace:
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Reguta dla S-formut dziata wewnatrz alternatywy, reguta dla a-formut tworzy
dwie alternatywy, zapisywane jedna pod druga.

Jesli Dy oraz D- sa dwiema uogdlnionymi alternatywami oraz ¢ wystgpuje
jako jeden z cztonéw alternatywy w D;, natomiast - wystepuje jako jeden z
cztondéw alternatywy w Ds, to niech D bedzie wynikiem wykonania nastgpujacych
operacji:



1. usunigcia wszystkich wystapien ¢ z Dy
2. usunigcia wszystkich wystapien = z Do

3. utworzenia jednej alternatywy D z alternatyw otrzymanych w wyniku wy-
konania dwé6ch powyzszych krokéw.

Moéwimy w takim przypadku, ze D jest rezolwentq Dy oraz Dy (wzgledem
pary formul: ¢, —; czasami krécej: wzgledem formuty ).

Jesli alternatywa F' zawiera wystapienia literatu L, to alternatywe powstata z
niej poprzez usunigcie wszystkich wystapiefi L nazywamy trywialng rezolwenta
F.

Regula rezolucji.

D wynika rezolucyjnie z D1 oraz Do, gdy D jest rezolwenta Dy oraz Dy wzgle-
dem pewnej formuty . Podobnie, D trywialnie wynika rezolucyjnie z D1, gdy D
jest trywialna rezolwenta D1 .

OczywiScie szczegdlnym przypadkiem tak rozumianej reguty rezolucji jest re-
zolucja wzgledem literatu (i tak rozumie si¢ regute rezolucji w wigkszosci pod-
recznikow):

Jedli alternatywa D; zawiera literal L, natomiast alternatywa Do zawiera literat
do niego komplementarny L, to rezolwentq D1 oraz Do wzglegdem L jest alterna-
tywa D powstajaca poprzez usunigcie wszystkich wystapien L z D;, usunigcie
wszystkich wystapien L z Do i utworzenie jednej alternatywy z tak otrzymanych
wynikéw.

Jedli alternatywy potraktujemy jak zbiory formul, to tak rozumiana reguta re-
zolucji przyjmuje nastgpujaca postaé formalna:

D, Dy
(D1 —{L}) U (D2 —{L})
Derywacje rezolucyjnq definiujemy w sposéb nastgpujacy:

1. Niech { ¢1, 2, ..., ¢, } bedzie skoriczonym zbiorem formut jezyka KRZ.
Derywacjq rezolucyjng zbioru { @1, 2, . .., ¢, } nazywamy ciag:
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2.

Jesli S jest derywacja rezolucyjna dla { ¢1, 2, ..., ¢n }, za§ D powstaje z
pewnych wierszy S poprzez zastosowanie jakiejs regulty tworzenia derywacji
rezolucyjnej lub reguty rezolucji, to ciag S przedtuzony o element D takze

jest derywacja rezolucyjna dla { 1, v2,...,on }.

Derywacjg rezolucyjna zawierajaca alternatywe pusta [ | nazywamy zamknigtq.
Pamigtamy, ze warto$¢ logiczna alternatywy pustej réwna jest 0 dla kazdego war-
toSciowania zmiennych zdaniowych. Alternatywe pusta oznacza si¢ w wielu pod-
recznikach przez .

Dowodem rezolucyjnym formuty ¢ nazywamy zamknigta derywacje rezolu-
cyjna dla {—p}. Méwimy, ze ¢ jest fezq systemu rezolucyjnego dla KRZ, co zapi-
sujemy =, ¢, gdy ¢ ma dowdd rezolucyjny.

1.2

Przykiad

Oto przyktad dowodu rezolucyjnego formuty
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P, q] RR:7,12,r — s
[—q RR: 10,14, p
[r — 5] RR: 6,15, ¢
[
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RR: 13,16, r — s

Nie jest to jedyny dowdd rezolucyjny rozwazanej formuly (sprébuj znalezé

inne).



1.3 Trafnos$¢ i pelnosé rezolucji w KRZ

Powiemy, ze derywacja rezolucyjna S jest spetnialna, jesli istnieje warto$ciowanie,
przy ktérym kazdy wiersz w .S ma wartosc¢ 1.
Fakt. Dowolne zastosowanie reguly konstrukcji derywacji rezolucyjnej lub reguty
rezolucji do spetnialnej derywacji rezolucyjnej daje spetnialng derywacje rezolu-
cyjna.
Fakt. Jesli istnieje zamknigta derywacja rezolucyjna dla zbioru formut S, to S nie
jest spetnialny.
Twierdzenie o Trafnos$ci Metody Rezolucyjnej w KRZ. Jesli ¢ ma dowdd rezo-
lucyjny, to ¢ jest tautologia KRZ.

Niech S begdzie zbiorem alternatyw. Derywacjq rezolucyjng ze zbioru S (wy-
prowadzeniem rezolucyjnym ze zbioru S) jest ciag alternatyw, z ktérych kazda:

1. jest elementem S lub

2. powstaje z wczesniejszego elementu tego ciagu poprzez zastosowanie kto-
rej$ z regul tworzenia derywacji rezolucyjnej lub

3. powstaje z wczesniejszych elementéw tego ciagu jako ich rezolwenta.

Moéwimy, ze alternatywa D jest rezolucyjnie wyprowadzalna z S, gdy D jest
ostatnim elementem jakiej$ derywacji rezolucyjnej z S.

Niech ¢ bedzie dowolng formulg jezyka KRZ. Przez p-powigkszenie alterna-

tywy [©1, 2, - . . , ] rozumiemy zaréwno [, 1, 2, . . . , ] jaki [p1, @2, . . ., ©n).
Jesli S jest zbiorem alternatyw, za$ S* jest wynikiem zastapienia kazdego elementu
S przez jego p-powigkszenie, to mowimy, ze S* jest p-powigkszeniem S.
Fakt o powig¢kszeniach. Zat6ézmy, ze S; 1 So sa zbiorami alternatyw oraz Ss jest
p-powigkszeniem Sy. Jesli alternatywa D; jest rezolucyjnie wyprowadzalna z Sy,
to istnieje p-powigkszenie Dy alternatywy D; takie, ze Do jest rezolucyjnie wy-
prowadzalna z Ss.

Faktu tego dowodzimy przez indukcj¢ po dlugosci wyprowadzenia rezolucyj-
nego z S (zob. Fitting 1990, 59).

Skoriczony zbidr S formut jezyka KRZ nazywamy rezolucyjnie niesprzecznym,
gdy nie istnieje zamknigte wyprowadzenie rezolucyjne z .S.

Na mocy tej definicji { 1, ¢2,...,¢n } jest rezolucyjnie niesprzeczny, gdy
nie istnieje wyprowadzenie rezolucyjne z { [p1], [p2],- .., [pn] } pustej alterna-
tywy [].

Zbiory formut, ktére nie sa rezolucyjnie niesprzeczne, nazwiemy rezolucyjnie
sprzecznymi. Tak wigc, S jest rezolucyjnie sprzeczny, gdy istnieje wyprowadzenie
rezolucyjne z { [p1], [p2],- .., [¢n] } pustej alternatywy [ ].



Lemat. Rodzina wszystkich zbioréw rezolucyjnie niesprzecznych jest zdaniowa
wlasnoscia niesprzecznosci.

Dowod. Trzeba sprawdzi¢, ze zachodza wszystkie warunki definiujace zdaniowa
wiasnos$¢ niesprzecznosci.

Warunki dla zmiennych zdaniowych, L oraz —'T sa oczywiste. Pozostale przy-
padki wymagaja odrobing zmudnego, aczkolwiek nietrudnego sprawdzenia. Jak
czyniliSmy to juz poprzednio, w kazdym z przypadkéw prowadzimy dowdd nie
wprost:

1. Zatézmy, ze ——1) € S i przypusémy, ze S U {0} nie jest rezolucyjnie nie-
sprzeczny. Pokazemy, ze S nie jest rezolucyjnie niesprzeczny.

Niechzatem S = { 1, ¢2,...,¢n, 7 }.Poniewaz S = { p1,¢2,...,0n, 0 }
nie jest rezolucyjnie niesprzeczny, wigc istnieje wyprowadzenie, powiedzmy

D, alternatywy pustej | | ze zbioru { [p1], [p2],- .., [¢n], [¥] }. Zbudujmy
wyprowadzenie D* z { [p1], [p2],...,[en], [7%] } W sposéb nastepu-
jacy: najpierw stosujemy regule dotyczaca podwdjnej negacji, otrzymujac
{ le1]s [w2], - -, [en], [7Y], [¢] }, a nastgpnie wykonujemy wszystkie kroki
wyprowadzenia D. Wtedy oczywiscie D* jest wyprowadzeniem alternatywy
pustej [ | z { [¢1],[p2],---,[en], [¥] }. czyli S nie jest rezolucyjnie nie-
sprzeczny.

2. Zalézmy, ze o € S i przypusémy, ze S U {1, s} nie jest rezolucyjnie
niesprzeczny. Pokazemy, ze S nie jest rezolucyjnie niesprzeczny.

Niech zatem S = { @1, 2, ..., pn,a }. Poniewaz S U {1, as} nie jest re-
zolucyjnie niesprzeczny, wigc istnieje wyprowadzenie, powiedzmy D, alter-
natywy pustej | | ze zbioru { 1], 2], - .., [u]. [a], [aun], [a2] }. Zbudujmy
wyprowadzenie D* z { [p1], [¢2], - - -, [¢n], [a] } W sposdb nastepujacy: naj-
pierw stosujemy a-regule otrzymujac { [¢1], [¢2], - . ., [¢n], [o], [a], [o2] },

a nastgpnie wykonujemy wszystkie kroki wyprowadzenia D. Wtedy oczywi-

Scie D* jest wyprowadzeniem alternatywy pustej [ | z { [¢1], [¢2], - - -, [¢n], [@] }.
czyli S nie jest rezolucyjnie niesprzeczny.

3. Zatézmy, ze 5 € S i przypusémy, ze ani S U {31} ani S U {2} nie jest re-
zolucyjnie niesprzeczny. Pokazemy, ze S nie jest rezolucyjnie niesprzeczny.

Niech zatem S = { 1,92, ..., ¢n, 8 }. Zauwazmy, Ze zastosowanie rezo-
lucyjnej S-reguty do wyprowadzenia rozpoczynajacego si¢ od [¢1], [02], - - -, [€n], [5]
pozwala nam dodaé dofi [1, B2]. Tak wigc, aby pokazad, ze S nie jest rezo-
lucyjnie niesprzeczny, wystarczy pokazac, ze istnieje rezolucyjne wyprowa-

dzenie alternatywy pustej [ | z [p1], [@2], - - -, [@nl, [B], [B1] [B2]-



Poniewaz S U {f;} nie jest rezolucyjnie niesprzeczny, wigc istnieje rezolu-

cyjne wyprowadzenie alternatywy pustej [ | z { [p1], [¢2] - - -, [en], [8], [B1] }-
Wtedy na mocy faktu o powigkszeniach istnieje rezolucyjne wyprowadzenie
2 [ous [pal, - [l 181, [81], [B2]: albo alternatywy pustej [ ], albo [Bs].
W pierwszym przypadku dowdd nie wprost jest zakoiczony. W przypadku
drugim, poniewaz S U {32} nie jest rezolucyjnie niesprzeczny, wigc istnieje
rezolucyjne wyprowadzenie, powiedzmy D, alternatywy pustej [ | z:

{ [‘Pl]’ [902]7 s [Spn]a [6]’ [52] }

Wszystkie alternatywy tworzace to wyprowadzenie wystepuja w skonstru-
owanym wczes$niej wyprowadzeniu z [1], [p2], - - -, [¢n], [5], [B1], [B2]- Do-
taczajac do nich wyprowadzenie D otrzymujemy wyprowadzenie alterna-
tywy pustej [ | z { [¢1], [w2],---,[en]s [B],[B2] }. co koficzy dowdd nie
wprost.

Twierdzenie o Pelnosci Metody Rezolucyjnej w KRZ. Jesli ¢ jest tautologia
KRZ, to ¢ ma dowdd rezolucyjny.

Dowod. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Jesli ¢ nie ma dowodu rezolucyj-
nego, to nie istnieje zamknigta derywacja rezolucyjna dla {—¢}. Wtedy {—p} jest
rezolucyjnie niesprzeczny, a zatem jest spetnialny, na mocy udowodnionego przed
chwilg lematu oraz Twierdzenia o Istnieniu Modelu. A zatem ¢ nie jest tautologia
KRZ.

Podobnie, jak w przypadku tablic analitycznych mozemy tez rozwazaé rezo-
lucyjne wyprowadzenia ze zbioru przestanek. Jesli S jest zbiorem formut jezyka
KRZ, to dla dowolnej ¢ € S w derywacji rezolucyjnej dodajemy jako osobny
wiersz [p]. Piszemy S F,, ¢, gdy istnieje zamknigta derywacja rezolucyjna dla
-, wykorzystujaca przestanki z S.

2 Zalecenia praktyczne

Powyzej oméwiono metode rezolucji w KRZ wedle propozycji w Fitting 1990.
Nieco inaczej omawia si¢ to zagadnienie w podreczniku Nerode, Shore 1997. Za-
checamy stuchaczy do stosowania metody rezolucji w KRZ z wykorzystaniem re-
guly rezolucji dla literaléw, a nie (jak w powyzszym przyktadzie Fittinga) dla do-
wolnych formut. Jest to bodaj bardziej rozpowszechniona wersja metody rezolucji.

W tym punkcie podamy kilka przyktadow tak wiasnie rozumianych derywacji
rezolucyjnych. Oméwimy dwa typy zagadniefi:

1. ustalanie czy dana formuta jest teza systemu rezolucyjnego w KRZ



2. ustalanie, czy dany zbiér formut jest rezolucyjnie sprzeczny.

W kazdym z tych przypadkéw bedziemy wykorzystywaé notacje Smullyana
oraz algorytm podany przez Fittinga. Z notacja Smullyana stuchacze sa juz chyba
dobrze oswojeni, algorytm Fittinga byl omawiany na wyktadzie dotyczacym po-
staci normalnych.

2.1 Ustalanie czy formula jest teza

Przypomnijmy:

1. Derywacjg rezolucyjna zawierajaca alternatywe pusta | | nazywamy zamknietq.
Pamigtamy, ze wartos$¢ logiczna alternatywy pustej réwna jest 0 dla kazdego
warto§ciowania zmiennych zdaniowych. Alternatywe¢ pusta oznacza si¢ w
wielu podrgcznikach przez .

2. Dowodem rezolucyjnym formuty ¢ nazywamy zamknigta derywacje rezolu-
cyjna dla {—¢}. Méwimy, ze ¢ jest tezq systemu rezolucyjnego dla KRZ, co
zapisujemy -, ¢, gdy ¢ ma dowdd rezolucyjny.

Dla ustalenia czy formula ¢ jest teza systemu rezolucyjnego badamy zatem
czy z [~p] mozemy wyprowadzi¢ klauzulg pusta, stosujac algorytm Fittinga oraz
regule rezolucji. Innymi stowy:

1. Rozpoczynamy od [—¢].

2. Stosujemy algorytm Fittinga tak dlugo, az otrzymamy alternatywy elemen-
tarne, zapisujac kazdy krok w postaci osobnego wiersza (lub dwéch wier-
szy). Przy tym:

(a) jesli dziatamy na -formule, to wiersz [..., [, ...] przeksztalcamy na
wiersz [..., 1, B2, - - .|,

(b) jesli dziatamy na a-formule, to wiersz ..., «,...] przeksztalcamy na
dwa wiersze [...,a1,...Joraz [..., ag,...],

(c) jesli dziatamy na formule podwdjnie zanegowanej, to wiersz . .., ==, . . .
przeksztatcamy na wiersz [..., ¢, .. ],

3. Stosujemy — tam, gdzie to mozliwe — regute rezolucji.

4. Sprawdzamy, czy otrzymaliSmy klauzulg pusta:



(a) jesli otrzymaliSmy klauzule pusta, to formuta ¢ jest teza systemu rezo-
lucyjnego

(b) jesli nie jest mozliwe otrzymanie klauzuli pustej, to formuta ¢ nie jest
teza systemu rezolucyjnego.

PRZYKLAD. Czy formuta ((p — ¢) A =q) — —p ma dowdd rezolucyjny?
(

=(((p — a) A ~q) = —p)]

1]

2. [(p—q)Adq] a, 1

3. [-p] a, 1

4. [p] -, 2
5. [p—4q a,?2

6. [q] .2

7. [ﬁpv Q] B’ 5

8. g RR: 4,7
9. [] RR: 6,8

OtrzymalisSmy klauzulg pusta. A zatem formuta ((p — ¢) A =¢) — —p ma
dowdd rezolucyjny.
PRZYKLAD. Czy formuta (p — ¢) — (¢ — p) ma dowdd rezolucyjny?

L. [=((p—=q) — (¢g—p))]

2. [p—d a, 1
3. [~(g —p)] a, 1
4. dl a,3
5. [-p] a, 3
6. [-p,q] B.2

DotarliSmy do alternatyw elementarnych. Nie jest mozliwe stosowanie reguty
rezolucji. Nie otrzymaliSmy klauzuli pustej. Badana formuta nie ma dowodu rezo-
lucyjnego.

2.2 Ustalanie czy zbior formuf jest niespelnialny

Zbior { p1,¥2, ...,y } formut jezyka KRZ jest rezolucyjnie sprzeczny, jesli ist-
nieje zamknigta derywacja rezolucyjna tego zbioru, czyli taka, ktéra zawiera klau-
zulg pusta.

Dla ustalenia, czy zbior formut { 1, @2, ..., ¢, } jest rezolucyjnie sprzeczny
wykonujemy nastgpujace czynnosci:

1. Tworzymy liste [¢1], [p2], - - -, [¢n]- Przyjetym zwyczajem jest zapisywanie
poszczegblnych elementow listy w osobnych wierszach.



2. Stosujemy algorytm Fittinga do elementéw tej listy tak dtugo, az otrzymamy
alternatywy elementarne. Przy tym:

(a) jesli dziatamy na S-formule, to wiersz |..., 3, ...] przeksztalcamy na
wiersz [..., B1, B2, .. ]

(b) jesli dziatamy na a-formule, to wiersz ..., «,...] przeksztalcamy na
dwa wiersze [...,a1,...Joraz [..., ag,...],

(c) jesli dziatamy na formule podwdjnie zanegowanej, to wiersz . .., ==, . . .

przeksztatcamy na wiersz [..., ¢, .. ],
3. Stosujemy — tam, gdzie to mozliwe — regule rezolucji.
4. Sprawdzamy, czy otrzymaliSmy klauzulg pusta:

(a) jesli otrzymali$my klauzule pusta, to wyjSciowy zbiér formut jest re-
zolucyjnie sprzeczny;

(b) jesli nie jest mozliwe otrzymanie klauzuli pustej, to wyjsciowy zbidr
formul nie jest rezolucyjnie sprzeczny (w konsekwencji, jest spetnialny).

PRZYKEAD. Ustal czy jest rezolucyjnie sprzeczny zbiér formut:

{g—=p, —rVvg s—=r —(s—=p)}

1. [qg—1p]

2. [-rvyq]

3. [s—r]

4 [(s—p)

5. [~g,p] 8.1

6. [-ra B2

7. [—s, 7] 8,3

8. 9] a4

9. [-p] a4
0. [r] RR:7,8
11 [~q] RR:5,9
12, [~] RR:6,11
13. [] RR:10,12

Otrzymali$my klauzulg pusta, a wigc badany zbidr jest rezolucyjnie sprzeczny.
PRZYKEAD. Ustal czy jest rezolucyjnie sprzeczny zbiér formut:

{—qVp, shN=p,r—q, s—r}



L. [=qVp]

2. [sA-p)

3. [r—d¢

4. [s—7]

5. [~q,p) B

6. [s] a2

7. [-p] a2

8. [-rq B3

9. [—s,r] 8.4
10. [r] RR:6,9
1. [q RR:8,10
2. [p] RR:5,11
13, [] RR:7,12

Otrzymali$my klauzulg pusta, a wigc badany zbidr jest rezolucyjnie sprzeczny.
PRZYKEAD. Ustal czy jest rezolucyjnie sprzeczny zbiér formut:

{sAN=p, -qVp, -rVgq —sVr}

1. [sA-p)

2. [~qVp]

3. [-rvy]

4. [-sVr]

5. [s] a,l

6. [p] a,l

7. [~q,p] B2

8. [-rq] B.3

9. [—s,7] 8,4
10.  [—q] RR:6,7
1. [-r] RR:8,10
12. [ RR:9,11
13. ] RR:5,12

Otrzymali§my klauzulg pusta, a wigc badany zbidr jest rezolucyjnie sprzeczny.
PRZYKEAD. Ustal czy jest rezolucyjnie sprzeczny zbiér formut:

{s—=r,q=p ~(s—=p), qv-r}

10



1. [s—7]

2. lg—p

3. [~(s = p)]

4. [gVvr]

5. [-s,r] £,

6. [—q,p] B2

7. [s] .3

8. [ a3

9. |[q,] B.4
10.  [r] RR:5,7
1. [q] RR:9,10
2. [p] RR:6,11
13. [] RR:8,12

Otrzymali$my klauzulg pusta, a wigc badany zbidr jest rezolucyjnie sprzeczny.
PRZYKEAD. Ustal czy jest rezolucyjnie sprzeczny zbiér formut:

{s—=r, sVp, qV-r}

Nk WD =
TETTE T
»
=

Dotarli§my do alternatyw elementarnych. Mozliwe bylo zastosowanie reguty
rezolucji, jednak nie otrzymaliSmy klauzuli pustej. Badany zbiér nie jest zatem
rezolucyjnie sprzeczny.

PRZYKEAD. Ustal czy jest rezolucyjnie sprzeczny zbiér formut:

{p—=qqN-r,r——p}

I [p—d

2. [gN-r]

3. [r— —p

4. [q] a, 2
5. [-r] a,?2
6. [-pqg 51
7. [_'7“7 _‘p} 8,3



DotarliSmy do alternatyw elementarnych. Nie ma mozliwosci stosowania re-
guly rezolucji. Nie otrzymaliSmy klauzuli pustej. Badany zbidr nie jest rezolucyj-
nie sprzeczny.

UWAGA. Nalezy pamigtac, ze regule rezolucji mozna stosowac do danych wierszy
jedynie raz.

3 Rezolucja w KRP

W tym wykladzie ograniczymy si¢ do bardzo ogdlnych uwag, dotyczacych me-
tody rezolucji w jezykach pierwszego rzgdu. Planujemy osobny wyktad, w ktérym
omoéwiona zostanie procedura unifikacji (uzgadniania) i jej znaczenie dla bardziej
subtelnych analiz z wykorzystaniem tablic analitycznych (ze zmiennymi wolnymi)
oraz rezolucji w jezykach pierwszego rzgdu.

3.1 Reguly

W przypadku jezykéw pierwszego rzedu, dodajemy nastgpujace reguty rozszerza-
nia rezolucyjnego (w notacji Smullyana):

¥ (dla dowolnego termu domknigtego jezyka LP2")
Y(t)
) (dla dowolnego nowego parametru a)
5(a)
Wprowadzone uprzednio pojecia (derywacja rezolucyjna, dowdd rezolucyjny,
itp.) przenosza si¢, z oczywistymi modyfikacjami sktadniowymi, na przypadek je-
zykéw pierwszego rzedu.

Piszemy S ¢, ¢, gdy istnieje zamknigta derywacja rezolucyjna dla =y, wy-
korzystujaca przestanki z S.

3.2 Przyklad
Oto dowdd rezolucyjny zdania Va(P(x) V Q(z)) — (FzP(x) V VzQ(x)):
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Q(z))]

AN o I ol e

—_

3.3 Trafnos¢ i pelnosé rezolucji w KRP

Derywacja rezolucyjna DD jest spetnialna, jesli istnieje model, w ktérym prawdziwa
jest kazda alternatywa nalezaca do D.
Fakt. Zastosowanie dowolnej reguty konstrukcji derywacji rezolucyjnej oraz re-
guly rezolucji do spetnialnej derywacji rezolucyjnej daje w wyniku spetnialng de-
rywacje rezolucyjna.
Trafnos$¢ rezolucji w KRP. Jesli ¢ ma dowdd rezolucyjny, to ¢ jest tautologia
KRP.

Skonczony zbidr S jezyka LP2" jest rezolucyjnie niesprzeczny, gdy nie istnieje
zamknigta derywacja rezolucyjna dla .S.
Fakt. Rodzina wszystkich zbioréw rezolucyjnie niesprzecznych jest wlasnoScia
niesprzecznos$ci pierwszego rzedu.
Pelnosé rezolucji w KRP. Jedli ¢ jest tautologia KRP, to ¢ ma dowdd rezolucyjny.

4 Dodatek: drzewo semantyczne

Przeprowadzimy dowdd twierdzenia gtoszacego, ze nasycony rezolucyjnie niespet-
nialny zbiér klauzul musi zawiera¢ klauzulg pusta (Proposition 3.8.4 w Fitting
1990, 63-63). Dowdd korzysta z pojecia drzewa semantycznego.

Ustalmy porzadek zmiennych zdaniowych: niech beda one wyliczone jako p;,
D2, P3, P4,. - . Przez drzewo semantyczne rozumiemy pelne drzewo dwéjkowe, ktd-
rego wierzchotki znakowane sg literatami, wedle nastgpujacej zasady:
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Kazda gataz 6 w tym drzewie jednoznacznie okresla wartoSciowanie literatow
na niej wystgpujacych (a wigc takze warto$ciowanie wszystkich zmiennych zda-
niowych).

Jesli C jest zbiorem klauzul, to powiemy, ze C jest rezolucyjnie nasycony, gdy
zastosowanie reguly rezolucji do elementéw C daje w wyniku réwniez element C.

Udowodnimy teraz nastgpujace twierdzenie:

TWIERDZENIE. Jesli C jest rezolucyjnie nasycony oraz niespetnialny, to w C znaj-
duje si¢ klauzula pusta.

DowOD. Przyjmujemy skrétowe oznaczenia dotyczace literaléw komplementar-
nych: p = —p, =p = p. Drzewo semantyczne oznaczmy przez T'.

Niech 6 bedzie Sciezka w T'. Powiemy, ze 6 jest sprzeczna z klauzulg C, jesli
dla kazdego literalu L € C, na 6 wystepuje L. Sciezke nazywamy C-zamknietq,
jesli jest ona sprzeczna z jaka$ klauzula w nasyconym rezolucyjnie zbiorze C.
Wierzchotek N drzewa T' nazywamy wierzchotkiem porazki, gdy Sciezka od ko-
rzenia drzewa T do N jest C-zamknigta.

Chcemy pokazaé, ze korzer drzewa jest wierzchotkiem porazki. Bedzie to
oznaczalo, ze w C znajduje si¢ klauzula pusta, a wigc otrzymamy tezg twierdzenia.

Kazda gataz w T' musi by¢ C-zamknigta, poniewaz w przeciwnym przypadku
istniataby gataz @ w T', ktdra nie bytaby sprzeczna z zadng klauzulg w C, a w ta-
kim przypadku warto§ciowanie zmiennych zdaniowych vy odpowiadajace 6 spet-
niatoby C.

Niech 0 bedzie galgzia w T'. Poniewaz 6 jest C-zamknigta, wigc istnieje klau-
zula C' € C, z ktora 6 jest sprzeczna. Poniewaz C' jest skoficzona, pewien skon-
czony fragment poczatkowy galezi 6 jest sprzeczny z C'. Inaczej méwiac, kazda ga-
taz w T ma skoniczony fragment poczatkowy, ktory jest C-zamknigty, czyli kazda
gataz w T' zawiera wierzchotek porazki.

Niech T bedzie poddrzewem drzewa T, w ktérym opuszczamy wszystkich
potomkéw wierzchotkéw porazki. Chcemy pokazaé, ze T™ sklada si¢ jedynie z
korzenia drzewa 7.
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Przeprowadzamy dowdd nie wprost. Przypusémy zatem, ze T™ jest r6zne od
korzenia drzewa T'.

Drzewo T™* jest skonczonym drzewem dwéjkowym. Na mocy lematu Koniga,
musi zatem by¢ skoficzone. Ma wigc skoiczong liczbg galezi, a zatem istnieje w
nim gataZz M o maksymalnej dtugosci. Z przypuszczenia dowodu nie wprost wy-
nika, ze gataz M zakonczona jest wierzchotkiem, ktéry jest potomkiem jakiego$
wierzchotka. Rozwazmy przypadek, gdy ostatni wierzchotek M jest lewym po-
tomkiem, a wigc gdy M ma postaé 6, L, gdzie 6 jest Sciezka od korzenia drzewa T’
do przodka wierzchotka L (przypadek prawego potomka rozpatruje si¢ podobnie).

Zauwazmy, ze na mocy konstrukcji drzewa T*: L jest wierzchotkiem porazki,
Sciezka 6, L jest C-zamknieta, a Sciezka 0 nie jest C-zamknigta.

Niech R bedzie prawym wierzchotkiem, z ktérym L ma wspdlnego bezpo-
Sredniego przodka. Wtedy R takze jest wierzchotkiem porazki, gdyz w przeciw-
nym razie najkrétsza C-zamknigta Sciezka zaczynajaca si¢ od 6, R bytaby dluzsza
od 0, L, co przeczytoby temu, ze 0, L jest §ciezka o maksymalnej dtugosci w T™.
Poniewaz 6 nie jest C-zamknigta, wigc ¢, R musi by¢ gatezia w T,

Niech literatem na wierzchotku L bedzie zmienna p. Wtedy literalem na wierz-
chotku R jest —p. Obie gatezie: 0, L oraz 6, R sa C-zamknigte, a wigc sa sprzeczne
z pewna klauzula w C. Niech np. 8, L bedzie sprzeczna z C7,, za$ 6, R bedzie
sprzeczna z C'r. Wtedy —p musi wystgpowaé w C,, bo gdyby tak nie byto, to juz
Sciezka 6 bylaby sprzeczna z C'p, pamigtamy jednak, ze 6 nie jest C-zamknigta.
Podobnie, p musi wystgpowaé w C'r. Niech teraz C bedzie rezolwenta klauzul Cf,
oraz Cr. Wtedy 0 jest sprzeczna z C. Z zatozenia, ze C jest rezolucyjnie nasy-
cony otrzymujemy: C' € C, a to oznacza, ze 8 jest C-zamknigta. Przypuszczenie
dowodu nie wprost musimy zatem odrzucié, a w konsekwencji, drzewo T jest
identyczne z korzeniem drzewa T'. To z kolei oznacza, ze korzen drzewa 1" jest
wierzchotkiem porazki, czyli C zawiera klauzulg pusta.
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