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Wprowadzenie

Pokazujemy wybrane fragmenty ttumaczenia ksigzki Raymonda Smullyana
To Mock a Mockingbird, ktére ukaze sie w 2007 roku naktadem Ksigzki i
Wiedzy, pod tytutem Przedrzeznia¢ Przedrzezniacza.

Obok zagadek o Rycerzach (méwiacych zawsze prawde) oraz totrach
(méwiacych zawsze fatsz), ksiazka zawiera zagadki logiczne, w ktérych w
formie popularnej przedstawia sie logike kombinatoryczna.

Zaréwno logika kombinatoryczna, jak i rachunek lambda nalezg do
niezbednika teoretycznego kazdego, kto zajmuje sie zastosowaniami logiki
w informatyce. Tak wiec, nie dowiedza sie Pafistwo niczego, co nie bytoby
Wam weczesniej znane. Prosze traktowac niniejszg prezentacje jako
rozrywke. Chciatbym przede wszystkim zwréci¢ uwage na mistrzostwo
Smullyana w popularyzowaniu wiedzy logiczne;j.
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Wprowadzenie

TO-MIOCK'A

AMD OTHEIR LOOIC PULELES

To Mock a Mockingbird Raymond Smullyan
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Spis treéci ,,To Mock a Mockingbird”

Przedrzezniacz — The Mockingbird — Mimus Polyglottos

Mimus polyglottos

[m] = = =
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Plan odczytu: ]

O historii logiki kombinatorycznej;

Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw;
Kilka waznych Ptakéw;

Przyktad: paradoks Curry'ego;

Ptak Godla;

Dodatek: spiewy Ptakéw.

e 6 6 6 o o

W prezentacji wykorzystujemy, obok fotografii i nagran wtasnych, réwniez
materiaty dostepne powszechnie w sieci.
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatorycznej: kilka tekstéw klasycznych

e Church, A. 1941. Calculi of Lambda-conversion. (Annals of
Mathematical Studies 6), Princeton University Press, Princeton.

@ Curry, H.B. 1930. Grundlagen der kombinatorischen Logik. American
Journal of Mathematics 52, 509-536, 789-834.

@ Curry, H.B., Feys, R. 1958. Combinatory Logic, Vol. 1.
North-Holland, Amsterdam. Klasyczna monografia z logiki
kombinatoryczne;.

@ Schonfinkel, M. 1924. Uber die Bausteine der mathematischen Logik.
Mathematische Annalen 92, 305-316. Pierwsza praca o logice
kombinatorycznej. Przektad angielski (On the building blocks of
mathematical logic) w: van Heijenoort, J. (ed.) 1967. From Frege to
Gédel: A Source Book in Mathematical Logic. Harvard University
Press, Cambridge, 355-366. Przektad francuski (Sur les éléments de
construction de la logique mathématique), z komentarzem, w: Math.
Inform. Sci. Humaines No. 112, 1990, 5-26, 59.
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O historii logiki kombinatoryczne;

Alonzo Church Haskell Brooks Curry
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatoryczne;

Martin Hugo L&b Stephen Cole Kleene
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O historii logiki kombinatoryczne;

Kilka stéw o historii.

@ Moses Schonfinkel.

@ Alonzo Church.

o Haskell Curry.

@ Stephen Cole Kleene.

e John Barkley Rosser.

e Henk Barendregt.

@ Rachunek lambda. Rachunki typéw.

@ Zastosowania (m.in., informatyczne).
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatoryczne;

Kilka nowszych opracowan:

o Barendregt, H.P. 1981. The Lambda Calculus. North-Holland,
Amsterdam. [1984 (rev. ed.)].

o Hindley, J.R., Lercher, B., Seldin, J.P. 1972. Introduction to
Combinatory Logic. Cambridge University Press, London.

e Hindley, J.R., Seldin, J.P. 1986. Introduction to Combinators and
A-Calculus. Cambridge University Press, Cambridge.

@ Révész, G.E.1988. Lambda-Calculus, Combinators and Functional
Programming. Cambridge University Press, Cambridge.

W sieci dostepne s3 dos¢ liczne nowsze opracowania. W szczegélnosci,
znalez¢é mozna programy wyprowadzajace jedne kombinatory z innych.
Moze warto doda¢, ze stworzenie niektérych z tych programéw byto
bezposrednio inspirowane ksigzka To Mock a Mockingbird.
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O historii logiki kombinatoryczne;

Moses Schonfinkel Henk Barendregt
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O historii logiki kombinatorycznej

O historii logiki kombinatoryczne;

Nowsze opracowania dotyczace historii logiki kombinatorycznej: ]

o Cardone, F., Hindley, J.R. 2006. History of lambda-calculus and
combinatory logic. Handbook of the History of Logic vol. 5. [Nie
miatem dostepu do tego tekstu.]

@ Seldin, J.P. 2006. The Logic of Curry and Church. Handbook of the
History of Logic vol. 5. [Korzystatem z tekstu dostepnego w sieci.]
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Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

Pewien czarujacy las jest zamieszkany przez gadajace ptaki. Dla dowolnych
ptakéw A oraz B, jesli wypowiesz nazwe ptaka B do ptaka A, to A
odpowie, wypowiadajac do ciebie nazwe jakiego$ ptaka; bedziemy ptaka z
tej odpowiedzi oznacza¢ AB. Zamiast stale uzywa¢ dziwacznego zwrotu:
~odpowiedz A na ustyszenie nazwy B” bedziemy méwié krétko ,odpowiedz
Ana B".

Nadto, dla dowolnych trzech ptakéw A, B oraz C, ptak A(BC)
niekoniecznie jest tym samym ptakiem, co ptak (AB)C. Ptak A(BC) jest
odpowiedziag A na ptaka BC, podczas gdy ptak (AB)C jest odpowiedzia
ptaka AB na ptaka C.

Ztozenie. Dla dowolnych ptakéw A, B oraz C (niekoniecznie r6znych)
méwimy, ze ptak C sktada A z B, jesli dla kazdego ptaka x zachodzi
nastepujacy warunek: Cx = A(Bx).

Proza, oznacza to, ze odpowiedZ C na x jest taka sama, jak odpowiedz A
na odpowiedz B na x.
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Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

Przedrzezniacze. Przez przedrzezniacza rozumiemy ptaka M takiego, ze
dla dowolnego ptaka x zachodzi nastepujacy warunek:

Mx = xx

M jest nazywany przedrzezniaczem z tego prostego powodu, ze jego
odpowiedZ na dowolnego ptaka x jest taka sama, jak odpowiedz ptaka x na
siebie samego — innymi stowy, M nasladuje x jesli chodzi o odpowiedz na
x. Oznacza to, ze jesli wypowiesz x do M lub wypowiesz x do niego
samego, to otrzymasz w kazdym przypadku taka sama odpowiedz.

Moze sie zdarzyé, ze gdy wypowiesz B do A, to A wypowie do ciebie tego
samego ptaka B. Jesli tak jest, to oznacza to, ze A lubi B. Symbolicznie,
to, ze A lubi B znaczy, ze AB = B.

Ptak x jest nazywany egocentrycznym (czasami narcystycznym), jesli lubi
samego siebie, tj. gdy odpowiedZ x na x brzmi x. Symbolicznie, x jest
egocentryczny, gdy xx = x.
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Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

Wiadomo, ze nasz las spetnia nastepujace dwa warunki:

o (i Warunek sktadania. Dla dowolnych dwéch ptakéw A oraz B
(réznych lub nie) istnieje ptak C taki, ze dla dowolnego ptaka x
zachodzi Cx = A(Bx). Innymi stowy, dla dowolnych ptakéw A i B
istnieje ptak C, ktéry sktada A z B.

o (C, Warunek przedrzezniacza. W lesie jest przedrzezniacz M.

Jedna z plotek gtosi, ze kazdy ptak w lesie lubi co najmniej jednego ptaka.
Wedle innej z plotek, istnieje co najmniej jeden ptak, ktéry nie lubi zadnego
ptaka.

Jest interesujace, ze mozna ustali¢, ktéra z tych plotek jest wiarygodna
postugujac sie wytacznie warunkami C; oraz G;.

Ktéra z plotek jest prawdziwa?

Rozwigzanie, cho¢ niedtugie, jest niezwykle pomystowe. Opiera sie ono na
zasadzie wywodzacej sie w ostatecznym rozrachunku z prac Kurta Gédla.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Ptak Gadla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 18 / 69



Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

Pierwsza pogtoska jest prawdziwa: kazdy ptak A lubi co najmniej jednego
ptaka.
Dowdéd.

Wezmy dowolnego ptaka A.

Wtedy, na mocy warunku (i istnieje ptak C, ktéry sktada A z
przedrzezniaczem M.

Zatem dla dowolnego ptaka x mamy A(Mx) = Cx.

Poniewaz réwnanie to zachodzi dla kazdego ptaka x, wiec mozemy
podstawi¢ C za x otrzymujac réwnanie A(MC) = CC.

Ale MC = CC, poniewaz M jest przedrzezniaczem, a wiec w réwnaniu
A(MC) = CC mozemy podstawi¢ CC za MC otrzymujac w ten sposéb
réwnanie A(CC) = CC.

v

Oznacza to, ze A lubi ptaka CC!

)
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Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

W skrécie, jesli C jest dowolnym ptakiem, ktéry sktada A z M, to A lubi
ptaka CC.

Nadto, A lubi MC, poniewaz MC jest tym samym ptakiem, co CC.
Oznacza to, w szczegdlnosci, ze przedrzezniacz M lubi co najmniej jednego
ptaka E.

Pokazemy, ze E musi byé egocentryczny.

Po pierwsze, ME = E, poniewaz M lubi E.
Ale takze ME = EE, poniewaz M jest przedrzezniaczem.
Tak wiec E oraz EE sj oba identyczne z ptakiem ME, a zatem EE = E.

v

Oznacza to, ze E lubi E, tj. ze E jest egocentryczny. ]

Jerzy Pogonowski (MEQG) Ptak Gadla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 20 / 69



Kto jest kim wsréd Ptakow

Bluebird Drozd Bxyz = x(yz)
Cardinal Kardynat Cxyz = xzy
Dove Gotab Dxyzw = xy(zw)
Eagle Orzet Exyzwv = xy(zwv)
Finch Zieba Fxyz = zyx
Goldfinch Szczygiet Gxyzw = xw(yz)
Hummingbird  Koliber Hxyz = xyzy
Identity bird  Ptak identycznosciowy Ix = x

Jay Séjka Ixyzw = xy(xwz)
Kestrel Pustutka Kxy = x
Lark Skowronek Lxy = x(yy)
Mockingbird  Przedrzezniacz Mx = xx
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Kto jest kim wsréd Ptakow

Owl Sowa Oxy = y(xy)
Queer bird Dziwoptak Qxyz = y(xz)
Quixotic bird Donkiszotéwka Qixyz = x(zy)
Quirky bird Dziwolagwa Q3xyz = z(xy)
Robin Rudzik Rxyz = yzx
Sage bird Ptak Medrzec ©x = x(Ox)
Starling Szpak Sxyz = xz(yz)
Thrush Drozdon Txy = yx
Turing bird Ptak Turinga Uxy = y(xxy)
Vireo Wireonek Vxyz = zxy
Warbler Gajéwka Wxy = xyy
Converse warbler  Gajéwka odwrotna ~ W'xy = yxx
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Kto jest kim wsréd Ptakow

Ptaki ogwiazdkowane

Kardynat jednokrotnie usuniety C*xyzw = xywz
Kardynat dwukrotnie usuniety ~ C**xyzwv = xyzvw
Gajéwka jednokrotnie usunieta W*xyz = xyzz
Gajoéwka dwukrotnie usunieta W**xyzw = xyzww

Smullyan omawia jeszcze wiele innych Ptakéw. Pokazuje, jak jedne
kombinatory moga by¢ definiowane w terminach innych.

Jak (obecnie) wiadomo, wszystkie kombinatory moga zosta¢ wyprowadzone
z K oraz S. Dla przyktadu: ((SKK)x) = (SKKx) = (Kx(Kx)) = x, czyli

Ix = SKKx dla dowolnych x. (To ekstensjonalna réwnos¢ terméw).
Smullyan jednak wczesniej pokazuje inne wyprowadzenia, przygotowujac
czytelnika do wizyty w Lesie Mistrzéw (rozdziat 18), gdzie objasnia ogdlne
zasady wyprowadzania wszystkich kombinatoréw z S oraz K.

Oto niektére przyktady (tylko wyniki):
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Niektére wyprowadzenia

Wyprowadzenia z B oraz T ]
Drozd Bxyz = x(yz) BBT
Kardynat Cxyz = xzy B(T(BBT))(BBT)
Zieba Fxyz = zyx B(TT)(B(BBB)T)
Wireonek Vxyz = zxy BCT
Dziwoptak Qxyz = y(xz) CB

Donkiszotéwka  Qixyz = x(zy) BCB
Dziwolagwa Qsxyz = z(xy) BT
Szczygiet Gxyzw = xw(yz) BBC

W tekscie pokazuje sie, ze C = B(T(BBT))(BBT).
Nadto, C = RRR oraz F = ETTET i V = CF.
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Niektére wyprowadzenia

Wyprowadzenie z B, T oraz M ]

Podwdjny przedrzezniacz Maxy = xy(xy) BM

Skowronek Lxy = x(yy) QM

Gajowka Wxy = xyy C(BMR)
Gajéwka odwrotna W'xy = yxx BMR

Koliber Hxyz = xyzy BW(BC)
Szpak Sxyz = xz(yz) B(BW)(BBC)
Sowa Oxy = y(xy) QAW

Ptak Turinga Uxy = y(xxy) LO

W tekscie pokazuje sie, ze R = BBT. Nadto, @ = CB, W/ = CWS,
S=BW*G, O =BWQ, O0=S5I, U=L(S]).
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Niektdore wtasnosci Ptakow

Oprécz wyprowadzen jednych Ptakéw z innych, Smullyan podaje w swoich
zagadkach pewne ogélne zasady, obowigzujace w rachunku kombinatoréw.
Dla przyktadu:

@ pokazuje sie, co ,robig” poszczegélne Ptaki: permutowanie,
nawiasowanie, sktadanie, lubienie (punkty state);

@ pokazuje sie r6zne bazy — uktady kombinatoréw, z ktérych
wyprowadzi¢ mozna wszystkie pozostate;

@ rozwaza sie tworzenie réznego rodzaju reduktéw kombinatordw;

@ pokazuje sie specjalng role, petniong przez Ptaki medrcéw; ogdliniej:
pokazuje sie role zasady punktu statego; itd.
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Zasada punktu statego

Aby sformutowaé zasade punktu statego w jej najbardziej ogélnej postaci,
przypusémy, ze bierzemy dowolng liczbe zmiennych x,y, z, ... i piszemy
dowolne réwnanie postaci:

Axyz...=(——-)

gdzie (— — —) jest dowolnym wyrazeniem zbudowanym z tych zmiennych
oraz litery A.

Zasada punktu statego méwi, ze takie réwnanie zawsze mozna rozwigzac
wzgledem A — innymi stowy, istnieje ptak A taki, ze dla dowolnych ptakéw
X,¥,z,...jest prawda, ze:

Axyz...=(——-).

Smullyan podaje dwie metody uzasadnienia zasady punktu statego.
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Zasada punktu statego

Dla przyktadu, istnienie Ptaka medrca jest tylko szczegélnym przypadkiem
zasady punktu statego — przypadkiem, gdzie (— — —) jest wyrazeniem
x(Ax).
Z zasady punktu statego, istnieje wtedy Ptak A taki, ze dla kazdego Ptaka
X:

Ax = x(Ax).

Taki Ptak A jest Ptakiem medrcem.

Szczegblnym przypadkiem zasady punktu statego jest takze to, ze kazdy
Ptak lubi co najmniej jednego Ptaka (jak widzielismy przed chwilg).

Z zasady punktu statego bedziemy korzysta¢ kilkakrotnie nieco p6znie;j. ]
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Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Na poczatku lesni bogowie stworzyli las z dwoma jedynie Ptakami —
szpakiem S oraz pustutka K.
W lesie byli juz ludzie.

Nowe Ptaki stale powotywane byty do istnienia w nastepujacy sposéb.
Cztowiek wyspiewywat imie pewnego istniejacego juz Ptaka y do
istniejacego Ptaka x; wtedy x odpowiadat wyspiewujac imie istniejacego
juz badz jeszcze nieistniejacego Ptaka, ale cudowne w tym byto to, ze gdy
x nazywat nieistniejacego Ptaka, to Ptak taki zaczynat istnie¢!

Tak generowane byty stale nowe Ptaki.

Bogowie lasu postapili madrze rozpoczynajac od szpaka i pustutki,
poniewaz z tych dwéch Ptakéw mozna wygenerowaé wszystkie ptaki
kombinatoryczne.
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Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Oczywiscie, to tylko legenda, ale dostarcza strawy duchowe;j.

Niektérzy historycy ornitologii faczyli ja z historig Adama i Ewy, cho¢ to,
ktérym z Ptakéw S i K byt Adam, a ktérym Ewa, bywato przedmiotem
ostrych kontrowers;ji.

Historycy mezczyzni chcieli widzie¢ w S Adama, ale wiele kobiet historykéw
uwazato to za meski szowinizm.

Potrzeba dalszych badan, aby dokona¢ ostatecznych rozstrzygnie¢ w tej
materil.

Starozytni historycy chifiscy mysla o S jako o yang, o K jako o yin, a o ich
potaczeniu jako o wszechogarniajacym Tao.

Legenda w pewnym stopniu jakos polega na prawdzie, poniewaz istotnie
wszystkie Ptaki kombinatoryczne s3 wyprowadzalne wtasnie jedynie z
dwéch Ptakéw S oraz K.

v
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Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Woyrazenia budowane s3 z liter S, K, | oraz zmiennych x,y,z, w, v i by¢
moze dalszych, w razie potrzeby. Niech o oznacza dowolng ze zmiennych.
Dla dowolnego wyrazenia X, nazwijmy wyrazenie Xj a-reduktem X, jesli
zachodza nastepujace dwa warunki:

@ Zmienna « nie wystepuje w Xj.
@ Relacja Xya = X musi zachodzi¢.

Nie oznacza to, ze Xi« koniecznie jest wyrazeniem X, ale tylko to, ze
réwnanie Xja = X jest wyprowadzalne z warunkéw definiujacych S oraz K.
Dla przyktadu, ,KKa" oraz ,,K" s3 réznymi wyrazeniami, ale relacja

KKa = K zachodzi, na mocy warunku definiujacego pustutke —
mianowicie dla dowolnych x oraz y, Kxy = x.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Ptak Gadla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 31 /69



Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Dla danego wyrazenia X oraz zmiennej o, w jaki sposéb znajdujemy
a-redukt X7 Mozna to zawsze uczyni¢ poprzez skonczong liczbe
zastosowan nastepujacych czterech zasad:

Zasada 1. Jesli X sktada sie jedynie ze zmiennej o wystepujacej samotnie,
to / jest a-reduktem X.

W innym sformutowaniu, / jest a-reduktem a.
Powdd: Zmienna « nie jest oczywiscie czeScig wyrazenia | oraz la = «
zachodzi. Zatem [ spetnia oba warunki dla bycia a-reduktem a.
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Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Zasada 2. Jesli X jest wyrazeniem, w ktérym zmienna « nie wystepuje, to
KX jest a-reduktem X.

Powdd jest oczywisty: poniewaz « nie wystepuje w X, wiec nie wystepuje
w KX, a relacja KXa = X zachodzi.

Zasada 3. Jesli X jest wyrazeniem ztozonym Ya i « nie wystepuje w Y,
to samo Y jest a-reduktem X.

W innym sformutowaniu, jesli « nie wystepuje w Y, to Y jest a-reduktem
Y a. Powody s3 oczywiste.

Dla przyktadu, yz jest x-reduktem yzx, poniewaz x nie wystepuje w yz oraz
yz jest wyrazeniem E takim, ze Ex = yzx. Takze Kyl jest x-reduktem
Klyx, ale Kly nie jest y-reduktem Klyx!
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Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Zasada 4. Przypusémy, ze X jest wyrazeniem ztozonym YZ i ze Y; jest
a-reduktem Y, a Z; jest a-reduktem Z. Witedy wyrazenie SY1Z; jest
a-reduktem X.

Powdd: Relacje Yia = Y oraz Zyao = Z obie zachodza, z zatozenia, i
relacja SY1Z1a0 = Yia(Z1a) zachodzi, a stad zachodzi relacja

SY1Zia = YZ = X. Nadto « nie wystepuje aniw Y aniw /3 — z
zatozenia, ze Yj oraz Z; sa odpowiednio a-reduktami Y oraz Z — stad «
nie wystepuje w SY17Z;. Zatem SY;Z; jest wyrazeniem Xi, w ktérym «a nie
wystepuje i ktére ma te wiasnos¢, ze relacja X;ao = X musi zachodzié.

Zauwazmy, ze Zasada 4 redukuje problem znajdowania a-reduktu
wyrazenia ztozonego YZ do problemu znalezienia a-reduktéw krétszych
wyrazen Y oraz Z. Aby znalez¢ jeden z nich badz oba, moze by¢ znowu
potrzebna Zasada 4, a moze znéw i znéw, ale poniewaz rozwazane
wyrazenia s3 coraz krétsze, wiec proces ten musi sie zakonczyc.
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Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Rozwazmy pewne przyktady. Przypusémy, ze chcemy znalez¢ x-redukt
wyrazenia yx(xy). W notacji nieskréconej jest to (yx)(xy).

Widzimy, ze Zasada 4 jest jedyna, ktéra mozna bezposrednio zastosowac, a
wiec musimy najpierw znalez¢ x-redukt yx oraz x-redukt xy.

Na mocy Zasady 3, y jest x-reduktem yx. Jesli chodzi o xy, to musimy
znowu skorzysta¢ z Zasady 4: poniewaz | jest x-reduktem x oraz Ky jest
x-reduktem y, wiec, na mocy Zasady 4, SI(Ky) jest x-reduktem xy.

A wiec y jest x-reduktem yx, a SI(Ky) jest x-reduktem xy; zatem, na
mocy Zasady 4, Sy(S/(Ky))) jest x-reduktem yx(xy). Mozna sprawdzi¢, ze
Sy (SI(Ky))x = yx(xy).

v
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Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Z drugiej strony, przypus¢my, ze chcielibysmy znalez¢ y-redukt (yx)(xy).
Musimy najpierw znalez¢ y-redukt yx oraz y-redukt xy. Jesli chodzi o
pierwszy z nich, to poniewaz / jest y-reduktem y oraz Kx jest y-reduktem
x, wiec SI(Kx) jest y-reduktem yx. Jesli chodzi o drugi z nich, to x jest
y-reduktem xy. A wiec S/(Kx) jest y-reduktem yx oraz x jest y-reduktem
xy, a stad, na mocy Zasady 4, S(S/(Kx))x jest y-reduktem yx(xy). tatwo
sprawdzi¢, ze relacja S(S/(Kx))xy = yx(xy) musi zachodzic.

Gdy wiemy teraz, jak znalez¢ a-redukt X, dla dowolnej zmiennej v i
dowolnego wyrazenia X, to mozemy z S, K oraz | wyprowadzi¢ dowolny
kombinator potrzebny do wykonania dowolnego wymaganego dziatania.
Jesli X ma tylko jedna zmienng — powiedzmy x — i zyczymy sobie znalez¢
kombinator A taki, ze zachodzi relacja Ax = X, to za A bierzemy dowolny
x-redukt X.
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Whtasnosci Ptakéw

Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

Przypusémy, ze mamy wyrazenie X z dwiema zmiennymi — powiedzmy x
oraz y — i szukamy kombinatora A takiego, ze zachodzi Axy = X.

Najpierw znajdujemy y-redukt X — nazwijmy go X; — a nastepnie
znajdujemy x-redukt X; — nazwijmy go X5, a wtedy X jest
kombinatorem, ktérego szukamy.

Dla przyktadu, przypusémy, ze potrzebujemy kombinatora A takiego, ze dla
dowolnych x oraz y, Axy = yx(xy). Znalezlismy juz y-redukt yx(xy) — a
mianowicie S(S/(Kx))x. Musimy teraz znalez¢ x-redukt S(S/(Kx))x.
Mozemy zorganizowa¢ prace nastepujaco:
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Whtasnosci Ptakéw

QO 1. K(SI) jest x-reduktem SI.

@ 2. K jest x-reduktem Kx.

@ 3. Zatem S(S/)K jest x-reduktem S/(KXx).

Q 4. KS jest x-reduktem S.

© 5. Stad, zgodnie z krokami 4 i 3 oraz Zasada 4,

S(S(KS)(S(SNK))!

jest x-reduktem S(S/(Kx))x.
O 6. [ jest x-reduktem x
@ 7. Zatem, zgodnie z krokami 5 i 6 oraz Zasada 4,

S(S(KS)(S(SNK))!

jest x-reduktem S(S/(Kx))x i jest kombinatorem A dziatajacym tak
jak sobie zyczylismy: Axy = yx(xy).
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Przyktady wyprowadzen z bazy S, K

W skrécie, jesli X jest wyrazeniem o doktadnie dwéch zmiennych x oraz y,
to kombinator, ktéry nadaje sie dla X — przez co rozumiemy, ze relacja
Axy = X zachodzi — jest odnajdywany przez wyszukanie x-reduktu dla
y-reduktu dla X — takie wyrazenie nazywamy x — y-reduktem X.

Jesli X zawiera trzy zmienne x, y oraz z, to znajdujemy A przez
odszukanie x-reduktu dla y-reduktu dla z-reduktu X — takie wyrazenie
nazywamy x — y — z-reduktem X.

Opisana wyzej redukcje mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej skoficzone;j
liczby zmiennych.
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Ptaki logiczne

Propozycja Barendregta.

Wartosci logiczne (Ptaki zdaniowe):

o t (Prawda) — Pustutka K
o f (Fatsz) — Ptak KI.

Wtedy txy = Kxy = x oraz fxy = Kixy = ly = y. Ptaka x nazywamy
zdaniowym, jesli x = t lub x = f. (Ekstensjonalna réwnos¢ terméw.)

Jesli p, g oraz r s Ptakami zdaniowymi, to mamy np.:
pgr = (p&q) V (—p&r) lub, co jest tym samym,
par = (p — q)&(—=p — r).
Odczytac to mozna jako: ‘jedli p, to g; w przeciwnym razie r.
Doktadniej, mozna zdefiniowaé kombinatory odpowiadajace funktorom
prawdziwosciowym.
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Ptaki logiczne

Funktory prawdziwosciowe jako kombinatory. ]

e Ptak negacji. Nx = xft. Za N mozna wzia¢ Vft, gdzie V jest
wireonkiem. Vxyz = zxy.

o Ptak koniunkgji. cxy = xyf. Za ¢ mozna wzig¢ Rf, gdzie R jest
rudzikiem. Rxyz = yzx.

o Ptak alternatywy. dxy = xty. Za d mozna wzia¢ Tt, gdzie T jest
drozdonem. Txy = yx.

o Ptak implikacji. ixy = xyt. Za i mozna wzig¢ Rt, gdzie R jest
rudzikiem.

e Ptak réwnowaznosci. exy = xy(Ny). Za e mozna wzia¢ CSN, gdzie C

jest kardynatem, S jest szpakiem, a N jest Ptakiem negacji.
Sxyz = xz(yz), Cxyz = xzy.

v
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Ptaki biegte w arytmetyce

Liczebniki i operacja nastepnika.

Niech o bedzie Ptakiem Vf (tj. Ptakiem V/(KI)). Nazwijmy o Ptakiem
nastepnika. Dla kazdej liczby naturalnej n okreslimy Ptaka n,
reprezentujacego te liczbe.

Za 0 bierzemy Ptaka identycznoéciowego /. Za 1 bierzemy Ptaka 00; za 2
bierzemy o1; za 3 bierzemy 02 i tak dalej.

Stad 0 = /; 1 = 00; 2 = 0(00); 3 = o(c(00)) i tak dalej.

Tak wiec, 0 = I; 1 = Vfl; 2 = VF(VAI); 3 = VF(VF(VA)) i tak dalej.

Ptak Z (wykrywacz zera) okredlony jest jako Tt. Wtedy:
Z0=Ttl = It =t oraz Znt = Ttnt = nTt = Vfit = tfn = f.

Ptak P (poprzednika) okreslony jest jako Tf. Wtedy dla dowolnej liczby n,
Pnt = Tfnt = ntf = Vfaf = ffa = n.
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Ptaki biegte w arytmetyce

Dodawanie @.
Operacja dodawania jest jednoznacznie okre$lona poprzez nastepujace dwa
warunki, dla dowolnych liczb n oraz m:

Q@ n+0=n
Q@ n+m" =(n+ m)". To jest, n plus nastepnik m jest nastepnikiem
n—+m.
Szukamy zatem Ptaka A takiego, ze dla wszystkich n oraz m:
QO Ar0=n
@ Ainm™ = o(Anm) lub, co jest tym samym, dla dowolnego dodatniego
m, Anm = o(An(Pm)).

Tak wiec A musi spetnia¢ warunek, ze dla dowolnych n oraz m, bedacych 0
lub dodatnich, Anm = Zmn(o(An(Pm))). Taki Ptak A istnieje na mocy
zasady punktu statego, a wiec za @ bierzemy dowolnego takiego Ptaka.
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Ptaki biegte w arytmetyce

Mnozenie ®.
Zauwazmy, ze mnozenie jest jedyna operacja spetniajaca nastepujace dwa
warunki:

O Dla dowolnej liczby n, n-0 = 0.

@ Dla dowolnych liczb noraz m, n- m* = (n-m) + n.

Chcemy zatem mie¢ Ptaka A takiego, ze dla kazdych n oraz m,

Anm = (Zm)0((®)(A(n(Pm))n)).

Znowu, taki Ptak A moze zosta¢ odnaleziony na mocy zasady punktu
statego i bierzemy za ® takiego Ptaka.
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Ptaki biegte w arytmetyce

Potegowanie ©.
Operacja potegowania spetnia nastepujace dobrze znane prawa:

Q0 =1

N
Q@ nm =n".n.

Szukamy zatem Ptaka © takiego, ze dla wszystkich n, ®7i0 = 1, oraz dla
kazdej dodatniej liczby m, ©nam* = @(©nm)n.

Réwnowaznie, szukamy Ptaka © takiego, ze dla wszystkich n oraz m,
Ormt = Zml(®(hm)h).

Znowu, taki Ptak ® moze zosta¢ odnaleziony na mocy zasady punktu
statego.

v
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Ptaki biegte w arytmetyce

Smullyan pokazuje, jak wyglada znana procedura arytmetyzacji sktadni w
terminach kombinatoréw.

Mamy wtedy mozliwos¢ wystowienia znanych twierdzen metalogicznych w
aparaturze pojeciowej rachunku kombinatoréw.

W szczegdlnosci, przedstawiony jest dowdd, iz nie istnieje Ptak Idealny, tj.
nie istnieje efektywna procedura rozstrzygania, czy zachodzi ekstensjonalna
réownos$¢ terméw Xj oraz Xz, dla dowolnych terméw X, X» jezyka logiki
kombinatorycznej.

Ze wzgledu na spora liczbe poje¢ pomocniczych potrzebnych do omdwienia
tych zagadnien, nie mozemy dowodu tego pokaza¢ w tej prezentacji.
Zapraszamy do lektury ksigzki!
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Dygresja: kombinatory a rachunek lambda

Kombinatory a rachunek lambda

Smullyan nie pokazuje w swoim tekscie zwigzkéw miedzy rachunkiem
kombinatoréw a rachunkiem lambda, jak sadze, z powodéw dydaktycznych.

Przypomnijmy, ze mamy transformacje miedzy tymi rachunkami,
pozwalajace przektada¢ wyrazenia jednego z nich na drugi.

Przektad KL kombinatoréw na A-termy:

e KLIK] = Ax.Ay.x
o KL[S] = Ax.\y.Az.(xz(yz))
o KL(K:Ka)] = (KLIKiIKL[Ka]).

Dla innych kombinatoréw ten przektad jest réwnie oczywisty; np.:
KL[I] = Ax.x, KL[C] = Ax.\y.Az.(xzy), KL[B] = Ax.\y.Az.(x(yz)).
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Kombinatory a rachunek lambda

Przektad LK A\-terméw na kombinatory: ]

o LK[v]=v

LK[(hLk)] = (LK[Lh]LK[LhK])

LK[Ax.[] = (K LK]I]) (jesli x nie jest wolna w /)
LK[Ax.x] =1

LK[Ax.Ay.I] = LK[Ax.LK[Ay.1]] (jesli x jest wolna w /)
LK[Ax.(hk)] = (S LK[Ax.h]LK[Ax.h]).

Uwaga. Przektad KL nie jest odwrotnoscig przektadu LK. )
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Przyktad: paradoks Curry'ego

W tym lesie” méwit Byrd [Ptasi socjolog w Lesie Curry’'ego] ,pewne Ptaki
$piewaja w pewne dni. Moim celem byto ustalenie, ktére Ptaki w jakich
dniach $piewaja.

,C6z, mamy tu bardzo szczegdlnego Ptaka P. Nie znam jego gatunku, ale
to niewazne. Waznga za$ rzecza jest to, ze dla dowolnych Ptakéw x oraz y,
r6znych badz nie, zachodza nastepujace prawa:

@ Prawo 1. Jesli y $piewa danego dnia, to Pxy $piewa tegoz dnia.
@ Prawo 2. Jedli x nie $piewa danego dnia, to Pxy $piewa tego dnia.

@ Prawo 3. Jedli ptak x oraz Ptak Pxy oba $piewaja danego dnia, to y
$piewa tego dnia.

@ Prawo 4. Dla kazdego Ptaka x istnieje Ptak y taki, ze y $piewa w te i
doktadnie w te dni, gdy $piewa Pyx."

v

W Lesie Curry’ego wszystkie Ptaki $piewaja we wszystkie dni. ]
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Przyktad: paradoks Curry'ego

Dowdéd.

Zauwazmy najpierw, ze z pierwszych dwéch praw Byrda wynika, iz jesli y
$piewa we wszystkie dni, w ktérych $piewa x, to Ptak Pxy musi $piewaé we
wszystkie dni.

Powdéd: Przypusémy, ze y Spiewa we wszystkie dni, w ktérych $piewa x.
Rozwazmy teraz dowolny dzien. Albo x $piewa tego dnia, albo nie.

Jesli x nie $piewa, to Pxy $piewa, na mocy drugiego prawa Byrda.
Przypusémy teraz, ze x $piewa tego dnia.

Wtedy y takze $piewa tego dnia (bo zatozono, ze y Spiewa kazdego dnia,
ktérego x $piewa), a stad Pxy musi $piewac tego dnia, na mocy pierwszego
prawa Byrda.

Dowodzi to, ze niezaleznie od tego, czy x $piewa, czy nie $piewa danego
dnia, Ptak Pxy tego dnia $piewa. Stad Pxy $piewa kazdego dnia.
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Przyktad: paradoks Curry'ego

Pokazemy teraz, ze dla dowolnego danego Ptaka x, $piewa on kazdego
dnia.

Na mocy Prawa 4 istnieje Ptak y ktéry spiewa w te i doktadnie w te dni,
gdy $piewa Pyx.

Rozwazmy teraz dowolny dzien, w ktérym y $piewa.

Pyx takze $piewa tego dnia, na mocy Prawa 4, a poniewaz y $piewa tego
dnia, wiec x $piewa tego dnia, na mocy Prawa 3.

Dowodzi to, ze x $piewa we wszystkie dni, w ktérych y $piewa, a stad Pyx
$piewa kazdego dnia, na mocy rozumowania z poprzedniego paragrafu.
Wtedy, poniewaz y $piewa w te same dni, co Pyx, wiec ptak y $piewa we
wszystkie dni.

Zatem, dowolnego zupetnie dnia, Ptaki y oraz Pyx oba $piewaja, a stad x
tez tego dnia $piewa, na mocy Prawa 3.

Dowodzi to, ze x Spiewa kazdego dnia.
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Przyktad: paradoks Curry'ego

@ Przypusémy, ze mamy do dyspozycji pierwsze trzy prawa Byrda, ale
zamiast prawa czwartego mamy informacje, ze w lesie jest skowronek.
Czy wtedy wynika stad, ze wszystkie Ptaki $piewaja we wszystkie dni?

@ Przypusémy, ze w miejsce informacji o skowronku podano nam
informacje, ze w lesie jest kardynat; czy wynikatoby stad, ze wszystkie
Ptaki spiewaja kazdego dnia?

@ Przypusémy, ze wiemy o obecnosci obu: skowronka oraz kardynata;
czy wynika stad, ze wszystkie Ptaki $piewaja kazdego dnia?

Gdybysmy mieli do dyspozycji jedynie samego L lub jedynie samego C, to
nie wida¢ sposobu, aby udowodni¢, ze wszystkie ptaki $piewaja kazdego
dnia, jednak gdy mamy jednoczesnie oba C oraz L, to mozemy
wyprowadzi¢ Prawo 4 w sposéb nastepujacy.
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Przyktad: paradoks Curry'ego

Poniewaz obecny jest skowronek L, wiec kazdy Ptak lubi co najmniej
jednego Ptaka; [Smullyan podaje dowdd, ze x lubi Lx(Lx) w jednym z
wczesniejszych rozdziatéw].

Wezmy teraz dowolnego Ptaka x.
Wtedy ptak CPx lubi pewnego Ptaka y, co oznacza, ze CPxy = y, a stad
y = CPxy.

Ale takze CPxy = Pyx, a zatem y = Pyx. J

Wtedy oczywiscie y Spiewa w doktadnie te same dni, co Pyx, poniewaz y
jest Ptakiem Pyx! }

Zatem Prawo 4 zachodzi. )
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Przyktad: paradoks Curry'ego

Znowu przypuscmy, ze dysponujemy pierwszymi trzema prawami Byrda, ale
nie czwartym.

v

Czy potrafisz znalez¢ pojedynczego ptaka kombinatorycznego, ktérego
obecnos¢ implikowataby, ze kazdego dnia $piewaja wszystkie ptaki?

Przypusémy, ze zamiast obecnosci obu C oraz L mamy obecnego Ptaka A
spetniajacego warunek Axyz = x(zz)y.

Wstedy dla dowolnych ptakéw x oraz y, APxy = P(yy)x. ]

Stad APx(APx) = P(APx(APx))x, a wiec y = Pyx, gdzie y jest ptakiem
APx(APx). J
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Przyktad: paradoks Curry'ego

Przypusémy, ze zamiast méwi¢ o ptakach, méwimy o zdaniach.
Przypus¢my tez, ze zamiast méwi¢, ze ptak $piewa lub nie spiewa danego
dnia, méwimy, ze zdanie jest prawdziwe lub ze jest fatszywe. Dla
dowolnych zdar x oraz y, niech Pxy bedzie zdaniem méwiacym, ze x jest
fatszywe lub y jest prawdziwe, albo, co jest tym samym, ze jesli x jest
prawdziwe, to takie jest tez y. Pierwsze trzy prawa Byrda odpowiadaja
nastepujacym podstawowym prawom logiki:

@ Prawo 1. Jedli y jest prawdziwe, to Pxy jest prawdziwe.

@ Prawo 2. Jesli x jest fatszywe, to Pxy jest prawdziwe.

@ Prawo 3. Jedli x oraz Pxy sg oba prawdziwe, to takie jest tez y.

Przypusémy teraz, ze dodamy czwarte prawo, ktére odpowiada czwartemu
prawu Byrda:

Prawo 4. Dla kazdego zdania x istnieje zdanie y takie, ze zdanie y oraz
zdanie Pyx s3 albo oba prawdziwe albo oba fatszywe.

Otrzymujemy wtedy paradoks: wszystkie zdania s3, prawdziwe.
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Przyktad: paradoks Curry'ego

Przypusémy, ze rozwazamy teraz dowolna kolekcje bytéw zwanych
obiektami i przypu$émy, ze dysponujemy pewnga operacja, ktéra
zastosowana do obiektu x oraz obiektu y daje pewien obiekt xy. Mamy
wtedy co$, co nazywa sie systemem aplikacyjnym, w ktérym obiekt xy jest
nazywany wynikiem zastosowania (aplikacji) x do y. W systemach
aplikacyjnych w poprzednich rozdziatach naszymi ,obiektami” byty Ptaki, a
za xy braliSmy odpowiedz x na y. Logika kombinatoryczna bada systemy
aplikacyjne o pewnych szczegélnych wtasnosciach, wsréd ktérych jest
istnienie rozmaitych kombinatoréw, z wtgczeniem C, ktérego nazywalismy
kardynatem, oraz L, ktérego nazywalismy skowronkiem. Przypusémy teraz,
ze ,obiekty”, ktére badamy, obejmujg wszystkie zdania, prawdziwe i
fatszywe, jak réwniez inne obiekty, kombinatory. Przypusémy, ze mamy
obiekt P taki, ze dla dowolnych zdari x oraz y obiekt Pxy jest zdaniem
moéwigcym, ze albo x jest fatszywe albo y jest prawdziwe. Jesli x oraz y nie
sg oba zdaniami, to Pxy jest w dalszym ciggu dobrze okreSlonym obiektem
i moze by¢ lub nie by¢ zdaniem, zaleznie od natury x oraz y.
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Przyktad: paradoks Curry'ego

Prawa 1, 2 oraz 3 oczywiscie zachodzg, o ile x oraz y sa zdaniami! Nadto,
zaktadajac, ze obecne s C oraz L, dla dowolnego obiektu x musi istnie¢
obiekt y taki, ze y = Pyx, jak widzieliSmy w rozwigzaniu problemu 2. W
szczegolnosci, dla dowolnego zdania x musi istnie¢ obiekt y taki, ze

y = Pyx, ale ten y nie musi by¢ zdaniem! W istocie, y nie moze by¢
zdaniem, poniewaz gdyby byt, to Pyx takze bytoby zdaniem i to tym
samym zdaniem, co y, co znaczytoby, ze zachodzi Prawo 4 i wpadliby$my
znowu w paradoks Curry’ego. A wiec droga wyjscia z paradoksu polega na
uswiadomieniu sobie, ze cho¢ aksjomaty logiki kombinatorycznej implikuja,
iz istnieje pewien obiekt y taki, ze y = Pyx, to taki y nie moze by¢
zdaniem. Niektére wczesniejsze systemy, ktére probowaty potaczy¢ logike
zdaniowa z logika kombinatoréw byty nieostrozne w tym wzgledzie i
okazaty sie by¢ sprzeczne. Jednak, jak zauwazyt Haskell Curry, paradoksy
te nie powstaty z winy samej logiki kombinatorycznej, byty one wynikiem
niewtfasciwego zastosowania logiki kombinatorycznej do logiki zdaniowe;.

Jerzy Pogonowski (MEQG) Ptak Gadla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 57 / 69



Ptak Godla

W rozdziale 17 ksiazki Smullyana wedrujemy wraz z inspektorem Craigiem
przez Las Godla. Ptasim socjologiem w tym lesie jest niejaki Profesor
Giuseppe Baritoni.

A w tym lesie” objasniat Baritoni ,nie jest dla nas wazne, ktére Ptaki
$piewaja w jakie dni; waznym problemem jest, ktére Ptaki w ogéle potrafig
$piewac! Nie wszystkie Ptaki z tego lasu potrafig Spiewa¢. Mamy mnéstwo
stowikéw, i wszystkie one $piewaja, jak pewnie zdotates zauwazy¢.”

.Czy stowiki s jedynymi ptakami, ktére Spiewaja, czy tez s3 jeszcze inne?”
— zapytat Craig.

Zanim poznamy odpowiedZ na to pytanie, ustalmy pewne fakty dotyczace
Lasu Godla.
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Ptak Godla

Wszystkie Ptaki s3 zamezne (zonate). Dla dowolnego Ptaka x przez x’
oznaczam wsp6tmatzonka x. Dla dowolnych Ptakéw x oraz y, Ptak x'y
$piewa wtedy i tylko wtedy, gdy xy nie $piewa.

Kazdy Ptak x ma pewnego wyréznionego krewniaka x* nazywanego
towarzyszem x. Ptak x* jest taki, ze dla kazdego ptaka y, Ptak x*y
$piewa wtedy i tylko wtedy, gdy Ptak x(yy) spiewa.

Istnieje szczegblny Ptak N taki, ze kiedy tylko wyspiewasz stowika do N/,
to A odpowie nazywajac Ptaka, ktéry $piewa, ale gdy wyspiewasz do N/
dowolnego Ptaka, ktéry nie jest stowikiem, to N odpowie nazywajac Ptaka,
ktéry nie $piewa. Innymi stowy, Ptak A'x $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy x
jest stowikiem.
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Ptak Godla

Zaktadamy zatem, ze (w tym lesie):

e Warunek 1. Wszystkie stowiki (w tym lesie) $piewaja.

o Warunek 2. x'y épiewa wtedy i tylko wtedy, gdy xy nie $piewa.

e Warunek 3. x*y $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy x(yy) Spiewa.

o Warunek 4. N'x épiewa wtedy i tylko wtedy, gdy x jest stowikiem.
Szukamy Ptaka $piewajacego G, ktéry nie jest stowikiem.
Ptak G zaczat potem by¢ znany jako Ptak Godlowski, poniewaz metoda
Craiga znajdowania go nasladowata metode Gédla znajdowania
prawdziwego zdania, ktére nie jest dowodliwe w pewnym systemie
aksjomatycznym.
Kluczem do tego nasladownictwa jest to, ze Ptaki Spiewajace odpowiadaja
zdaniom prawdziwym, a stowiki odpowiadaja zdaniom dowodliwym. Tak
wiec, Ptak $piewajacy, ktdry nie jest stowikiem odpowiada zdaniu
prawdziwemu, ktére nie jest dowodliwe w rozwazanym systemie
aksjomatycznym.
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Ptak Godla

C: Jesli wiesz jak znalez¢ ptaka x i jak znalez¢ ptaka y, to czy wiesz, jak
znalez¢ ptaka xy?

B: Niekoniecznie; jednakze, jesli wiem jak zlokalizowaé x i znam nazwe y,
to moge znalez¢ ptaka xy; po prostu ide do x i wySpiewuje nazwe y.
Wtedy x nazywa ptaka xy. A gdy juz znam nazwe xy, to potrafie go
znalez¢, poniewaz potrafie znalez¢ dowolnego ptaka, ktérego nazwe znam.
C: Jesli znasz nazwe ptaka x, to czy potrafisz znalez¢ nazwe
wspétmatzonka x?

B: Tak; mam kompletna liste, z ktérej wiem, kto z kim jest zonaty.

C: Jesli znasz nazwe ptaka x, to jeste$ zdolny réwniez odnalezé nazwe jego
towarzysza x*7

B: Tak; mam stosowng liste.

C: Czy znasz nazwe tego szczegélnego ptaka N/7?

B: Tak; jego nazwa jest po prostu litera \V.

C: Potrafie cie zaprowadzi¢ do $piewajacego ptaka, ktéry nie jest stowikiem.
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Ptak Godla

Ptaka G odnalezli w spos6b nastepujacy.

Baritoni znat juz nazwe Ptaka /N, a stad po zajrzeniu do swojej pierwsze]
listy, znat tez nazwe Ptaka N/ — wspétmatzonka V. Wtedy, zagladajac na
swoja druga liste, Baritoni znalazt nazwe Ptaka N'*.

Dla unikniecia zamieszania, odwotujmy sie do Ptaka N'* jako do A. Obaj
mezczyzni znalezli potem Ptaka A, zblizyli sie do niego i wyspiewali mu
jego wtasne imie. A odpowiedziat nazywajac Ptaka AA. Wtedy obaj byli w
stanie odnalez¢ AA.

Udowodnimy teraz, ze AA musi by¢ Ptakiem, ktdry $piewa, a nie jest
stowikiem.

Niech G bedzie Ptakiem AA — innymi stowy, G jest Ptakiem N"*N"* — i
udowodnimy, ze G Spiewa, ale nie jest stowikiem.
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Ptak Godla

Ptak A ma te witasnos¢, ze dla dowolnego Ptaka x, Ptak Ax $piewa wtedy i
tylko wtedy, gdy xx nie jest stowikiem. Jest tak z nastepujacego powodu.
N"x $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy N’(xx) Spiewa, na mocy Warunku 3,
a N'(xx) $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy N (xx) nie $piewa, co jest prawda
wtedy i tylko wtedy, gdy xx nie jest stowikiem, poniewaz N xx $piewa
wtedy i tylko wtedy, gdy xx jest stowikiem, na mocy Warunku 4. Zbierajac
razem te trzy fakty widzimy, ze N"*x $épiewa wtedy i tylko wtedy, gdy xx
nie jest sfowikiem, a poniewaz N'* jest Ptakiem A, Ax $piewa wtedy i tylko
wtedy, gdy xx nie jest stowikiem.

Poniewaz jest prawda, ze dla kazdego Ptaka x, Ptak Ax spiewa wtedy i
tylko wtedy, gdy xx nie jest stowikiem, wiec jest to prawda, gdy x jest
Ptakiem A, a zatem AA $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy AA nie jest
stowikiem. Oznacza to, ze albo AA $piewa i nie jest stowikiem, albo AA nie
$piewa i jest stowikiem. Jednakze wszystkie stowiki $piewaja, jak podano w
Warunku 1, czyli drugi czton alternatywy jest wykluczony. Zatem AA
Spiewa, lecz nie jest stowikiem.
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Ptak Godla

Spedzili zatem caty dzien w lesie i udato im sie znalez¢ Ptaka Gy, ktéry
$piewat, a nie byt stowikiem. Szczesliwym trafem G; okazat sie by¢
Ptakiem réznym od G, cho¢ nie mozna tego byto przewidziec.

Niech A; bedzie Ptakiem N* raczej niz N"*. Wtedy A; jest niekoniecznie
Ptakiem A, ale takze ma te wtasnos¢, ze dla dowolnego Ptaka x, Ptak A;x
$piewa wtedy i tylko wtedy, gdy Aix nie jest stowikiem.

Wynika z tego na mocy takiego samego rozumowania, ze Ptak AjA; —
nazwijmy go G; — Spiewa, ale nie jest stowikiem.

Sumujac, Ptak N"*N"™* oraz Ptak N N'* s3 oba Ptakami, ktére Spiewaja i
zaden z nich nie jest stowikiem.

Autorstwo tego sprytnego rozumowania przypisa¢ nalezy w ostatecznym
rozrachunku Kurtowi Gédlowi.

Jerzy Pogonowski (MEG) Ptak Gadla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 64 / 69




Ptak Gédla

Ptasie towarzystwa

Ptaki tworzyty rozmaite towarzystwa. O Ptaku A méwimy, ze
reprezentuje on zbiér Ptakéw S jesli dla kazdego Ptaka x w S Ptak Ax
jest Ptakiem $piewajacym oraz dla kazdego Ptaka x spoza S Ptak Ax jest
Ptakiem nieSpiewajacym — innymi stowy, dla kazdego Ptaka x, Ptak Ax
$piewa wtedy i tylko wtedy, gdy x jest cztonkiem S. Zbiér Ptakéw jest
nazywany towarzystwem, jesli jest reprezentowany przez jakiego$ Ptaka.
Dla przyktadu, zbiér stowikéw tworzy towarzystwo, poniewaz zbiér ten jest
reprezentowany przez Ptaka .

Czy zbiér wszystkich ptakéw spiewajacych tworzy towarzystwo? Mozna na
to pytanie odpowiedzie¢ na podstawie Warunku 2 oraz Warunku 3
Baritoniego. Nadto, z samego Warunku 3 mozna udowodni¢, ze kazde
towarzystwo musi zawiera¢ co najmniej jednego Ptaka, ktéry Spiewa lub nie
mie¢ w swoim gronie co najmniej jednego Ptaka, ktéry nie $piewa. Jak to
udowodni¢ i jakie to ma znaczenie dla problemu, czy Ptaki $piewajace
tworzg towarzystwo?
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Ptasie towarzystwa

Najpierw udowodnimy na podstawie Warunku 3, ze dowolne towarzystwo
musi albo zawiera¢ pewnego $piewaka albo wykluczaé¢ pewnego
nieSpiewaka.

Wezmy dowolne towarzystwo S. Wtedy S jest reprezentowane przez
pewnego Ptaka A. Rozwazmy teraz Ptaka A*. Dla kazdego Ptaka x, Ptak
A*x $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy A(xx) $piewa, zgodnie z Warunkiem 3.
Nadto, A(xx) $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy xx jest cztonkiem S,
poniewaz A reprezentuje S. Zatem, A*x $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy
xx jest cztonkiem S. Poniewaz jest to prawda dla kazdego Ptaka x, wiec w
szczegblnosci A*A* $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy A*A* jest cztonkiem S.
A wiec jesli A*A* $piewa, to jest on cztonkiem S, a stad w S jest
$piewajacy Ptak A*A*. Z drugiej strony, jesli A*A* nie $piewa, to A*A* nie
jest cztonkiem S, a wiec poza S jest co najmniej jeden niespiewajacy Ptak
— a mianowicie A*A*. Dowodzi to, ze kazde towarzystwo S albo ma za
cztonka co najmniej jednego $piewajacego Ptaka, albo wyklucza
cztonkostwo co najmniej jednego nieSpiewajacego Ptaka.
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Ptasie towarzystwa

Przypusémy teraz, ze zbiér wszystkich $piewajacych Ptakéw tworzy
towarzystwo. Otrzymamy stad nastepujaca sprzecznosc.

Zbiér wszystkich spiewajacych Ptakéw bytby reprezentowany przez jakiegos
Ptaka A. Wtedy z Warunku 2 Ptak A’, wspétmatzonek A, reprezentowatby
zbiér wszystkich Ptakéw, ktére nie $piewaja.

Oznaczatoby to, ze zbiér wszystkich Ptakéw niespiewajacych tworzy
towarzystwo, ale to jest niemozliwe, poniewaz zbiér ten ani nie zawiera
zadnego $piewajacego Ptaka ani nie wyklucza pewnego nieSpiewajacego
Ptaka. Zatem zbiér wszystkich Ptakéw $piewajacych nie jest
reprezentowany przez zadnego Ptaka — nie jest on towarzystwem.
Rozwigzanie tego problemu, wraz z Warunkiem 1 oraz Warunkiem 4,
dostarcza tez alternatywnego dowodu, iz istnieje Ptak Spiewajacy, ktéry nie
jest stowikiem. Poniewaz zbiér Ptakéw $piewajacych nie tworzy
towarzystwa, a zbiér stowikéw tworzy towarzystwo, na mocy Warunku 4,
wiec owe dwa zbiory nie s3 identyczne. Jednak wszystkie stowiki Spiewaja,
na mocy Warunku 1, a stad pewien $piewajacy Ptak nie jest stowikiem.
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Koniec

Nie dowiedzieli sie Panstwo chyba niczego nowego o logice
kombinatorycznej z tej prezentacji. Omawiane sprawy s3 w Srodowisku
logicznym i informatycznym znane od wielu lat.

Prosze jednak zwréci¢ uwage, ze wcigz niewiele jest polskich pomocy
dydaktycznych dotyczacych logiki kombinatorycznej oraz rachunku lambda.

Mozna sie zastanawia¢, czy popularyzacja logiki kombinatorycznej w te;
postaci, jak zrobiono to w ttumaczeniu To Mock a Mockingbird bedzie
pozyteczna.

Moze juz czas na napisanie porzadnego podrecznika traktujacego o tej
problematyce?

Jerzy Pogonowski (MEQG) Ptak Gadla (AALCS, XI) Zakopane, marzec 2007 68 / 69



Dodatek: $piewy Ptakéw

Tu, jesli starczy czasu, mozemy obejrze¢ (i postuchac): )

@ klip video: Ptaki poranka na Jesieniéwce (styczen 2007);

@ klip video: Nocny $piewak w Kotobrzegu (grudzien 2006).

Niektére programy w sieci, zwigzane z To Mock a Mockingbird: ]

@ To Dissect a Mockingbird:
http://users.bigpond.net.au/d.keenan/Lambda/

e Factasia Logic: http://www.rbjones.com/rbjpub/logic/
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