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LOGIKA MATEMATYCZNA

I ROK JEZYKOZNAWSTWA 1 INFORMACJI NAUKOWEJ UAM
Semestr Letni 2004-2005

W semestrze letnim roku akademickiego 2004-2005 omawiany bedzie KLASYCZNY RACHUNEK PREDY-
KATOW. Skrotu KRP uzywamy dalej zamiast wyrazenia klasyczny rachunek predykatow.

Jedna z wykorzystywanych w wykladzie technik bedzie metoda drzew semantycznych. Na stronie interne-
towej Zakladu Logiki Stosowanej UAM zamieszczono pliki zawierajace kilkadziesiat szczegétowo omowionych
przykltadéw zastosowania tej metody. Materiatl ten to fragment notatek do rozdziatu III przygotowywanego
(wspélnie z p. dr Izabela Bondecka-Krzykowska, Zaktad Logiki Matematycznej UAM) skryptu Metoda drzew
semantycznych w klasycznym rachunku logicznym. Oto spis tresci planowanego skryptu:

I. Preliminaria matematyczne

II. Klasyczny rachunek zdan

III. Klasyczny rachunek predykatow
IV. Wtasnosci metalogiczne

V. Zastosowania

VI. Zadania.

Material rozdziatéw I oraz II jest Panstwu znany z wyktadéw Wstepu do matematyki oraz Logiki ma-
tematycznej odbytych w semestrze zimowym roku akademickiego 2004-2005. Materiat rozdziatow IV i V,
nieco bardziej zaawansowany, nie bedzie Panstwu potrzebny do egzaminu. Wybrane zadania z rozdziatu VI
omawiane beda podczas zajec.

Wspomniane pliki zawieraja nastepujacy material:

krp311.pdf : o budowaniu drzew semantycznych w KRP;

krp322.pdf : tautologie KRP;

krp333.pdf : spelnialnosé (semantyczna niesprzecznosé) zbioréw formul jezyka KRP;
krp344.pdf : wynikanie logiczne w KRP;

krp355.pdf : KRP z identycznoscia.

Podreczniki w jezyku polskim wykorzystujace (rézne odmiany) metody drzew semantycznych to np.:

Mordechai Ben-Ari: Logika matematyczna w informatyce. Wydawnictwa Naukowo-Techniczne, Warszawa
2005.

Malgorzata Porebska, Wojciech Suchori: Elementarne wprowadzenie w logike formalng. Panstwowe Wy-
dawnictwo Naukowe, Warszawa 1991.

Polecenia godna jest takze domena calculemus.org, gdzie w Lectorium Profesora Witolda Marciszewskiego
znalez¢é mozna materiaty dydaktyczne wykorzystujace metode drzew semantycznych.

1. O skladni i semantyce KRP

Ponizej podajemy, w mozliwie najbardziej zwiezty sposob, podstawowe definicje dotyczace jezyka kla-
sycznego rachunku predykatéw, najwazniejszych pojeé skladniowych i semantycznych. Wzorujemy sie na
odpowiednich definicjach podanych w:



Tadeusz Batog: Podstawy logiki. Wydawnictwo Naukowe UAM, Poznan 2003 (strony 109-112 oraz 238-
261).

Igor A. Lawrow, Larisa L. Maksimowa: Zadania z teorii mnogosci, logiki matematycznej i teorii algorytmow.
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004 (strony 85-89 oraz 95-96, a zwlaszcza przypis ttumacza
na stronach 87-88).

Pierwsza z tych pozycji jest dostepna (w liczbie kilkudziesieciu egzemplarzy) w Bibliotece Instytutu
Jezykoznawstwa UAM. Pozycja druga zostala przez piszacego te stowa zgloszona Bibliotece jako zalecana w
dydaktyce prowadzonej w Instytucie Jezykoznawstwa UAM.

1.1. Skladnia jezyka KRP

Niech I, J, K beda dowolnymi zbiorami. Rozpatrzmy alfabet > = ¥; U 3o U X3 U Xy U 35 U Xg, gdzie

¥ ={xo,x1,22,...} — zmienne indywiduowe,
Yo ={P"}ier (n; €N)  — predykaty,

Mg = {fJnJ Yies (nj € N)  — symbole funkcyjne,

Y4 ={aktrer — state indywiduowe,

Y5 ={AV,—, 0, =¥, 3} — stale logiczne,
S=1,,()} — symbole pomocnicze.

P nazywamy n,-argumentowym predykatem, fjnJ nazywamy n;-argumentowym symbolem funkcyjnym,
symbol V nazywamy kwantyfikatorem generalnym, a symbol 3 kwantyfikatorem egzystencjalnym. Symbole: A
(koniunkcja), V (alternatywa), — (implikacja), - (negacja) 1 = (réwnowaznosé) znane sa z wykltadu semestru
Zimowego.

Zbiér 0 = Yo U X3 U Xy nazwiemy sygnaturg. W dalszym ciaggu méwi¢ bedziemy o pewnej ustalonej
sygnaturze o.

Wyrazeniem jezyka KRP nazywamy kazdy skoiiczony ciag symboli alfabetu tego jezyka.

Definicja termu jezyka KRP jest indukcyjna:

(i) wszystkie zmienne indywiduowe x,, oraz wszystkie state indywiduowe ay, sa termami;

(ii) jesli t1,. .., tn,

, sa dowolnymi termami, to wyrazenie f;j (t1,...,tn,) jest termem;

(iii) nie ma innych termow (jezyka KRP) procz zmiennych indywiduowych oraz stalych indywiduowych
oraz tych termow, ktore mozna skonstruowaé wedle reguly (ii).

Formutq atomowgq jezyka KRP nazywamy kazde wyrazenie postaci P;*'(t1,...,tp,), gdzie t1,...,t,, sa
dowolnymi termami.
Definicja formuty jezyka KRP jest indukcyjna:

(i) kazda formuta atomowa jest formula;
(ii) jesli A jest dowolna formula, to wyrazenia =(A), VY, (A4), Iz, (A) sa formultami;

(iii) jesli A i B sa dowolnymi formulami, to wyrazenia (A) A (B), (4) V (B), (4) — (B), (A) = (B) sa
formutami;

(iv) nie ma innych formul (jezyka KRP) procz tych, ktore mozna utworzyé wedle regut (i)—(iii).

Wyrazenie A w dowolnej formule o postaci Va,, (4) lub o postaci 3z, (A) nazywamy zasiegiem odpo-
wiedniego kwantyfikatora.

Zmienna x, wystepujaca na danym miejscu w formule A jest na tym miejscu zwigzana, jezeli jest ona
podpisana pod ktoryms z kwantyfikatorow lub tez znajduje sie w zasiegu jakiego$ kwantyfikatora, pod ktorym
podpisana jest rowniez zmienna .

Jezeli zmienna x,, wystepujaca na danym miejscu w formule A, nie jest na tym miejscu zwigzana, to
mowimy, ze jest ona na tym miejscu wolna w A.

Moéwimy, ze x, jest zmienng wolng w A wtedy i tylko wtedy, gdy przynajmniej na jednym miejscu
zmienna ta jest wolna w A.

Formuly nie zawierajace zadnych zmiennych wolnych nazywamy zdaniami (jezyka KRP).



1.2. Semantyka jezyka KRP

Nazwiemy interpretacjg jezyka o sygnaturze o dowolny uklad (M, o, A), gdzie M jest zbiorem, a A
funkcja (funkcjg denotacji) o dziedzinie o, ktora przyporzadkowuje:

e kazdej stalej indywiduowej ay, element A(ay) € M;

e kazdemu predykatowi P relacje n;-argumentowa A(P;"") C M™i;

e kazdemu symbolowi funkcyjnemu f;” funkcje nj-argumentowa
A(fjn]) cM™ — M.

Wtedy strukturami relacyjnymi sygnatury o sa dowolne uktady (M, Alo]), gdzie A jest funkeja denotacji,
a Alo] oznacza ciag (indeksowany elementami zbioru I U J U K) wszystkich wartosci funkcji o. Jesli 9 =
(M, Ao])y jest struktura relacyjna, to M nazywamy uniwersum 1.

Wartosciowaniem zmiennych w uniwersum M nazywamy dowolny nieskoriczony przeliczalny ciag w =
(wp,) elementow zbioru M. Gdy

w = <wn> = <w0;w13-'-7wi71;wi7wi+17-~'> )
jest wartosciowaniem w M oraz m € M, to przez w;, oznaczamy warto$ciowanie
<w0,w1, e, Wi—1, My Wig1,y - - >

Jedli t jest termem sygnatury o, (M, Alo]) struktura relacyjna sygnatury o oraz w = (w;) jest warto-
Sciowaniem zmiennych w M, to wartosé termu t w strukturze (M, Alo]) przy warto$ciowaniu w, oznaczana
przez A\, (t) okreslona jest indukcyjnie:

e gdy ¢ jest zmienng x;, to Ay, (t) = wy;

o gdy ¢ jest stala ag, to Ay, (t) = Alag);

e gdy t jest termem zlozonym postaci fjn’ (t1,...,tn;), gdzie ty, ..., t,  sa termami, to
Ny(t) = A(f;”)(Aw(tl), oy Dy (tny))-

Mozna pokazaé, ze warto$¢ termu przy danym wartoSciowaniu zmiennych zalezy jedynie od wartosci
nadanych przy tym warto$ciowaniu zmiennym wystepujacym w rozwazanym termie.

Niech 9 = (M, Alo]) bedzie struktura relacyjna sygnatury o, w wartosciowaniem w M, a A formula
sygnatury o. Definicja relacji MM =, A spetniania formuly A w strukturze I przez wartosciowanie w ma
nastepujaca postaé indukcyjna:

(a*) My Pty .., tn,) wtedy 1 tylko wtedy, gdy zachodzi

AP (Aw(tr), s Dwltn));
(b*) M =, (A) A (B) wtedy 1 tylko wtedy, gdy I =, A oraz M =, B;

(c*) M =, (A) V (B) wtedy i tylko wtedy, gdy M =, A lub M =, B;

(d*) M =, (A) — (B) wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi 9 =, A lub zachodzi M =, B;
(%) M =, —(A) wtedy 1 tylko wtedy, gdy nie zachodzi M |=,, A;

(f) M =, Va; (A) wtedy i tylko wtedy, gdy 9 [=,: A dla kazdego m € M;

(

g") M =, 3z; (A) wtedy i tylko wtedy, gdy 90 =, A dla pewnego m € M.

Cwiczenie. Podaj definicje dla przypadku 9 |=,, (4) = (B).

Jesli M =, A dla kazdego wartosciowania w, to méwimy, ze formuta A jest prawdziwa w 9 i piszemy
wtedy 9 = A. Piszemy IMMEA, gdy nie zachodzi MM | A. Latwo pokazac, ze gdy A jest zdaniem (tj.
formula bez zmiennych wolnych), to A jest prawdziwa w 9t wtedy i tylko wtedy, gdy 9 |, A dla co
najmniej jednego wartosciowania w. Moéwimy, ze zdanie A jest fatszywe w 9, gdy nie jest ono prawdziwe w

m.



Tautologiq (klasycznego rachunku predykatoéw sygnatury o) nazywamy kazda formule (sygnatury o),
ktora jest prawdziwa we wszystkich strukturach relacyjnych (sygnatury o).

Jesli M = A dla wszystkich A ze zbioru ¥, to méwimy, ze M jest modelem ¥ i piszemy M = ¥. Mowimy,
ze A wynika logicznie z ¥ wtedy 1 tylko wtedy, gdy kazdy model ¥ jest tez modelem {A}.

Uwaga terminologiczna. W polskiej literaturze przedmiotu terminéw struktura relacyjna, system relacyjny
oraz struktura algebraiczna uzywa sie wymiennie. Gdy sygnatura nie zawiera predykatow, to méwimy o
algebrach, gdy za$ sygnatura nie zawiera ani statych ani symboli funkcyjnych, to méwimy o strukturach
relacyjnych czystych.

Uwaga notacyjna. W dalszym ciagu bedziemy uzywaé pewnych, powszechnie stosowanych, uproszczei no-
tacyjnych. Omoéwione zostana one podczas wyktadow.

1.3. Uniwersa Herbranda

Podane wyzej pojecia semantyczne naleza do standardu logiki matematycznej. Omawiana na wykladzie
metoda drzew semantycznych czyni uzytek z podstawieniowej interpretacyi kwantyfikatoréw. Zwigzane sg z
nia pewne szczegodlne interpretacje jezyka KRP.

Jesli S jest dowolnym zbiorem formul jezyka KRP (ustalonej sygnatury), to przez uniwersum Herbranda
dla S rozumiemy zbiér Hg okre$lony indukcyjnie nastepujaco:

(i) jesli stala indywiduowa aj, wystepuje w jakiej$ formule ze zbioru S, to ar € Hg

(ii) jesli t1,...,t,, sa dowolnymi termami nalezacymi do Hg, to f (t1,...,ty,) takze nalezy do Hg, dla
dowolnego symbolu funkecyjnego fJ 9.

Jesli w formutach z S nie wystepuje zadna stata indywiduowa, to warunek (i) definicji zbioru Hg zaste-
pujemy warunkiem: ay € Hg dla dowolnie wybranej statej indywiduowej ay.

Jesli w formutach z S wystepuje co najmniej jeden symbol funkcyjny, to Hg jest zbiorem nieskoriczonym.

Uniwersum Herbranda dla danego zbioru formutl S jest zatem zbiorem wszystkich terméw bez zmiennych
utworzonych (z uzyciem symboli funkcyjnych) ze statych indywiduowych wystepujacych w formutach zbioru
S.

Interpretacjq Herbranda dla zbioru formut S nazywamy interpretacje (Hg, Ag) spelniajaca nastepujace
warunki:

Ag(ar) = ai dla dowolnej stalej indywiduowej ay nalezacej do Hg;
As(fjnj (try .o tn,)) = f;.” (t1,...,tn,;) dla dowolnych terméw ti,...,t,, nalezacych do Hg.

Modelem Herbranda dla zbioru formut S nazywamy kazda interpretacje Herbranda dla S, w ktorej praw-
dziwe sg wszystkie formuly z S.
Zauwazmy, ze uniwersa Herbranda tworzone sa z wyrazen jezyka KRP.

1.4. Zbiory Hintikki

W metodzie drzew semantycznych wykorzystuje sie takze podany nizej wazny Lemat Hintikki.
Niech S bedzie dowolnym zbiorem formut jezyka KRP (ustalonej sygnatury). Mowimy, ze S jest zbiorem
Hintikk:, wtedy i tylko wtedy, gdy zachodza nastepujace warunki:

i) jesli A jest formuly atomowa bez zmiennych wolnych, to A nie nalezy do S lub —(A) nie nalezy do S

ii) jesli (A) A (B) nalezy do S, to A nalezy do S oraz B nalezy do S

(

(

(iii) jesli (A) V (B) nalezy do S, to A nalezy do S lub B nalezy do S

(iv) jesli Va,, (A) nalezy do S, to A(ax/x,) nalezy do S, dla kazdej stalej indywiduowej ag
(

v) jesli Az, (A) nalezy do S, to A(ax/x,) nalezy do S, dla co najmniej jednej stalej indywiduowej a.



W powyzszych punktach (iv) oraz (v) wyrazenie A(ax/x,) jest wyrazeniem powstajacym z formuly A
poprzez zastapienie w niej wszystkich wolnych wystapien zmiennej x,, stata indywiduowa ay.

LEMAT HINTIKKI. Kazdy zbior Hintikki ma model.

Dowdéd Lematu Hintikki podany zostanie w rozdziale IV skryptu. Jego znajomo$é nie bedzie wymagana
na egzaminie.

2. Propedeutycznie o metodzie drzew semantycznych

Uwagi tego punktu maja charakter jedynie tymczasowy, w zwiazku z planowanym umieszczeniem niniej-
szych notatek na stronie internetowej Zaktadu Logiki Stosowanej UAM, dla ewentualnego pozytku studentek
i studentow. Pozwole sobie dodaé, ze w przygotowaniu (do umieszczenia na wymienionej stronie internetowe;j)
sa takze odpowiedzi do zestawdéw egzaminacyjnych z Logiki Matematycznej z lat akademickich 2000-2001,
2001-2002, 2003-2004 oraz 2004-2005.! Materialy te zawieraja nieco standardowych zadaii dotyczacych
zastosowan metody drzew semantycznych w klasycznym rachunku zdai.

2.1. Drzewa w logice

Drzewa to grafy pewnej szczegdlnej postaci. O grafach méwiono Wam na zajeciach ze Wistepu do ma-
tematyki. Z roznego typu grafami oraz drzewami spotykaliscie sie Panstwo takze na wyktadach ze Wstepu
do jezykoznawstwa. Kazde z Was ma tez swoje drzewo genealogiczne; niektoérzy sie nimi szczyca, inni sie ich
wstydza, wiekszosci to oczywiscie zwisa.

2.1.1. Drzewa — kilka definicji

W rozdziatach II oraz III przygotowywanego skryptu wyklad ma charakter propedeutyczny, natomiast
w rozdziale IV prezentacja podlega wiekszym rygorom $cistosci. Podamy teraz podstawowe definicje do-
tyczace drzew, jako pewnych konstruktéw matematycznych. W dalszej czesci niniejszych notatek, tj. w
podrozdziatach IT1.1.—II1.5. stosowane beda pewne uproszczenia, omawiane na biezaco.

Grafem nazywamy dowolna pare (X, R), gdzie X jest zbiorem, a R jest podzbiorem X x X. Elementy
zbioru X nazywamy wierzchotkami, a elementy zbioru R krawedziamz grafu (X, R).

Drzewem (o korzeniu xy) nazwiemy kazdy uklad (X, R, xq) taki, ze:

e (X, R) jest grafem;

xp jest elementem R-najmniejszym w X

R jest przechodnia w X

R jest asymetryczna w X

R kazdy element zbioru X — {zo} ma dokladnie jeden bezposredni R-poprzednik.

Niech D = (X, R, xzo) bedzie drzewem o korzeniu zo.
Liséma drzewa D nazywamy wszystkie te jego wierzcholki, ktére nie maja R-nastepnikow.

Jesli (z,y) € R jest krawedzia w D, to = nazywamy przodkiem y, a y nazywamy potomkiem x.
Jedli (z,y) € R — R? jest krawedzia w D, to x nazywamy bezposrednim przodkiem y, a y nazywamy
bezposrednim potomkiem x.

W roku akademickim 2002-2003 studentki i studenci w Instytucie Jezykoznawstwa UAM mieli przyjemnosé nie ogladaé
piszacego te stowa, w zwiazku z jego wyjazdem stuzbowym. Takze w roku akademickim 2005-2006 studentki i studenci w 1J
UAM beda mieli podobng przyjemnosé.



Kazdy podzbiér zbioru wierzchotkow drzewa D, ktory jest uporzadkowany liniowo przez R nazywamy
taricuchem w D. Kazdy taricuch maksymalny (wzgledem inkluzji) w D nazywamy galezig w D.

Pniem drzewa D nazywamy cze$¢ wspolna wszystkich gatezi D.

Rzedem wierzchotka x nazywamy moc zbioru wszystkich potomkéw x. Rzedem drzewa D jest kres
gorny rzedow wszystkich wierzchotkéow drzewa D.

Drzewo D jest skonczone, jesli zbiér jego wierzchotkow jest skoriczony. Drzewo D jest nieskonczone,
jesli zbior jego wierzchotkéw jest nieskoniczony. Drzewo D jest rzedu skonczonego, jesli jego rzad jest
liczbg, skoniczona.

Kazde drzewo, w ktorym kazdy wierzcholek nie bedacy liciem ma najwyzej dwoch bezposrednich po-
tomkow nazywamy drzewem nierozwojowym w sensie watykarnskim, w skrocie: nw-drzewem. Kazde
drzewo, w ktorym kazdy wierzchotek nie bedacy lisciem ma doktadnie dwoch bezposrednich potomkéw na-
zywamy drzewem dwojkowym.

Waznym twierdzeniem, wykorzystywanym w metodzie drzew semantycznych jest nastepujacy:
LEMAT KONIGA.

Jesli D jest drzewem rzedu skoriczonego i dla kazdej liczby naturalnej n w D istnieja tancuchy o co
najmniej n elementach, to D ma tancuch nieskonczony.

Mowimy, ze (Y, Q,yo) jest poddrzewem drzewa (X, R, xq), gdy:
HYCX,Q=RNY?
2) (Y, Q, yo) jest drzewem o wierzchotku yq.
Graficzne reprezentacje drzew sa rysunkami, na ktorych wierzcholki (jakos znakowane — punktami,
liczbami, formultami, itd.) potaczone sa liniami, odpowiadajacymi krawedziom. Przy tym, jesli (X, R, xq)

jest drzewem, to na rysunku zaznaczamy tylko krawedzie nalezace do R — R? (przy tym, poprzedniki R
umieszczane sa nad nastepnikami).

Dla przyktadu, pokazmy dwa rysunki drzew:

W tym drzewie sa cztery galezie, zaczynajace sie w korzeniu drzewa (wierzcholek oznaczony przez (1)) i
konczace sie lis¢mi drzewa: &, &, O oraz #. Pieii drzewa jest tu zbiorem jednoelementowym: {(1)}.



W drzewie powyzszym sa trzy galezie, zaczynajace sie w korzeniu drzewa (wierzcholek oznaczony przez
(1)), koniczace sie lis¢mi: (9), (15) oraz (17). Pien drzewa stanowia wierzchotki o numerach: (1), (2), (3)
oraz (4).

Wspomnijmy na marginesie, ze dla dowolnego drzewa mozna liniowo uporzadkowaé wszystkie jego wierz-
chotki (odpowiednio je kodujac). Wiele algorytméw kombinatorycznych moze mie¢ zastosowanie w metodzie
drzew semantycznych.

W rozdziatach II i III skryptu, w zwiazku z ich propedeutycznym charakterem, bedziemy uzywali sfor-
mutowan intuicyjnych, przyjaznych dla Humanistek.? W rozdziale IV metoda drzew semantycznych zostanie
opisana beznamietnym jezykiem fachowym.

2.1.2. Drzewa syntaktyczne

Drzewa syntaktyczne sa reprezentacjami budowy sktadniowej formul. Jak pamietajg Parnistwo z wykla-
dow, formuly uzywane w jezykach logiki sa jednoznaczne sktadniowo.

Rozwazmy na przykltad formule, ktora od lat zajmuje pierwsze miejsce na liscie najwazniejszych aplika-
cyjnie tautologii w Instytucie Jezykoznawstwa UAM:3

(p—=a)N(p—1q) —q

(zgodnie ze zwyczajem, piszemy —p zamiast =(p)). Jej budowa sktadniowa reprezentowana jest w powyzszym
zapisie przez nawiasy. Moze by¢ takze reprezentowana poprzez drzewo. W wierzchotku umieszczamy spéj-
nik gltowny formuly, a poszczegolne wierzchotki drzewa znakowane sa albo spojnikami gtownymi kolejnych
podformut rozwazanej formuty, albo formutami syntaktycznie prostymi — w tym przypadku, zmiennymi
zdaniowymi p oraz q. Zauwazmy, ze te ostatnie sg lis¢mi drzewa:

2Uzywany passim w tych notatkach zwrot Humanistka (zawsze z duzej litery!) nie ma pejoratywnego znaczenia. Stosujemy
to okreslenie na wyrazne, stanowcze i szczere (?) zyczenie naszego audytorium.
3Pozwalamy sobie, nie bez powodu, nadaé jej uroczysta nazwe prawa Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz.
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Inng jeszcze reprezentacja drzewowa rozwazanej formuty bedzie drzewo, w ktorego korzeniu umieszczamy
calg wyjsciowa formute, a w poszczegdlnych pozostatych wierzchotkach — jej podformuty:

(p—=aN(p—1q)—q

Kazda z powyzszych reprezentacji ma swoje odpowiedniki np. w analizach sktadniowych wyrazen jezykow
naturalnych: prosze wspomnieé np. drzewa dependencji, drzewa sktadnikéw bezposrednich, itp.

2.1.3. Drzewa dowodowe

Jak pamietamy z wyktadow, dowodem (w danym systemie logicznym, wyznaczonym przez aksjomaty
Az oraz reguly inferencji RI) jakiej$ formuly A ze zbioru formul X oraz aksjomatow Az jest dowolny cigg
formul (Aq, As, ..., A,) taki, ze:

e A jest tozsama z Ap;

e kazda z formul Ay tego ciggu jest jednej z trzech postaci:

— jest elementem zbioru X;
— jest jednym z aksjomatow z Ax;

— jest wnioskiem regulty wnioskowania z RI, ktorej przestankami sa formuly wystepujace w powyz-
szym ciagu przed A;.

Dowody réowniez mozna reprezentowa¢ za pomocs drzew. Dotyczy to nie tylko dowodéw w stylu hilber-
tianskim, ale takze dowodéw innych rodzajow (postugujacych sie np. dedukcja naturalna lub rachunkami
sekwentow). Ograniczymy sie do jednego przykladu — reprezentacji dowodu formulty A — A w rachunku
zdan z reguly modus ponens jako jedyna reguly inferencji oraz schematami aksjomatéw:*

A— (B— A) prawo poprzednika
-A— (A— B) prawo Dunsa Scotusa
(FA—A)— A prawo Claviusa

(A-(B—-C))— ((A—B)— (A—C(C)) prawo Fregego

4Przyklad ten cytujemy za: Grazyna Mirkowska Elementy matematyki dyskretnej. Wydawnictwo Polsko-Japoriskiej Wyzszej
Szkoty Technik Komputerowych, Warszawa 2003, strony 122-123. Od tego momentu stosujemy zwyczajowe uproszczenia
dotyczace nawiasow.
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Dowodem formuly A — A z powyzszych aksjomatow jest np. nastepujacy ciag formul:

(1) A= ((A—=A) -4 prawo poprzednika

(2) A—=(A— A prawo poprzednika

(3) (A—((A— A)— 4)) > ((A— (A— A)) > (A— 4)) prawo Fregego

4 (A-(A—-A4)—-(A—- A4 z (1) i (3) na mocy modus ponens
5) A—A z (2) i (4) na mocy modus ponens

Temu dowodowi odpowiada nastepujace drzewo, w ktorego korzeniu znajduje sie dowodzona formuta,
liscie sa aksjomatami, a pozostate wierzchotki drzewa otrzymujemy jako wnioski reguty inferencji stosowane;j
do potomkéw tego wierzchotka:

A (A 24 (A= (A= ) = (A— A)

A=((A=4)=A4) = (A= (A=A4) - (A=4) A= ((A—-A4) =4

Jesli zamiast formul tworzacych ten dowod uzyjemy ich numeréow, to stosowne drzewo wyglada tak:

Drzewa dowodowe rysuje sie zazwyczaj inaczej niz powyzsze: korzen umieszcza sie na dole, liScie na
gorze. Zamiast laczenia formul liniami, stosuje sie tez zwykle kreski poziome, umieszczajac nad kreskami
przestanki, a pod nimi wnioski uzywanych regut. Tak wiec, powyzsze drzewo dowodowe zapisywane jest
zwykle tak:

2) (4)
()

Cwiczenie. Wpisz formuty w miejsce ich numeréw i kontempluj otrzymany rysunek.

Takze dowody przeprowadzane wedle innych zasad (np. dedukcji naturalnej lub rachunku sekwentéw
Gentzena) reprezentowaé mozna stosownymi drzewami.
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2.1.4. Drzewa semantyczne

Drzewa semantyczne maja wiele wspoélnego zaréwno z drzewami syntaktycznymi, jak i z drzewami dowo-
dowymi.® Wtasciwie, drzewa semantyczne sg pewnego rodzaju dowodami.

Jak Panstwo pamietajg z wykladéw semestru zimowego, dla dowolnej formuty A jezyka KRZ i dowolnego
warto$ciowania w zmiennych zdaniowych, warto$é¢ formuly A przy tym wartosciowaniu jest jednoznacznie
okreslona.b Jedli pamietasz tabelki prawdziwosciowe spojnikéw logicznych, to obliczenie wartosci dowolnej
formuty przy danym warto$ciowaniu wykona¢ mozesz catkiem mechanicznie, bezmyslnie. Jest to przy tym
procedura typu bottom up — ustalasz kolejno wartosci coraz bardziej ztozonych formut. W metodzie drzew
semantycznych mamy do czynienia z procedura odwrotna: top to bottom, w tym sensie, ze znajac wartosé
pewnej formuly ustalamy jakie sg wartosci jej podformul. Dla przykltadu, jesli implikacja A — B jest
falszywa przy danym wartoSciowaniu zmiennych zdaniowych, to przy tymze warto$ciowaniu formuta A jest
prawdziwa, a formula B falszywa. A jesli implikacja A — B jest prawdziwa przy danym warto$ciowaniu
zmiennych zdaniowych, to przy tymze wartosciowaniu nie moze by¢ tak, aby A byta prawdziwa i B falszywa.
To z kolei oznacza, ze zachodzi co najmniej jedno z dwojga: badz A jest falszywa, badz B jest prawdziwa.”

Podobnie, jesli alternatywa A V B jest prawdziwa przy danym warto$ciowaniu zmiennych zdaniowych,
to przy tymze warto$ciowaniu badz A jest prawdziwa, badZz B jest prawdziwa. Jesli natomiast alternatywa
AV B jest falszywa przy danym warto$ciowaniu zmiennych, to przy tymze wartoSciowaniu zaréwno A jak i
B sa falszywe.

Drzewo semantyczne formuly A jest drzewem nierozwojowym w sensie watykariskim, w ktorego wierz-
chotku umieszczamy formute A i ktorego pozostale wierzcholki sa podformutami lub negacjami podformut
formutly A; ile jest takich wierzchotkéw i jak sa one potaczone krawedziami okreslaja precyzyjne reguty,
omoéwione w podrozdziale III.1. Ograniczmy sie¢ w tym miejscu do jednego przykladu; rozwazmy miano-
wicie zaprzeczenie podanego wyzej prawa Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz, czyli rozwazmy
formute:

~(((p—= )N (p—q)—q).

Jesli przypuscimy, ze jest ona prawdziwa (przy jakim$ wartoSciowaniu zmiennych), to musimy kolejno
uznad, ze (przy tymze wartoSciowaniu):

(1) formuta ((p — q) A (-p — q)) — ¢ jest falszywa;

(2.1) formuta (p — ¢) A (—p — q) jest prawdziwa, a jednoczesnie (2.2) formula ¢ jest falszywa;
(3.1) formula p — ¢ jest prawdziwa oraz (3.2) formula —p — ¢ jest prawdziwa;
(4) skoro p — ¢ prawdziwa, to badz: (4.1) p falszywa, badz (4.2) ¢ prawdziwa;

(5) warunki (2.2) oraz (4.2) sa wzajem sprzeczne;

(6) skoro —=p — ¢ prawdziwa, to badz: (6.1) —p falszywa, badz (6.2) ¢ prawdziwa;

(7) warunki (2.2) oraz (6.2) sa wzajem sprzeczne;

(8) skoro —p falszywa (z (6.1)), to (8.1) p prawdziwa;

(9) warunki (4.1) oraz (8.1) sa wzajem sprzeczne;

(10) przypuszczenie (1) musimy odrzucic;

(11) nie ma wartosciowania, przy ktorym formuta: =(((p — q) A (—=p — ¢)) — ¢) bylaby prawdziwa;
(

12) zatem formuta ((p — ¢) A (—p — q)) — ¢ jest prawdziwa przy kazdym warto$ciowaniu.

Powyzsze rozumowanie reprezentowane moze byé poprzez drzewo nastepujacej postaci:

5Zwiazki miedzy drzewami semantycznymi a systemami dowodowymi, w tym takze tymi wykorzystujacymi metode rezolucyi,
sa omawiane w rozdziale IV skryptu.

6Zobacz zamieszczona ponizej, w punkcie 4, Sciage z semantyki KRZ.

"Nie jest jednak konieczne uwzglednianie trzech odpowiadajacych tej sytuacji przypadkéw — wystarcza nam drzewa nie-
rozwojowe w sensie watykanskim.
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Galezie tego drzewa odpowiadaja ciagom krokéw przeprowadzanego wyzej rozumowania. W miejscach,
gdzie dany wierzchotek ma dwoch potomkoéw, odpowiadajacy tej sytuacji krok rozumowania polegat na roz-
patrzeniu alternatywy przypadkow. Kazda galaz tego drzewa konczy sie lisciem X, umownie oznaczajacym,
iz na galezi jest para formul wzajem sprzecznych.

Prosze zauwazy¢, ze krok (8) w powyzszym rozumowaniu jest zbedny: skoro ustalilismy w (4.1), ze p
jest falszywa oraz w (6.1), ze —p jest falszywa, to juz w tym momencie otrzymaliSmy sprzecznosé: nie ma
wartosciowania, przy ktorym p oraz —p sa obie prawdziwe.

Rozpatrzmy jeszcze jeden tylko przyktad: sprawdzmy, czy formuta

=9 AV
jest prawdziwa przy jakims§ wartosciowaniu. Rozumujemy wtedy tak:
1) jesli (p — q) A (pV q) prawdziwa, to (1.1) p — ¢ prawdziwa oraz (1.2) p V ¢ prawdziwa;
2) skoro p — ¢ prawdziwa, to badz: (2.1) p falszywa, badz (2.2) ¢ prawdziwa;

3) w przypadku (2.1) mamy, skoro pV g prawdziwa, to badz: (3.1.) p prawdziwa, badz (3.2) ¢ prawdziwa;

5) przypadki (2.1) oraz (3.1) s wzajem sprzeczne;

(1)
(2)
(3)
(4) w przypadku (2.2) mamy, skoro p V g prawdziwa, to badz: (4.1) p prawdziwa, badz (4.2) ¢ prawdziwa;
(5)
(6) wszystkie (trzy) pozostale powyzsze przypadki sa mozliwe;

(7)

7) formula (p — ¢) A (pV q) jest prawdziwa przy pewnych warto§ciowaniach zmiennych zdaniowych.

Rozumowanie to reprezentowane jest przez drzewo:
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Jak z takiego drzewa odszukaé wszystkie wartosciowania, przy ktorych formuta z korzenia jest prawdziwa
piszemy w rozdziale II.

Dodajmy jeszcze pare ogélnych uwag o metodzie drzew semantycznych. Dwie najwazniejsze cechy tej
metody to:3

® apagogicznosé;
e analitycznosé.

Apagogicznosé polega na tym, ze omawiana metoda jest metodg nie wprost: sprowadza sie do
wykluczania zajscia pewnych sytuacji. W pierwszym z rozwazanych wyzej przyktadow wykluczylismy,
ze prawo Demokratycznego Upowaznienia Poprzez Aplauz jest przy jakimkolwiek warto$ciowaniu zmiennych
zdaniowych fatszywe. W drugim z powyzszych przykladow wykluczyliémy, ze formula (p — q) A (pV q)
jest falszywa przy wszystkich wartosciowaniach. O roznicach miedzy metodami wprost i nie wprost (i o
przewagach tych drugich) styszeliscie Paristwo na wykladach w ponure piatkowe przedpoludnia semestru
ZiImowego.

Analitycznosé metody polega na tym, ze przy ustalaniu wlasnosci semantycznych formut (tu: wyklu-
czaniu, ze sg prawdziwe lub wykluczaniu, ze sg falszywe) odwolujemy sie jedynie do wlasnosci semantycznych
podformut (oraz negacji podformut) badanej formuty.

Jest pewien problem natury terminologicznej. To, co nazywamy w tych notatkach metodq drzew seman-
tycznych nazywane bywa takze (a wlasciwie: czesciej jest nazywane) metodg tablic analitycznych, metodg
tablic semantycznych, metodg tablic Smullyana, itd. W niektorych ujeciach, termin drzewo semantyczne ma
nieco inne od przyjetego tutaj znaczenie. O sprawach tych méwimy w rozdziale IV.?

Stosowana w tych notatkach notacja omowiona jest szczegdotowo w podrozdziale IIL.1. (plik krp311.pdf).
Ma swoje zalety i wady (wzgledem innych uzywanych w literaturze notacji). Jak dotad, sprawdzala sie dos¢
dobrze w praktyce dydaktycznej.'® Wiecej o kwestiach notacji — w rozdziale I skryptu.

2.2. O historii i zastosowaniach metody

Pierwsze uzycia omawianej metody (okoto p6! wieku temu) wiaze sie zwykle z nazwiskami E. Betha, K.
Schiitte’go, J. Hintikki oraz S. Kripke’go. Informacje historyczne znalezé mozna np. w podanych nizej (w
2.3.) pozycjach bibliograficznych: Handbook of Tableau Methods 1999, Marciszewski, Murawski 1995, Annelis
1990. Najwieksza popularno$¢ omawiana metoda (pod nazwa tablic analitycznych) zyskala dzieki pracom
Raymonda Smullyana (np. Smullyan 1968). Logicy polscy takze do$¢ wczesnie zajmowali sie (réznymi
odmianami) tablic analitycznych (zobacz np. Rasiowa, Sikorski 1960, Lis 1960, Pawlak 1965).

W rozdziale IV skryptu staramy sie m.in. skrommnie zwré6cié uwage na zwiazki omawianej metody z
niektérymi wezesniejszymi konstrukcjami uzywanymi podczas tworzenia si¢ paradygmatu logiki pierwszego
rzedu w wieku dwudziestym.

W czesci V skryptu omawiamy nieco dokladniej zastosowania metody drzew semantycznych (np. w auto-
matycznym dowodzeniu twierdzen oraz w badaniu poprawnosci programéw). O problematyce tej informuje
obszernie np. Handbook of Automated Reasoning 2001. Zwiezle informacje znalezé mozna np. w Ben-Ari
2005.

2.3. Wybrane pozycje bibliograficzne

Obszerna bibliografie zawiera np. Handbook of Tableau Methods 1999 (zobacz na ponizszej liscie). Tu
ograniczymy sie do wyliczenia niektérych opracowan o charakterze przede wszystkim podrecznikowym oraz
wybranych prac zwigzanych z poczatkami omawianej metody.

8W przypadku KRZ dochodzi jeszcze algorytmicznosé, w przypadku KRP jedynie pétalgorytmicznosé.

9Cho¢ jestem ortodoksyjnym ateistq staczajgcym sie niekiedy (np. w pigtkowe wieczory) w agnostycyzm, to nie uwazam sie
za ortodoksa w kwestiach terminologicznych i dopuszczam zmiane terminologii, pod naciskiem ewentualnych Czytelnikéw tych
notatek.

10W rozdziale 11, tj. w niniejszych notatkach stosujemy notacje nieco redundantna, ale przyjazna (jak mniemamy) dla
Czytelniczek. W rozdziale IV bardziej przydatna jest notacja zaproponowana przez Smullyana: tzw. a-, 8-, - d-formutly.
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3. Uwagi organizacyjne — semestr letni 2004-2005 i egzamin

Uprzejmie zwracam uwage, ze material przewidziany do omoéwienia w semestrze letnim jest nieco trud-
niejszy od omoéwionego w semestrze zimowym. Pozwole sobie zatem zalecié¢ systematycznosé i pilnosé w
nauce. Ci z Panstwa, ktérzy przebrna przez egzaminy i ukoncza studia na naszej Uczelni tworzy¢ beda elite
intelektualng Rzeczpospolitej Polskiej, Unii Europejskiej i kto wie, czego jeszcze.

X K X

Zaleca sie probe samodzielnego rozwiazania zadan zwiazanych z materiatem z punktéow 1.1. oraz 1.2.
powyzej zawartych w:

Barbara Stanosz: Cuwiczenia z logiki. Panstwowe Wydawnictwo Naukowe, Warszawa [kilkanascie wydari],
zadania 58-77 oraz 93-103.

Igor A. Lawrow, Larisa L. Maksimowa: Zadania z teorii mnogosci, logiki matematycznej i teorii algorytmaow.
Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa 2004, zadania 1-30 ze stron 89-95 oraz 1-45 ze stron 96-105.

Rozwiazanie zadai z pierwszej z wymienionych pozycji jest w zasiegu Paiistwa mozliwosci intelektualnych.
Zadania z pozycji drugiej moga wydawaé sie Panstwu nieco trudniejsze.

* ok %
Zaleca sie takze uczestnictwo w zajeciach. Przypominam, ze od 6 do 10 czerwca 2005 roku przeprowa-

dze dodatkowe zajecia przygotowujace do egzaminu. Pisemny egzamin proponuje przeprowadzi¢ 13 lub 14
czerwca 2005 roku.
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4. Tymczasowy dodatek: Scigga z semantyki KRZ

Dla kompletnosci niniejszych notatek dotaczam do nich definicje wybranych podstawowych poje¢ dotycza-
cych semantyki klasycznego rachunku zdan.!! Przypominam, ze planowany skrypt nie jest podrecznikiem
logiki; jego celem jest jedynie popularyzacja jednej z metod w logice (i jej zastosowaniach) uzywanych. Drze-
wom semantycznym w klasycznym rachunku zdan po$wiecony jest rozdzial Il przygotowywanego skryptu.

4.1. Klasyczny rachunek zdan: semantyka

Jezyk klasycznego rachunku zdarn (w skrocie: KRZ) charakteryzujemy przez podanie jego alfabetu
oraz zbioru [poprawnych| formudl.

4.1.1. Alfabet
e zmienne zdaniowe, w nieograniczonej iloéci: p1,ps2, D3, .. .;

e spojniki (funktory) prawdziwosciowe: - (negacja), A (koniunkcja), V (alternatywa), — (implikacja
materialna), = (r6wnowaznoss materialna);

e symbole pomocnicze — nawiasy: ( oraz ).

Wyrazeniem jezyka KRZ jest dowolny skoiiczony ciag symboli alfabetu KRZ. Wynikiem podstawie-
nia w wyrazeniu
T1T2 .. . Lj—1L3Ti41 .- Tp

wyrazenia y1ys . . . Y za symbol z; nazywamy wyrazenie
T1X2 ... Ti—1Y1Y2 -+  YpLit1 -+ - T

4.1.2. Formuly jezyka KRZ
1. Kazda zmienna zdaniowa KRZ jest formula jezyka KRZ.
2. Jesli A oraz B sg formutami jezyka KRZ, to formutami jezyka KRZ sa roéwniez:
=(A), (A) A (B), (A) v (B), (A) — (B) oraz (A) = (B).

3. Nie ma innych formut jezyka KRZ niz te, ktore powstaja na mocy powyzszych punktow 11 2.

4.1.3. UWAGI

e —(A) nazywamy negacjg formulty A. Gdy A jest zmienna zdaniowa, to opuszczamy nawiasy.

e Formuty (A)A(B),(A)V(B),(A) — (B) oraz (A) = (B) nazywamy, odpowiednio, koniunkcjqg, alter-
natywa, itmplikacjq oraz rownowaznoscig formut A i B. Pierwszy argument implikacji nazywamy
jej porzednikiem, drugi nastepnikiem. Argumenty koniunkcji, alternatywy oraz réwnowaznosci
nazywamy ich cztonami.

e Nie ma ograniczenia na dtugosé formut. Kazda formuta jest skonczonym ciggiem symboli. W praktyce,
zamiast zmiennych z indeksami uzywamy kilku matych literek taciriskich (np.: p,q,r, s, t).

e Wybor takich, a nie innych spojnikow (sposrod wszystkich dwudziestu) w prezentacji semantyki KRZ
jest motywowany tradycja oraz wzgledami pragmatycznymi.

HPetniejsze omowienie tej problematyki znajda Panistwo np. w podreczniku: Tadeusz Batég Podstawy logiki. Wydawnictwo
Naukowe UAM, Poznan 2003, ktorego kilkadziesiat egzemplarzy znajduje sie¢ w Bibliotece Instytutu Jezykoznawstwa UAM.
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e Uzywamy tu notacji infiksowej (symbol spojnika stawiamy miedzy symbolami argumentéw, podobnie
jak kazano nam to robi¢ w wyrazeniach arytmetycznych w szkole. Uzywane sa tez inne systemy notacji
— np. prefiksowa (zwana tez polska), w ktorej symbol spojnika poprzedza jego argumenty; zbedne sa
wtedy nawiasy.

e Spojnikiem gtownym formuly nazywamy ten z jej spojnikow, ktory nie wystepuje w argumencie
zadnego innego spojnika w tej formule.

e Dla przejrzystosci zapisu uzywaé¢ mozna kilku rodzajow nawiasow. Ich ksztalt nie jest istotny. W
kazdej formule liczba lewych nawiaséw réwna jest liczbie prawych nawiasow.

o Wiszystkie formuly rachunku zdari sa jednoznaczne sktadniowo: nie jest poprawng formula np. pVgAr;
poprawne sg natomiast zarowno (pV (g Ar)) jaki ((pV q) Ar).

e Dla prostoty zapisu, niektore nawiasy zwykle opuszczamy. Stosujemy umowy dotyczace sity wiazania
spojnikow.

o Uzywamy metazmiennych dla formut jezyka KRZ — jak np. w indukcyjnej definicji formut podane;j
WYZ€j.

4.1.4. Wartosci logiczne

Zaktadamy, ze mamy do dyspozycji dwa rbézne obiekty. Nazywamy je wartosSciami logicznymsi:
PrAWDA oraz FALszEM. Nie pytamy, czym one sa. Oczywiscie, motywacja do takiego wlasnie ich nazwania
jest jasna: interesuja nas zwiazki miedzy wyrazeniami jezykowymi okreslone przez ich prawdziwoss badz
falszywos¢. Powszechnie przyjeta jest wygodna konwencja uzywania 1 oraz 0 na oznaczenie, odpowiednio,
PrRAWDY oraz FALSZU.

4.1.5. Wartosciowania zmiennych

Wartosciowaniem zmiennych zdaniowych w KRZ nazywamy dowolny ciag nieskoniczony (a wiec
taki, ktorego elementy ponumerowane moga by$ liczbami 1,2, 3, ...) wartosci logicznych.

4.1.6. Funkcje prawdziwos$ciowe

Dowolng funkcje, ktora kazdemu skonczonemu ciggowi wartosci logicznych przyporzadkowuje wartosé
logiczna nazywamy funkcjqg prawdziwosciowq. Zatem, funkcje prawdziwosciowe moga by¢ jedno-, dwu-,
trdj-, itd. argumentowe.

Wszystkie funkcje prawdziwosciowe jedno- oraz dwuargumentowe podaja ponizsze tabele.

larg [1]2]3]4]
0 [0]0][1]1
1 [[0[1]0]1

Pierwsza kolumna tabeli podaje wszystkie wartosci argumentu, kolumny o numerach 1-4 podaja wartosé
dla tego argumentu kazdej z czterech jednoargumentowych funkcji prawdziwosciowych. Funkcja o wartos-
ciach z kolumny 3 nazywana jest NEGACJA. Oznaczmy ja symbolem Ng. Zatem:
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[argl [arg2 [1[2[3[4]5[6[7[8[9]10[11[12[13[14[15] 16 |
0 o JofJoJoJoJoJoJoJoJ1J1 1111 ][1]1
0 1 ofofofo[1[1]1[1]o[ OO |oOo[1[1]1]1
1 o [fofloflr|1]ofol1|1]lolo|1[1]o]oOo][1]T1
1 1 of1]of1][of1]o[1]o[1T[o|1T]O0[1]o0]1

Pierwsze dwie kolumny podaja wszystkie uklady wartosci argumentow, kolumny o numerach 1-16 podaja
wartos¢ dla tego uktadu argumentéw kazdej z szesnastu dwuargumentowych funkcji prawdziwosciowych.
Wprowadzamy oznaczenia dla niektérych z tych funkcji:

Funkcja o warto$ciach z kolumny | nazywana jest i oznaczana
2 KONIUNKCIA Kn
8 ALTERNATYWA Al
14 IMPLIKACJIA Im
10 ROwNOWAZNOSCIA | Rw

Zapamietanie wartosci wymienionych funkcji utatwié powinna ponizsza tabelka:

Kn(z,y) =1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | x =y =1

Al(z,y) =0 | wtedy i tylko wtedy, gdy | t =y =0

Im(z,y) =0 | wtedy i tylko wtedy, gdy | « =1 oraz y =0
1 | wtedy i tylko wtedy, gdy | z =y

4.1.7. UWAGI

Symetria. Mamy: Kn(z,y) = Kn(y,z) (podobnie dla Al oraz Rw). Natomiast Im(1,0) # Im(0,1).

Dla celow elementarza logicznego nie ma potrzeby rozwazania funkcji prawdziwosciowych wiecej niz
dwuargumentowych.

Zamiast terminu alternatywa uzywa si¢ tez terminu alternatywa niewykluczajgca. Przez alter-
natywe wykluczajgceg rozumiemy negacje rownowaznosci: Alw(z,y) = Ng(Rw(z,y)). Alw(z,y) ma
wiec warto$é 1 wtedy i tylko wtedy, gdy doktadnie jeden z argumentéw ma wartosé 1 (lub, co na jedno
wychodzi, gdy argumenty maja rozne wartosci).

Poszczegodlne funkcje prawdziwosciowe moga byé otrzymane jako ztozenia innych. Na przyktad, kazda

funkcja prawdziwosciowa moze by¢ otrzymana z funkcji Ng oraz Kn, albo z Ng i Im, albo z Ng oraz
Al.

Widaé, ze istnieje odpowiednio$¢ miedzy spojnikami prawdziwosciowymi a funkcjami prawdziwoscio-
wymi.

4.1.8. Wartosé formuty

Niech For oznacza zbiér wszystkich formul jezyka KRZ, a 2“ zbioér wszystkich wartosciowan. Jesli w
jest wartosciowaniem, to niech w; oznacza i-ty element ciagu w.

Funkcja Val : For x 2¢ — {0, 1} przyporzadkowuje kazdej parze (A, w) zlozonej z formulty A
oraz wartosciowania w jednoznacznie wyznaczona wartos¢ logiczna, nazywana wartosciq for-
multy A przy warto$ciowaniu w.

Definicja funkcji Val jest indukcyjna (tzw. indukcja strukturalna po budowie formuty A):
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= Kn(Val(A,w),Val(B,w));
e Val = Al(Val(A,w), Val(B,w));

e Val — (B),w) = Im(Val(A,w),Val(B,w));
e Val((A) = (B),w) = Rw(Val(A,w), Val(B,w)).

Wartosé formuly przy danym wartosciowaniu zalezy tylko od skonczonej liczby elementéw tego war-
tosciowania (bo kazda formula zawiera jedynie skoriczong liczbe zmiennych). Ustalanie wartosci formutly
przy danym warto$ciowaniu jest procedura obliczalng: dla dowolnej formuly oraz wartosciowania mozna
w skoniczonej liczbie prostych, mechanicznych krokéw (jawnie opisanych w tabelkach prawdziwosciowych
dla spojnikow logicznych) ustali¢ wartosé tej formuly przy tym wartosciowaniu. Przy tym, jesli formuta
A zawiera n zmiennych zdaniowych, to przy ustalaniu jej wartosci wystarczy bra¢ pod uwage najwyzej 2"
wartosciowan.

4.1.9. Wynikanie logiczne w KRZ

Formuta A wynika logicznie ze zbioru formut X wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego war-
tosciowania w dla ktérego wszystkie formuly ze zbioru X maja warto$é¢ 1 (PRAWDA), roéwniez
formuta A ma przy tym wartosciowaniu wartosé 1.

Zatem, formuta A nie wynika logicznie ze zbioru formul X wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co najmniej
jedno wartosciowanie, przy ktorym wszystkie formuty ze zbioru X maja wartos¢ 1 (PRAWDA), a formula A
ma wartosé 0 (FALSZ).

4.1.10. Semantyczna niesprzecznosé

Zbior formut X jest semantycznie niesprzeczny, wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje wartoscio-
wanie, przy ktorym wszystkie formuty z tego zbioru majg wartosé 1. W przeciwnym przypadku
mowimy, ze zbiér ten jest semantycznie sprzeczny.

Zatem, zbior formul jest semantycznie sprzeczny wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje wartosciowanie
przy ktorym wszystkie formuly z tego zbioru maja wartosé 1.
4.1.11. Reguly wnioskowania

Dowolna para zlozona ze zbioru formul (przestanek) oraz z formuly (wniosku) nazywana jest
regutq wnioskowania.

Ag,.. An

Regule o przestankach Ay, ..., A, oraz wniosku B zapisujemy symbolicznie jako =

4.1.12. Niezawodne reguly wnioskowania

Reguta wnioskowania jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy jej wniosek wynika logicznie z
jej przestanek. W przeciwnym przypadku moéwimy, ze regula jest zawodna.

Zatem:

e regula jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy przy kazdym warto$ciowaniu, przy ktorym wszystkie
jej przestanki maja wartosé 1 réwniez jej wniosek ma wartos$é 1;

e regula jest zawodna wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje co najmniej jedno warto$ciowanie przy ktérym
wszystkie jej przestanki maja warto$é¢ 1, a wniosek ma wartos$é 0;

e regula jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy nie istnieje warto$ciowanie przy ktérym wszystkie jej
przestanki maja warto$é¢ 1, a wniosek ma wartosé 0.

W praktyce (w elementarzu logicznym) rozwazamy jedynie takie reguty wnioskowania, ktorych zbiory
przestanek sa zbiorami skoriczonymi.
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4.1.13. Tautologie KRZ
Formula A jest tautologiqg KRZ (PRAWEM LOGIKI KRZ) wtedy i tylko wtedy, gdy Val(A,w) =1
dla kazdego warto$ciowania w.

Formutla A jest kontrtautologia KRZ wtedy i tylko wtedy, gdy Val(A,w) = 0 dla kazdego
wartosciowania w.

4.1.14. Semantyczna réwnowazno$¢ formut

Formuly A oraz B sg semantycznie rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy tautologia KRZ
jest formuta (A) = (B).

Zatem, formuly A oraz B sa semantycznie rownowazne wtedy i tylko wtedy, gdy Val(A4,w) = Val(B,w)
dla kazdego warto$ciowania w.

4.1.15. Twierdzenie o dedukcji

Regula % jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy formuta (A; A ... A A,) — B jest

tautologia KRZ.

Zatem, aby sprawdzi¢ czy regula Al"é’A" jest niezawodna wystarcza sprawdzi¢, czy jedna formula, a

mianowicie podana wyzej implikacja (ktorej poprzednikiem jest koniunkcja wszystkich przestanek rozwazanej
reguly, a nastepnikiem wniosek tej reguly) jest tautologia KRZ.

X K ok
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