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Imieg i nazwisko: ............. FLowcy BYKA KRETENSKIEGO

1. [2 punkty] Relacja r6wnowaznosci. Definicja i przyktad.
2. [2 punkty] Relacja czgSciowego porzadku. Definicja i przyktad.

3. [3 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw
(tutaj X — Y to réznica zbioréw X oraz Y, X NY to iloczyn zbioréw X oraz Y,
za$ X' to dopetnienie zbioru X):

(A-B)—(B-A) =CnC’

4. [3 punkty] Oblicz pochodna funkcji:

5. [5 punktéw] Udowodnij przez indukcj¢ matematyczng NIEROWNOSC BERNO-
ULLIEGO: jesli d > —1, to dla wszystkichn € N

(1+d)">1+n-d
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ROZWIAZANIA

Lowcy BYKA KRETENSKIEGO

1. Méwimy, ze relacja R w zbiorze X jest relacja rownowaznoSci w X, gdy jest
ona w tym zbiorze:

1. zwrotna: dla wszystkich z € X zachodzi x Rz
2. symetryczna: dla wszystkich z € X oraz y € X, jesli xRy, to yRx

3. przechodnia: dla wszystkich x € X,y € X oraz z € X, jeSli xRy oraz
yRz,to xRz.

Przyktady: relacja identycznoSci, relacja kongruencji modulo ustalona liczba
pierwsza, relacja rownolegtosci prostych na ptaszczyzZnie, relacja przystawania fi-
gur geometrycznych, relacje kongruencji w algebrach, relacja izomorfizmu struk-
tur relacyjnych.

2. Méwimy, ze relacja R w zbiorze X jest relacja czesciowego porzadku w X,
gdy jest ona w tym zbiorze:

1. zwrotna: dla wszystkich x € X zachodzi xRz

2. przechodnia: dla wszystkich z € X,y € X oraz z € X, jesli xRy oraz
yRz,to xRz

3. antysymetryczna: dla wszystkich x € X oraz y € X, jesli xRy oraz yRx,
tor =vy.

Przyktady: relacja inkluzji C, relacja < w zbiorze R, relacja podzielnosci w
zbiorze 7. Kazdy porzadek liniowy (czyli spdjny porzadek czgsciowy) jest oczy-
wiscie porzadkiem czgSciowym. Uniwersum kazdej kraty (a wigc takze kazdej
algebry Boole’a) jest zbiorem czgSciowo uporzadkowanym. Dodajmy, ze przez
ostry porzadek czgsciowy rozumiemy relacje, ktéra jest przeciwzwrotna i prze-
chodnia (a w konsekwencji takze asymetryczna, jak pokazano na wyktadzie).

3. Prawa strona rozwazanej rownosci jest zbiorem pustym, poniewaz C' N C’" = ()
dla dowolnego zbioru C'. Aby pokazaé, ze rownos¢ ta nie jest prawem rachunku



zbioréw wystarczy zatem znaleZz¢ takie zbiory A i B, ze lewa strona réwnosci jest
niepusta. Na mocy definicji rozwazanych operacji oraz praw rachunku zbioréw
(podanych na wyktadzie) mamy:

(A—B)—(B—A)=(AnB)YN(BNA=(AnB)YNn(B'U(A")) =

(ANB)YN(BUA) =(ANnB NBYUANB NA) =(ANBYU(ANB') =
ANB =A-B.

Tak wigc, szukanego kontrprzyktadu dostarczaja dowolne zbiory A, B oraz C'
takie, iz A — B # (), zas C' moze by¢ jakimkolwiek zbiorem.

Mozna tez narysowaé diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies
elementy w kazdej sktadowej i policzyC, czemu réwna jest lewa 1 prawa strona
rozwazanej rownosci.

W oznaczeniach tego rysunku mamy:

C ={4,5,6,7}
C'=1{1,2,3,8}
cnNnc' =1

A=1{1,2,4,5}
B =1{2,3,5,6}
A—B={14}
B — A= {3,6}

(A—B)—(B—A)={1,4y=A—-B.
Wida¢ zatem, ze (A — B) — (B — A) # C' N (", czyli rozwazana réwnos¢ nie
jest prawem rachunku zbioréw.

4. Pochodna funkcji f(z) = VAR obliczamy stosujac wzor na pochodng ilorazu.

xT

Nalezy przy tym pamigtac, ze w liczniku mamy funkcj¢ zlozona (pierwiastek z



wielomianu) i zastosowa¢ w stosownym miejscu wzor na pochodna funkcji zto-
zonej. Mamy:
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5. DOwOD. Widaé, ze nieréwnos¢ ta zachodzi dla pierwszej liczby z rozwazanego
zakresu, czyli dla 1:
(I+d)'>1+1-4d

Przypusémy, ze nierownos¢ zachodzi dla liczby £ (zatozenie indukcyjne):
(I+d)f>1+4k-d
Trzeba pokazaé, ze nieréwno$¢ zachodzi tez dla liczby k + 1, czyli ze zachodzi:
T+ d)" ' =214 (k+1)-d.

Mamy:
(1+d) =1 +d)r (1+4).

Na mocy zalozenia indukcyjnego, (1 + d)* > 1+ k - d, a zatem
I+ > (1 +k-d)-(1+d).

Poniewaz (1 +k-d)-(1+d) =1+d+k-d+k-d* =1+ (k+1)-d+k-d* a
k-d? >0, wiec

T+ )" > 14 (k+1)-d.
WykazaliSmy zatem, ze jesli rozwazana nieréwno$¢ zachodzi dla &, to zachodzi

takze dla k£ + 1. Na mocy zasady indukcji matematycznej, rozwazana nieroOwnos¢
zachodzi dla kazdej dodatniej liczby naturalne;j.



