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Wprowadzenie

Plan na dzi±:

de�nicja funkcji pierwotnie, cz¦±ciowo i ogólnie rekurencyjnych;

przykªady i proste wªasno±ci funkcji rekurencyjnych;

de�nicje przez schematy rekursji;

funkcje koduj¡ce liczby naturalne.

B¦dziemy korzysta¢ z de�nicji oraz przykªadów zamieszczonych w:

I.A. �awrow, L.L. Maksimowa Zadania z teorii mnogo±ci, logiki

matematycznej i teorii algorytmów. Wydawnictwo Naukowe PWN,

Warszawa 2004. Z j¦zyka rosyjskiego przeªo»yª Jerzy Pogonowski.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

De�nicja funkcji rekurencyjnych

Cz¦±ciowe funkcje liczbowe f n(x1, . . . , xn) (dla n = 1, 2, . . .), to funkcje

okre±lone na pewnym podzbiorze zbioru N n o warto±ciach b¦d¡cych

liczbami naturalnymi.

Dla dowolnych liczb a1, . . . , an ∈ N oraz funkcji f k i g s piszemy

f k(aj1 , . . . , ajk ) = g s(aj1 , . . . , ajs ),

je±li: albo warto±ci f k(aj1 , . . . , ajk ) oraz g s(aj1 , . . . , ajs ) s¡ nieokre±lone

albo s¡ obie okre±lone i identyczne.

n-argumentowa funkcja f n(x1, . . . , xn) jest caªkowita, je±li jej dziedzin¡ jest

caªy zbiór N n, czyli gdy δf n = N n.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Funkcje proste, zªo»enie i podstawienie

Nast¦puj¡ce funkcje caªkowite nazywamy prostymi:

s1(x) = x + 1,

o1(x) = 0,

I nm(x1, . . . , xn) = xm (dla 1 6 m 6 n).

Funkcja hn(x1, . . . , xn) = gm(f n1 (x1, . . . , xn), . . . , f
n
m(x1, . . . , xn))

otrzymywana jest z funkcji gm, f n1 , . . . , f nm przez operacj¦ zªo»enia.

Funkcj¦ hn(x1, . . . , xn) = gm(t1, . . . , tm) otrzymujemy z pomoc¡ operacji

podstawienia z funkcji gm, f1, . . . , fk , gdy ti = fj(xj1 , . . . , xjs ), gdzie ka»de

xjl jest jedn¡ ze zmiennych x1, . . . , xn lub ti jest jedn¡ ze zmiennych

x1, . . . , xn.

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (7) (JiNoI III) 11 kwietnia 2007 4 / 34



De�nicja funkcji rekurencyjnych

Schemat rekursji prostej

Funkcj¦ f n+1(x1, . . . , xn, y) otrzymujemy z funkcji gn(x1, . . . , xn) oraz

hn+2(x1, . . . , xn, y , z) za pomoc¡ operatora rekursji prostej, gdy mo»e ona

by¢ okre±lona nast¦puj¡cym schematem rekursji prostej:

f n+1(x1, . . . , xn, 0) = gn(x1, . . . , xn),

f n+1(x1, . . . , xn, y + 1) = hn+2(x1, . . . , xn, y , f n+1(x1, . . . , xn, y)).

Dla n = 0 schemat rekursji prostej przyjmuje nast¦puj¡c¡ posta¢:

f (0) = a,

f (y + 1) = g(y , f (y)),

gdzie a jest jednoargumentow¡ funkcj¡ staª¡ o warto±ci a.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Minimum efektywne

Funkcj¦ f n(x1, . . . , xn) otrzymujemy z funkcji gn+1(x1, . . . , xn, y) za

pomoc¡ operacji minimum efektywnego (za pomoc¡ µ-operatora), co
zaznaczamy nast¦puj¡co:

f n(x1, . . . , xn) = µy [gn+1(x1, . . . , xn, y) = 0],

gdy speªniony jest warunek:

f n(x1, . . . , xn) jest okre±lone i równe y wtedy i tylko wtedy, gdy

g(x1, . . . , xn, 0), . . . , g(x1, . . . , xn, y − 1) s¡ wszystkie okre±lone i ró»ne od

0, za± g(x1, . . . , xn, y) = 0.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Funkcje: pierwotnie, cz¦±ciowo i ogólnie rekurencyjne

Funkcja f (x1, . . . , xn) jest pierwotnie rekurencyjna (prf ), je±li mo»e

by¢ otrzymana z funkcji prostych za pomoc¡ sko«czonej liczby

zastosowa« operacji zªo»enia oraz rekursji prostej.

Funkcja f (x1, . . . , xn) jest cz¦±ciowo rekurencyjna (crf ), je±li mo»e by¢

otrzymana z funkcji prostych za pomoc¡ sko«czonej liczby zastosowa«

operacji zªo»enia, rekursji prostej oraz minimum efektywnego.

Funkcja f (x1, . . . , xn) jest ogólnie rekurencyjna (orf ), gdy jest ona

caªkowit¡ funkcj¡ cz¦±ciowo rekurencyjn¡.

Ka»da funkcja pierwotnie rekurencyjna jest te» ogólnie rekurencyjna (lecz

nie na odwrót).
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Ograniczony µ-operator

Funkcj¦ f n(x1, . . . , xn) otrzymujemy z funkcji

gn+1(x1, . . . , xn, y) oraz hn(x1, . . . , xn)

za pomoc¡ ograniczonego µ-operatora, je±li dla wszystkich x1, . . . , xn:

µy [gn+1(x1, . . . , xn, y) = 0]

jest okre±lone i nie wi¦ksze ni» hn(x1, . . . , xn) oraz

f n(x1, . . . , xn) = µy [gn+1(x1, . . . , xn, y) = 0].
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Inne schematy rekursji

Funkcj¦ f n+1 otrzymujemy z gn, hn+s+1, t11 , . . . , t
1
s z pomoc¡ schematu

rekursji zwrotnej, gdy mo»e ona by¢ okre±lona schematem:

f n+1(x1, . . . , xn, 0) = gn(x1, . . . , xn),
f n+1(x1, . . . , xn, y + 1) =

= hn+s+1(x1, . . . , xn, y , f (x1, . . . , xn, t1(y + 1)), . . .
. . . , f (x1, . . . , xn, ts(y + 1))),

gdzie t1(y + 1) 6 y , . . . , ts(y + 1) 6 y .

Je±li funkcje g , h, t1, . . . ts s¡ pierwotnie rekurencyjne, to funkcja f jest

pierwotnie rekurencyjna.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Inne schematy rekursji

Niech f n+1
1 , . . . , f n+1

k b¦d¡ zde�niowane przez rekursj¦ jednoczesn¡, tzn.

za pomoc¡ nast¦puj¡cego schematu:


f n+1
i (x1, . . . , xn, 0) = gn

i (x1, . . . , xn),

f n+1
i (x1, . . . , xn, y + 1) =

= hn+k+1
i (x1, . . . , xn, y , f1(x1, . . . , xn, y), . . . , fk(x1, . . . , xn, y))

dla wszystkich 1 6 i 6 k .

Mo»na udowodni¢, »e je±li funkcje g1, . . . , gk , h1, . . . , hk s¡ pierwotnie

rekurencyjne, to funkcje f1, . . . , fk s¡ pierwotnie rekurencyjne.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Inne schematy rekursji

Schemat rekursji ograniczonej ma posta¢ nast¦puj¡c¡:

f (x1, . . . , xn, 0) = g(x1, . . . , xn)

f (x1, . . . , xn, x + 1) = h(x1, . . . , xn, x , f (x1, . . . , xn, x))

f (x1, . . . , xn, x) 6 j(x1, . . . , xn, x).

Mo»liwe s¡ ró»ne dalsze schematy rekursji.

De�niowanie przez rekursj¦ to wa»ne narz¦dzie w j¦zykach programowania.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Funkcje elementarnie rekurencyjne

Klasa funkcji elementarnie rekurencyjnych to najmniejsza klasa funkcji

zawieraj¡ca funkcje:

odejmowania . ,

funkcj¦ wykªadnicz¡,

funkcj¦ nast¦pnika,

oraz zamkni¦ta ze wzgl¦du na operacje:

zªo»enia,

minimum ograniczonego.

Mo»na udowodni¢, »e klasa wszystkich funkcji elementarnie rekurencyjnych

jest zawarta w klasie wszystkich funkcji pierwotnie rekurencyjnych (i ta

inkluzja jest wªa±ciwa).
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Hierarchia Grzegorczyka

Hierarchia Grzegorczyka. Niech: f0(x , y) = y + 1, f1(x , y) = x + y ,

f2(x , y) = (x + 1) · (y + 1), i dla n > 2:

fn+1(0, y) = fn(x + 1, y + 1)
fn+1(x + 1, y) = fn+1(x , fn+1(x , y)).

Dla dowolnego n niech En b¦dzie najmniejsz¡ klas¡ funkcji zawieraj¡c¡

funkcje: I 21 , I
2
2 , funkcj¦ nast¦pnika oraz funkcj¦ fn i zamkni¦t¡ ze wzgl¦du

na zªo»enie i schemat rekursji ograniczonej. Wtedy:

E3 jest równa klasie funkcji elementarnie rekurencyjnych;

dla ka»dego n mamy: En ⊂ En+1 (wszystkie inkluzje wªa±ciwe);⋃
n
En jest równy klasie wszystkich funkcji pierwotnie rekurencyjnych;

dla ka»dego n funkcje fn s¡ ±ci±le rosn¡ce wzgl¦dem ka»dego z

argumentów;

dla ka»dego n funkcja fn+1(x , x) ro±nie szybciej ni» wszystkie funkcje

klasy En.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Oznaczenia

Stosujemy oznaczenie:

f n(x1, . . . , xn) = µy [g(x1, . . . , xn, y) = h(x1, . . . , xn, y)],

gdy speªniony jest warunek: f n(x1, . . . , xn) jest okre±lone i równe y wtedy i

tylko wtedy, gdy g(x1, . . . , xn, i) oraz h(x1, . . . , xn, i) s¡ okre±lone dla

i = 0, 1, . . . , y , g(x1, . . . , xn, i) 6= h(x1, . . . , xn, i) dla i < y oraz

g(x1, . . . , xn, y) = h(x1, . . . , xn, y).

W podobny sposób rozumiemy oznaczenia:

µy [ϕ(x1, . . . , xn, y) 6= g(x1, . . . , xn, y)],

µy [ϕ(x1, . . . , xn, y) 6 g(x1, . . . , xn, y)],

µy [ϕ(x1, . . . , xn, y) < g(x1, . . . , xn, y)], itd.
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De�nicja funkcji rekurencyjnych

Iteracja, odwrócenie, funkcja uniwersalna

B¦dziemy mówi¢, »e funkcj¦ f (x) otrzymujemy z funkcji g(x) przez iteracj¦

i oznacza¢ ten fakt przez f (x) = ig(x), gdy

f (0) = 0,

f (x + 1) = g(f (x)).

B¦dziemy mówi¢, »e funkcj¦ f (x) otrzymujemy z funkcji g(x) przez

odwrócenie i zaznacza¢ ten fakt przez f (x) = g−1(x), gdy

f (x) = µy [g(y) = x ].

Niech G b¦dzie pewn¡ rodzin¡ n-argumentowych funkcji cz¦±ciowych.

Funkcj¦ F n+1 nazwiemy funkcj¡ uniwersaln¡ dla G , je±li

G = {F (0, x1, . . . , xn),F (1, x1, . . . , xn), . . .}.
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

Nast¦puj¡ce funkcje s¡ pierwotnie rekurencyjne:

(1) f (x) = x + n;

(2) f (x) = n;

(3) f (x , y) = x + y ;

(4) f (x , y) = x · y ;
(5) f (x , y) = xy (przyjmujemy 00 = 1);

(6) f (x) = x! (przyjmujemy 0! = 1).
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

Dowód.

(1) f (x) = s(s(. . . s︸ ︷︷ ︸
n razy

(x) . . .)).

(2) f (x) = s(s(. . . s︸ ︷︷ ︸
n razy

(o(x)) . . .)).

(3) f (x , y) otrzymujemy przez rekursj¦ prost¡ z funkcji g(x) = I 11 (x)
oraz h(x , y , z) = s(I 33 (x , y , z)).

(4) f (x , y) otrzymujemy przez rekursj¦ prost¡ z g(x) = o(x) i

h(x , y , z) = I 31 (x , y , z) + I 33 (x , y , z).

(5) f (x , 0) = 1, f (x , y + 1) = x · f (x , y).

(6) f (0) = 1, f (x + 1) = s(x) · f (x).
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

Nast¦puj¡ce funkcje s¡ pierwotnie rekurencyjne:

(7) sg(x) =

{
0, gdy x = 0

1, gdy x > 0;

(8) sg(x) =

{
0, gdy x > 0

1, gdy x = 0;

(9) x . 1 =

{
0, gdy x = 0

x − 1, gdy x > 0;

(10) x . y =

{
0, gdy x 6 y

1, gdy x > y ;

(11) |x − y |;
(12) max(x , y);

(13) min(x , y).
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

Dowód.

(7) sg 0 = 0; sg(x + 1) = s(o(x)).

(8) sg0 = 1, sg(x + 1) = o(x).

(9) 0 . 1 = 0, (x + 1) . 1 = x .

(10) x . 0 = x , x . (y + 1) = (x . y) . 1.

(11) |x − y | = (x . y) + (y . x).

(12) max(x , y) = x · sg(x . y) + y · sg(x . y).

(13) min(x , y) = x · sg(y . x) + y · sg(y . x).
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

Niech funkcje f n0 , f n1 , . . . , f ns maj¡ nast¦puj¡c¡ wªasno±¢: dla dowolnych

argumentów x1, . . . , xn jedna i tylko jedna z tych funkcji równa jest 0.

Powiemy, »e funkcja gn jest okre±lona warunkowo, gdy

gn(x1, . . . , xn) =


hn0(x1, . . . , xn), gdy f n0 (x1, . . . , xn) = 0,
. . . . . . . . .
hns (x1, . . . , xn), gdy f ns (x1, . . . , xn) = 0.

Je±li funkcje hn0 , . . . , h
n
s , f

n
0 , . . . , f ns s¡ pierwotnie rekurencyjne, to gn jest

pierwotnie rekurencyjna.

Dowód. g(x1, . . . , xn) = h0(x1, . . . , xn) · sg f0(x1, . . . , xn) + . . .
. . . + hs(x1, . . . , xn) · sg fs(x1, . . . , xn).
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

Niech gn+1, αm, βm b¦d¡ funkcjami pierwotnie rekurencyjnymi. Wtedy

nast¦puj¡ce funkcje s¡ pierwotnie rekurencyjne:

(14) f n+1(x1, . . . , xn, xn+1) =
xn+1∑
i=0

g(x1, . . . , xn, i);

(15) f n+2(x1, . . . , xn, y , z) =


z∑

i=y
g(x1, . . . , xn, i), gdy y 6 z ,

0, gdy y > z ;

(16) f n+m(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =

=


β(y1,...,ym)∑

i=α(y1,...,ym)

g(x1, . . . , xn, i), gdy α(y1, . . . , ym) 6 β(y1, . . . , ym),

0, w pozostaªych przypadkach;

Jerzy Pogonowski (MEG) Funkcje rekurencyjne (7) (JiNoI III) 11 kwietnia 2007 21 / 34



Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

(17) f n+1(x1, . . . , xn, xn+1) =
xn+1∏
i=0

g(x1, . . . , xn, i);

(18) f n+2(x1, . . . , xn, y , z) =


z∏

i=y
g(x1, . . . , xn, i), gdy y 6 z

0, gdy y > z ;

(19) f n+m(x1, . . . , xn, y1, . . . , ym) =

=


β(y1,...,ym)∏

i=α(y1,...,ym)

g(x1, . . . , xn, i), gdy α(y1, . . . , ym) 6 β(y1, . . . , ym),

0, w pozostaªych przypadkach.
Je±li funkcj¦ f otrzymujemy z funkcji pierwotnie rekurencyjnych g i h za

pomoc¡ ograniczonego µ-operatora, to f jest pierwotnie rekurencyjna.

Dowód. f (x1, . . . , xn) =
h(x1,...,xn)∑

i=0
sg(

i∏
j=0

g(x1, . . . , xn, j)).
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

Nast¦puj¡ce funkcje s¡ pierwotnie rekurencyjne:

(20) [ xy ] � cz¦±¢ caªkowita z dzielenia x przez y (przyjmujemy, »e

[ x0 ] = x);

(21) rest(x , y) � reszta z dzielenia x przez y (przyjmujemy, »e

rest(x , 0) = x);

(22) τ(x) � liczba dzielników liczby x , gdzie τ(0) = 0;

(23) σ(x) � suma dzielników liczby x , gdzie σ(0) = 0;

(24) lh(x) � liczba dzielników liczby x , które s¡ liczbami pierwszymi

(przyjmujemy lh(0) = 0);

(25) π(x) � liczba liczb pierwszych nie wi¦kszych ni» x ;

(26) k(x , y) � najmniejsza wspólna wielokrotno±¢ liczb x i y , gdzie

k(x , 0) = k , k(0, y) = 0;

(27) d(x , y) � najwi¦kszy wspólny dzielnik liczb x i y , gdzie

d(0, 0) = 0.
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

(20) [ xy ] =
x∑

i=1
sg (iy . x).

(21) rest (x , y) = x . y [ xy ].

(22) τ(x) =
x∑

i=1
sg (rest (x , i)).

(23) σ(x) =
x∑

i=1
isg (rest (x , i)).

(24) x jest liczb¡ pierwsz¡ ⇔ τ(x) = 2 (zob. (22));

lh (x) =
x∑

i=1
sg (|τ(i)− 2|+ rest (x , i)).

(25) π(x) =
x∑

i=1
sg (|τ(i)− 2|) (zob. (22)).

(26) k(x , y) = µz [z · sg (x · y) + sg(x · y)(sg z+
+rest (z , x) + rest (z , y)) = 0] 6 x · y .

(27) d(x , y) = [ xy
k(x ,y) ] + x · sg y + y · sg x (zob. (26)).
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

Nast¦puj¡ce funkcje s¡ pierwotnie rekurencyjne:

(28) p(x) � x-ta liczba pierwsza (p(0) = 2, p(1) = 3, p(2) = 5, . . .);

(29) long(x) � numer najwi¦kszego dzielnika liczby x , b¦d¡cego liczb¡

pierwsz¡;

(30) ex(x , y) � wykªadnik pot¦gi x-tej liczby pierwszej p(x) w

kanonicznym rozkªadzie liczby y na czynniki pierwsze; przyjmujemy, »e

ex(x , 0) = 0;

(31) [
√
x ];

(32) [ y√x ], gdzie [ 0√x ] = x ;

(33) [x
√
2 ].
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Przykªady funkcji rekurencyjnych

(28) p(x) = µy [|π(y)− (x + 1)| = 0] 6 22
x
(zob. (25)).

(29) long (x) = µy [
x∑

i=y+1
sg (rest (x , p(i))) = 0] 6 x .

(30) ex (x , y) = µz [(sg rest (y , (p(x))z+1)) · sg y = 0] 6 x (zob. (28)).

(31) [
√
x ] = µz [sg ((z + 1)2 . x) = 0] 6 x .

(32) [ y√x ] = µz [sg ((z + 1)y . x) · sg y = 0] + sg y · x 6 x .

(33) [x
√
2 ] = µz [sg ((z + 1)2 − 2x2) = 0] 6 2x .

Jest niesko«czenie wiele funkcji pierwotnie (elementarnie, cz¦±ciowo,

ogólnie) rekurencyjnych.

Ka»da z tych klas zawiera jednak tylko ℵ0 funkcji.

Poniewa» wszystkich funkcji z N n w N jest kontinuum, wi¦c prawie

wszystkie funkcje s¡ poza klas¡ funkcji ogólnie rekurencyjnych.
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Niektóre wªasno±ci funkcji rekurencyjnych

Funkcja numeruj¡ca Cantora c(x , y) = (x+y)2+3x+y
2 ustanawia wzajemnie

jednoznaczn¡ odpowiednio±¢ mi¦dzy N 2 a N (koduje pary liczb

naturalnych).

Niech l(x) i r(x) b¦d¡ takie, »e c(l(x), r(x)) = x . Wtedy l(x) i r(x) s¡

pierwotnie rekurencyjne oraz l(c(x , y)) = x , r(c(x , y)) = y .

l(x) + r(x) = µz [sg ([ (z+1)(z+2)
2 ] . x) = 0] = z0(x) 6 2x ;

l(x) = x
.
[
z0(x) · (z0(x) + 1)

2
];

r(x) = z0(x)
.
l(x).
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Funkcje rekurencyjne � przykªady i wªasno±ci

Niektóre wªasno±ci funkcji rekurencyjnych

Dla ka»dego n > 1 zde�niujmy funkcje:c1(x) = x1

cn+1(x1, x2, x3, . . . , xn+1) = cn(c(x1, x2), x3, . . . , xn+1).

Niech cni (1 6 i 6 n) b¦d¡ takie, »e cn(cn1(x), . . . cnn(x)) = x . Wtedy:

Zachodz¡ równo±ci: cni (c
n(x1, . . . , xn)) = xi dla 1 6 i 6 n.

Funkcje cn i cni s¡ pierwotnie rekurencyjne.

Funkcje cn(x1, . . . , xn) ustanawiaj¡ wzajemnie jednoznaczne

odpowiednio±ci mi¦dzy N n oraz N (numeruj¡ ci¡gi liczb naturalnych

dªugo±ci n).

Z jednoargumentowych funkcji cz¦±ciowo rekurencyjnych oraz z funkcji

cn(x1, . . . , xn) otrzyma¢ mo»na wszystkie funkcje cz¦±ciowo

rekurencyjne.
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Niektóre wªasno±ci funkcji rekurencyjnych

Rozwa»my nast¦puj¡c¡ funkcj¦ Gödla:

β(x , y , z) = rest(x , 1 + y(z + 1)).

Mo»na udowodni¢, »e dla dowolnego sko«czonego ci¡gu liczb naturalnych

a0, . . . an ukªad równa«: 
β(x , y , 0) = a0
. . .
β(x , y , n) = an

ma co najmniej jedno rozwi¡zanie x , y .

Funkcje koduj¡ce zostan¡ wykorzystane w dowodach twierdze«

metalogicznych dotycz¡cych Arytmetyki Peana.
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Niektóre wªasno±ci funkcji rekurencyjnych

Dla ka»dej liczby naturalnej n istniej¡ funkcje uniwersalne dla klas

wszystkich n-argumentowych funkcji:

pierwotnie rekurencyjnych;

ogólnie rekurencyjnych.

Mo»na udowodni¢, »e dla ka»dej liczby naturalnej n istnieje ogólnie

rekurencyjna funkcja uniwersalna dla klasy wszystkich n-argumentowych

funkcji pierwotnie rekurencyjnych.

W dowodzie tego twierdzenia wykorzystuje si¦ mo»liwo±¢ kodowania liczb

naturalnych.

W szczególno±ci, wykazuje si¦, »e zakodowa¢ mo»na de�niowanie przez

schemat rekursji prostej oraz de�niowanie przez zªo»enie.
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Niektóre wªasno±ci funkcji rekurencyjnych

Twierdzenie A. Nie istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna uniwersalna

dla rodziny wszystkich n-argumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych.

Twierdzenie B. Nie istnieje funkcja cz¦±ciowo rekurencyjna uniwersalna

dla rodziny wszystkich n-argumentowych funkcji ogólnie rekurencyjnych.

Dowód A. Niech F (t, x1, . . . , xn) b¦dzie funkcj¡ uniwersaln¡ dla rodziny

wszystkich n-argumentowych funkcji pierwotnie rekurencyjnych i

przypu±¢my, »e jest ona pierwotnie rekurencyjna. Wtedy

f (x1, . . . , xn) = 1 + F (x1, x1, . . . , xn) = F (t0, x1, . . . , xn) dla pewnego t0.

St¡d 1 + F (t0, t0, . . . , t0) = F (t0, t0, . . . , t0). Dochodzimy do sprzeczno±ci.

Dowód B. Zauwa»my, »e funkcja uniwersalna powinna by¢ wsz¦dzie

okre±lona, tzn. caªkowita. Dalej, zobacz dowód Twierdzenia A.
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Tak wi¦c, cho¢ mo»na skonstruowa¢ funkcje uniwersalne dla rodziny

wszystkich n-argumentowych funkcji:

pierwotnie rekurencyjnych;

ogólnie rekurencyjnych,

to z powy»szych twierdze« A i B otrzymujemy przykªady

n + 1-argumentowych funkcji, które nie s¡:

pierwotnie rekurencyjne;

ogólnie rekurencyjne.

Inna metoda pokazywania, i» jaka± funkcja nie nale»y do okre±lonej klasy

funkcji to dowód, »e funkcja ta �ro±nie szybciej� ni» ka»da z funkcji tej

klasy. W ten sposób pokazuje si¦ np., »e funkcja Ackermanna nie jest

funkcj¡ pierwotnie rekurencyjn¡.
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Koniec

Mo»na udowodni¢, »e:

Dowolna funkcja cz¦±ciowo rekurencyjna jest prawidªowo obliczalna w

sensie Turinga.

Dowolna funkcja obliczalna w sensie Turinga jest cz¦±ciowo

rekurencyjna.

Istnieje funkcja pierwotnie rekurencyjna S(z , x , y ,w) taka, »e:

S(z , x , y ,w) =


1, gdy z = λ(T ) i maszyna T przetwarza

sªowo q101
x w sªowo q001

y0 . . . 0
w nie wi¦cej ni» w krokach,

0, w pozostaªych przypadkach.
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Koniec

Na dzi± wystarczy, prawda?

Zabieraj zabawki i p¦d¹ cieszy¢ si¦ Wiosn¡:
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