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@ Niniejsza prezentacja stanowi brutalny skrét prezentacji: Granice i
ciggtosc¢ oraz Struktury rézniczkowe: pochodna funkcji.

@ Zachecamy stuchaczy ich samodzielnej lektury, a takze
przypomnienia sobie wiadomosci o przestrzeniach metrycznych z
prezentacji Struktury topologiczne.

@ Na stronie wyktadu dostepne sg tez rozdziaty podrecznika,
omawiajgce te tematy.

@ Omawiane dzi$ pojecia dotyczg lokalnych wtasnosci funkcji jedne;j
zmiennej rzeczywiste;.

@ Ich charakterystyka wykorzystuje struktury: algebraiczng,
porzadkowg i topologiczna, okreslone dla liczb rzeczywistych.
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Granica funkcji Definicja

@ Definicja granicy funkcji w punkcie (Cauchy). Niech f: X — R,
gdzie X = {x € R: 0 < |x — xp| < adla pewnej a > 0}. Méwimy,
ze liczba g jest granicg funkcji f w punkcie xg, gdy dla kazdego
e > O istnieje § > 0 taka, ze: jesli 0 < |x — xg| < 0, to
[f(x) — g] < e. W takim przypadku piszemy: XIi_r}r)1( f(x)=g.

0
Czasem uzywa sig tez zapisu: f(x) — g dla x — Xp.

@ Definicja granicy funkcji w punkcie (Heine). Liczbe g
nazywamy granicg funkcji f w punkcie xg, gdy dla kazdego ciggu
(xn) takiego, ze x, # X dla wszystkich n > 1: jesli nIi_}m Xn = Xo, tO

nIi_}mOO f(xn) = 9.

@ Twierdzenie. Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona dla wszystkich
x takich, iz 0 < |x — xg| < a dla pewnej liczby a > 0. Istnienie
granicy funkcji f w punkcie xo w sensie definicji Cauchy’ego jest
rownowazne istnieniu granicy funkcji f w punkcie xo w sensie
definicji Heinego.
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Granica funkcji Definicja

f(x)

X0—5 X0 X0—|—5
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Granica funkcji Definicja

f(x)

X7 Xe X5 X4 X3 Xo Xq

f(x) =2+ {5 %2, lim £(x) =2
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Pokazemy, ze funkcja f(x) = x> ma w punkcie xo = 0 granice réwng 0.
Wezmy bowiem dowolny ciag liczb rzeczywistych (x,) dgzacy do zera,
czyli taki, ze Iim Xp = 0. Mamy wtedy:

lim f(xp) = I|m x2 = ( Jim xn)? =02 = 0.

Pokazemy, ze funkcja f(x) = sin 1; (zdefiniowana dla x # 0) nie ma
granicy w w punkcie xo = 0. Wystarczy w tym celu znalez¢ dwa ciagi
(xn) oraz (yn), oba zbiezne do 0 takie, ze ciagi wartosci (f(x,)) oraz
(f(yn)) sq zbiezne do r6znych granic. Niech: x, = - oraz

Yn= W Wtedy oczywiscie: IimOo Xp = nIme yn = 0. Mamy jednak:
lim f(xn) = lim sin(n-7)= lim 0=0

n_aoo n_~>oo . = n~>oo_ . _

nI|_>moo f(yn) = nI|_>mOOS|n(§ +2-n-7)= nI|_>moo1 =1

Tak wigc, nie istnieje granica funkcji f(x) = sin } w w punkcie xg = 0.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Granica, ciagtos¢, pochodna 6/38



Granica funkcji Granice w nieskonczonosci

@ Niech f bedzie okreslona dla x € [a, ) dla pewnego a > 0.
Mowimy, ze liczba g jest granicg funkcji f przy x dazgcym do o,
gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje liczba M > ataka, ze: jesli x > M,
to |f(x) — g| < e. Piszemy wtedy: XILmOO f(x)=g.

@ Niech f bedzie okreslona dla x € (—oc, a] dla pewnego a > 0.
Mowimy, ze liczba g jest granicg funkcji f przy x dazacym do —oo,
gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje liczba M > 0 taka, ze: jesli
x < —M, to |f(x) — g| < e. Piszemy wtedy: Xﬂrpoo f(x)=g.

@ Méwimy, ze funkcja f ma granice +oo przy x dgzgcym do +oo,
gdy f jest okreSlona w pewnym przedziale [a, +o0c) oraz gdy dla
kazdej liczby M > 0 istnieje liczba A > ataka, ze: jesli x > A, to
f(x) > M. Podobnie dla pozostatych przypadkdéw granic
niewtasciwych funkcji przy x dgzgcym do +oo lub —oc.
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Granica funkcji Granice w nieskonczonosci

f(x)

//

- X7 X X5 X4 X3 Xo Xq

fx)=1+-2% lim =1

X——00
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Granica funkcji Granice w nieskonczonosci
f(x)

X1 Xo X3 X4 X5 X X7---
— 1 _
flx)y=1+ XI|_>mOO f(x)=1

X!
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Przyktady

@ Pokazemy, ze funkcja f(x) = Xlz ma w punkcie xo = 0 granice
niewtasciwg +oo.

@ Pokazemy zatem, ze dla kazdej liczby M > 0 istnieje liczba § > 0
taka, iz: jedli [x — 0] < §,t0 35 > M.

@ Niech M > 0. Liczba § > 0 ma by¢ taka, ze |x| < J, czyli o> 1 a
w konsekwencji .5 > 4.

@ Jedli przyjmiemy 51—2 =M, czyli§ = \F’ to 6 > 0 oraz zachodzi
5> M.

@ To oznacza, ze lim % = 0.

x—0
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Przyktady

@ Pokazemy jeszcze raz, ze funkcja f(x) = -, ma w punkcie xp =0

granice niewtasciwg +oo, tym razem korzystajqc ze stylizaciji
Heinego.

@ Niech (x,) bedzie dowolnym ciggiem o wyrazach r6znych od 0
takim, ze nli_>m Xxp = 0.

@ Poniewaz mamy wtedy (x,)? # 0 dla wszystkich n oraz

lim x2 =0, wiec: I|m f(x,) = lim 4 = .
n—oo € (n) n—>oon27

@ Otrzymujemy ostatecznie, ze lim - = occ.
x—0 X
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Granica funkcji Granice w nieskonczonosci

f(x) = tg(x)

(SE
(SE

F.unkcjg f(x) = tg(x) rozwazana w przedziale [-7, 7] ma granice
niewtasciwe w —75 oraz 3.
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Granica funkcji Operacje na granicach

@ Funkcja ma w danym punkcie co najwyzej jedng granice.

@ Jesli funkcja f ma w punkcie xg granice, to f jest ograniczona w
zbiorze (xg — dg, Xo + d0) — {Xo} dla pewnej liczby 69 > 0.

@ Jesli funkcje f i g majg granice w punkcie xg oraz istnieje liczba
a > 0 taka, ze f(x) < g(x) dla wszystkich x spetniajgcych
nierownosci 0 < |x — xg| < a,to lim f(x) < lim g(x).

X—Xo X—Xo

@ Jedli funkcje f i g majg te sama granice v w punkcie xg oraz
istnieje liczba a > 0 taka, ze f(x) < h(x) < g(x) dla wszystkich x
spetniajacych nieréwnosci 0 < |x — xp| < a, to réwniez funkcja h
ma w punkcie xp granice .
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Granica funkcji Operacje na granicach

@ Jesli funkcje f i g majg granice w punkcie xg, to funkcje f+g, f—g
oraz f - g takze majg granice w tym punkcie i zachodzg réwnosci:

Jim (£(x) + g(x)) = XI;rr;o o0 + leg;o g(x)
leo(f(x) —g(x)) = .Xmo f(x) - Jim_g(x)
Jim (7(x) - g(x)) = fim £(x) - lim_g(x).

@ Jedli funkcja f ma w punkcie xg granice g, to dla dowolnej liczby
rzeczywistej c, funkcja ¢ - f ma w punkcie xg granice ¢ - g.
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Granica funkcji Operacje na granicach

@ Jezeli le f(x) = 0 oraz istnieje liczba a > 0 taka, ze funkcja g
0
jest ograniczona w zbiorze wszystkich x spetniajgcych
nieréwnosci 0 < |x — xg| < a, to le f(x)-g(x)=0.
0

@ Jesli funkcja f ma w punkcie xg granice r6zng od zera, to funkcja ‘7
rowniez ma w punkme Xo granice i zachodzi rownosc¢:
1
Jm 709 = Ty 70
@ Jedli funkcje f i g maja granice w punkcie xq oraz le g(x) #0,to
0

funkcja é rowniez ma w punkcie xg granice i zachodzi rownos¢:

jm 10— 2
x—xp 9 L”}OQ(X)'
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Granica funkcji Granice jednostronne

@ Niech f bedzie okre$lona w pewnym przedziale (xp, Xo + a), gdzie
a > 0. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xo granice
prawostronng rowng g, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje liczba § > 0
taka, ze: jesli 0 < x — xg < 9, to |f(x) — g| < . Stosujemy wtedy
zapis: lim f(x) = g.

x—x3

@ Niech f bedzie okreslona w pewnym przedziale (xpo — a, Xp), gdzie
a > 0. Mowimy, ze funkcja f ma w punkcie xo granice lewostronng
rowng g, gdy dla kazdego ¢ > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze: jesli
0 < Xxp—x <d,to|f(x) — g|] < e. Stosujemy wtedy zapis:

lim f(x)=g.

X—)X0
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Granica funkcji Granice jednostronne

@ Niech funkcja f bedzie okreslona warunkami:

Q f(x)=xdlax<0
Q f(x)=x2+1dlax>0.

@ Zbadamy, czy funkcja ta ma granice w punkcie xg = 0.

@ Granica lewostronna funkcji w xo = 0. Dla dowolnego ciggu (xp)

takiego, ze x, < 0 dla wszystkich n oraz nILm Xn = Xo = 0 mamy:
lim f(xp) = lim x, = 0. Tak wiec, mamy: lim f(x) = 0.
n—o0 n—o0 x—0—

@ Granica prawostronna funkcji w xo = 0. Dla dowolnego ciagu (x»)
takiego, ze x, > 0 dla wszystkich n oraz nILm Xn = Xp = 0 mamy:
Jlim f(xn) = lim (x2 4+1) = 02 + 1 = 1. Tak wigc, mamy:

lim f(x)=1. Widzimy, ze granica lewostronna funkcji w punkcie

x—0+
Xo = 0 jest r6zna od granicy prawostronnej funkcji w tym punkcie,

a wiec granica funkcji nie istnieje w punkcie xo = 0.
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Ciagtos¢ funkcji Definicja

Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu (X — &, Xp + Q)
punktu xo, gdzie a > 0. Mowimy, ze funkcja f jest ciggta w punkcie Xy,
gdy istnieje jej granica w tym punkcie i jest ona réwna jej wartosci w
tym punkcie, czyli xli—>n10 f(x) = f(xp).

Twierdzenie. Niech funkcja f bedzie okreslona w pewnym otoczeniu
(xo — a, Xp + a) punktu xo, gdzie a > 0. Funkcja f jest ciggta w punkcie
Xo wtedy i tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z wzajemnie rownowaznych
nastepujacych warunkow:

@ Ciagtosc w sensie Cauchy’ego. Dla kazdego « > 0 istnieje § > 0
taka, ze: jesli |x — xg| < 6, to |f(x) — f(Xo)| < .

@ Ciaglosc w sensie Heinego. Dia kazdego ciagu (x,) zbieznego
do Xy, ciag (f(xn)) jest zbiezny do f(xp).
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Przyktady

@ W kazdym punkcie ciggte sa funkcje: potegowa, wielomianowa,
wyktadnicza, sinus, cosinus.

@ Ciagte w tych punktach, w ktérych sg okreslone sg funkcje:
wymierna, logarytmiczna, tangens, cotangens.

@ Funkcja f(x) = % nie jest ciggta w punkcie xo = 0, poniewaz nie
jest w nim okre$lona. Jesli jednak przyjmiemy, ze f(0) = 1, to tak
uzupetniona funkcja jest ciggta w punkcie xo = 0. Dowodzi sie, ze:
lim SOX — 1,

x—0 X

@ Funkcja f(x) = % nie jest ciggta w punkcie xo = 0, poniewaz nie

ma w tym punkcie granicy.

Funkcja ciagta w przedziale domknigtym jest w tym przedziale
ograniczona i osigga w tym przedziale swoje kresy.
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Ciagtos¢ funkcji Jednostajna ciagtos¢ funkgcji

Niech funkcja f bedzie okreslona w niepustym zbiorze X C R.
Mowimy, ze f jest jednostajnie ciggta w zbiorze X, gdy dla kazdego

e > O istnieje 0 > 0 taka, ze dla wszystkich x, y € X:jedli |x — y| < 9,
to |f(x) — f(y)| <e.

Zauwazmy, ze liczba ¢ jest wspdinym ograniczeniem rozwazanych
odlegtosci miedzy punktami, a wiec nie jest wybierana dla kazdego z
tych punktéw z osobna.

@ Zauwazmy, ze np. funkcja f(x) = } jest ciggta w kazdym punkcie
przedziatu otwartego (0, 1), ale nie jest w tym przedziale
jednostajnie ciggta. Dla dowolnej 6 > 0 mozna bowiem wybra¢ w
tym przedziale punkty x; oraz x, w taki sposéb, ze liczba |- —
jest dowolnie duza.

@ Funkcja jednostajnie ciggta w zbiorze X jest ciagta w tym zbiorze
(ale niekoniecznie na odwrét).

@ Funkcja ciggta w przedziale domknigtym jest w tym przedziale

jednostajnie ciggta.
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Ciagtos¢ funkcji Twierdzenie Darboux

Warto pamieta¢, ze oczywisto$¢ (np. odwotanie sie do rysunku) nie
stanowi wystarczajgcego uzasadnienia twierdzeh na temat granicy i
ciggtosci funkcji.

Stwierdzenie, ze funkcja ciggta w przedziale domknietym jest w tym
przedziale ograniczona istotnie wymaga dowodu, nie wystarcza tu
odwotanie sie np. do rysunku. Podobnie rzecz ma sie z nastepujgca
wazng wiasnoscig, charakteryzujaca funkcje ciggte:

Twierdzenie Darboux. Zatézmy, ze funkcja f jest ciggta w przedziale |
(niekoniecznie domknietym) oraz Zze w punktach x1, x € | takich, ze

X1 < Xo przyjmuje rézne wartosci y; = f(xy) oraz y» = f(xz). Wtedy w
przedziale domknigetym [xq, x2] funkcja f przyjmuje wszystkie wartosci
posrednie migedzy yy oraz y», czyli dla kazdego y, zawartego miedzy
y1 oraz y» istnieje Xy € [x1, X2] taki, ze yo = f(xo)-
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Pochodna funkgji Definicja

lloraz réznicowy

@ Zatézmy, ze funkcja f o warto$ciach rzeczywistych jest okreslona
w pewnym otoczeniu punktu xp, czyli w pewnym przedziale
otwartym (xo — a, xo + a), gdzie a > 0. Niech 0 < |h| < a.

@ llorazem réznicowym funkcji f w punkcie xq dla przyrostu h

zmiennej niezaleznej nazywamy liczbe: M},_f(x‘))

Powszechnie uzywa sie tez nastepujacych oznaczen oraz terminologii
dla funkcji y = f(x):

@ Liczbe h, czyli przyrost zmiennej niezaleznej oznacza sie przez
AX.

@ Liczbe f(xg + h) — f(xp), czyli przyrost zmiennej zaleznej oznacza

sie przez Ay.

i BAN f(xo+Ax)—f
@ Przy tych oznaczeniach: £ = (Xo+((xo)
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Pochodna funkgji Definicja

Pochodna funkcji w punkcie

o lloraz roznicowy etM=1%) fynkcji f(x) w punkcie x, dla

przyrostu h ma prostg interpretacje geometryczng: jest rowny
tangensowi nachylenia siecznej do krzywej y = f(x) w punktach
(X0, f(x0)) oraz (xo + h, f(xo + h)).

@ Jesli funkcja f jest okreslona w pewnym otoczeniu punktu xg oraz

istnieje granica ilorazu réznicowego: Aimo “XOL,W to te granice
_>

nazywamy pochodng funkcji f w punkcie xy i 0oznaczamy przez
f'(xo)-

@ Jezeli istnieje pochodna funkcji f w punkcie xg, to méwimy, ze f
jest rézniczkowalna w punkcie Xg.

@ Dla pochodnej funkcji y = f(x) uzywa sig takze nastepujacych
oznaczen: %, %, przy czym symbole te nalezy traktowac jako
catosci, a nie jako iloraz (dwéch ,nieskonczenie matych”
wielkosci).
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Pochodna funkgji Definicja

F(x)

Xo X0+h
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Pochodna funkgji Interpretacje

Interpretacja geometryczna

o lloraz roznicowy etM="%) fynkcji f(x) w punkcie x, dla

przyrostu h jest réwny tangensowi kata nachylenia siecznej do
krzywej y = f(x) w punktach (xg, f(xp)) oraz (xo + h, f(xo + h)).
Gdy hdazy do 0, to punkt (xo + h, f(xo + h)) przybliza sie do
punktu (xo, f(Xp)). Tak wigc, w tym przypadku ,graniczna sieczna”
jest styczng do krzywej y = f(x) w punkcie (xp, f(x0))-

@ Jezeli funkcja f ma pochodng w punkcie Xy, to styczng do krzywej
y = f(x) w punkcie (xo, f(Xp)) jest prosta o wspétczynniku
kierunkowym f'(xp), przechodzaca przez punkt (xp, f(Xp))-

@ Rownaniem stycznej do krzywej y = f(x) w punkcie (xo, f(Xo))
(rézniczkowalnej w punkcie xp) jest: y = f'(xo) - (X — Xo) + f(X0)-

@ Réwnaniem normalnej do krzywej y = f(x) w punkcie (Xo, f(Xo))
jest (przy zatozeniu, ze 0 # |f'(xp)| < o0):

Y= (X = X) + f(X0).
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Pochodna funkgji Interpretacje

Interpretacja mechaniczna

@ Wyobrazmy sobie punkt poruszajacy sie po osi liczbowej R w ten
sposob, ze w chwili t jego potozenie okresla funkcja x(t).
Rozwazymy dwa przypadki.

@ Potozenie jest liniowg funkcjg czasu: x(t) = v -t + w.

@ Witedy przyrostowi czasu h = At odpowiada przyrost drogi:
Ax=x(t+1t)—x(b)=v-(t+h)+w—-Vv-lh—w=v-h

@ Stosunek przyrostu drogi do przyrostu czasu jest wtedy réwny:
ox _ xtrl)ox(h) — vh — y czyli jest wielkoécia stata.

@ Wtedy stosunek ten nazywamy predkosciag ruchu punktu.
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Pochodna funkgji Interpretacje

Interpretacja mechaniczna

@ Pofozenie jest dowolng funkcjg czasu. Przypusémy z kolei, ze x(t)
jest catkiem dowolng funkcjg czasu. Nie ma wtedy zadnego
powodu, aby iloraz réznicowy 4% = *lotN=x(b) fnkcji x(t) w
punkcie ty dla przyrostu h byt wielkoscig statg, albowiem moze on
istotnie zaleze¢ od przyrostu At = h. Warto$¢ tego ilorazu
nazywamy Srednig predkoscig w punkcie (chwili) f dla przyrostu
At.

@ Rozwazenie mozliwosci przejscia do granicy $redniej predkosci
przy przyroscie At dgzacym do zera (przy zatozeniu, ze granica
ta istnieje) byto jednym z przetomowych momentow w fizyce.
Granica ta (o ile istnieje) zalezy tylko od fy i jest rowna pochodne;j
funkcji x (zaleznej od czasu t) w punkcie fy.

@ Nazywamy jg predkoscia chwilowg w chwili ty i zwykle oznaczamy

przez v(lo). Mamy zatem: v(fp) = x'(fp) = lim_ 2,
s
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@ Funkcja f(x) = x". Pokazemy, ze f'(xo) = n- xJ~ ' dla wszystkich
Xo € Rorazn>1.

(o +h)" = 3 (F)xhrk =
k 0
@)X+ (DX h+ Q) xg 2P 4.+ (DA
f(r0:+h)=1(x) (6)x5+(5 )X” 'h(3 );” L ) L
= ()Xé’ ()X” 2R+ 4 (ph") =
:(1)Xo + (@)X “2ht .. n)hn_1
lim () x5~ 1+() 2hy + () = (DX =n-xg

_;II

@ Funkcja f(x) = v/x. Niech xo > 0. Pokazemy, ze f'(xg) =

° (Xo+h) f(x) VX0+ —VX (Xoth)—x 1
-(\/X0+h+\/X0) \/Xo+h+\/XO
@ f'(xg) = lim

1 _ 1
h_>o«/x0+h+\/xfo 2-/Xo"
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@ Funkcja f(x) = sin x. Pokazemy, ze f'(xp) = cos Xo. Zaktadamy, ze
podczas ¢wiczen stuchacze ustalili, ze lim $0X — 1,

x—0 X
o fLuth)=flx) _ snGorh)-sinx _ 2:5in 0150 co5 20170
sm; 1h .
Th cos(xp + zh), a wigc
jim SN2 Ty =1 i 1h) —
lim T -cos(Xg + zh) = - fim cos(Xg + 5h) = cos Xo.
@ Funkcja f(x) = cos x. Pokazemy, ze f'(xp) = — sin xp.

f(x0+h)—f(x0) __ cos(xp+h)—cosxg __
F =

T~ 2) sin XO”’*XU - sin 0th%
o 2X0+h
_E-(—2)~sm 5 ~S|n§_

in h
. Sin 3
= —sin(xg + §) - =42, a zatem
2

2

lim(—sin(xp + 2) - ﬁ) = — lim sin(x 4+ 2) -1 = —sin xo.
h— 2 h—0 2
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@ Niech f(x) = |x|. Pokazemy, ze nie istnieje f'(0).
@ Gdy xo <0, to f'(xg) = —1, poniewaz:
lim f(Xo+hf)7*f(Xo) — lim |Xo+hf|)*|Xo| — lim
h—0 h—0 h—0

@ Gdy xp > 0, to f(xo) = 1, poniewaz:

—(xo+h)+x _ 1
e =

lim fCoth=fo) _ iy Dothl=xol _ |jm Goth)=X _ 4
h=0 " hso N h>o D
@ Dla xo = 0 mamy:
Q lim [oth =) _ |y (WO _ —h _ _4
h—0— h h—0— h h
@ lim Coth=fx) _ jim 1O _ h _ 4
h—0+ h h—0+ h

Poniewaz granice: lewostronna i prawostronna ilorazu réznicowego w
punkcie xo = 0 sg rézne, wigc nie istnieje granica tego ilorazu przy
h — 0, czyli nie istnieje f'(0).
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Reguty obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

@ Zatézmy, ze funkcje f i g sg okreslone w pewnym otoczeniu
punktu xo oraz ze sg rézniczkowalne w tym punkcie. Wtedy
rézniczkowalne w tym punkcie sg réwniez funkcje: f + g, f — g,
f-g,c-f(dlac e R). Zachodzg wzory:

(f+9)(x0) = f'(%0) + 9'(%0), (f — g)'(X0) = f'(X0) — 9'(Xo)
(f-9)(x0) = f'(x0) - 9(x0) + f(X0) - '(%0), (¢ - )'(X0) = ¢ - F'(X0).

@ Ponadto, jesli g’'(xp) # 0, to funkcja é réwniez jest rézniczkowalna

w punkcie xp oraz: (£)'(xo) = '"(XO)'Q(Z‘SE);';();‘")'QI(XO). W

szczegblnosci, przy tych zatozeniach: ({)'(xo) = — (3&332-

@ Zatozmy, ze funkcja g jest rozniczkowalna w punkcie xg, natomiast
funkcja f jest rozniczkowalna w punkcie vy = g(xp). Wtedy funkcja
ztozona f o g jest rézniczkowalna w punkcie xy oraz zachodzi:

(fo9) (x0) = F(g(x0)) - g'(X0). Jesli (f o g)(x) = F(g(x)), to f
nazywamy funkcjg zewnetrzng ztozenia f o g, za$ g funkcja
wewnetrzng tego ztozenia. Jesli stosujemy zapis: y = f(u),

u = g(x), to w notaciji Leibniza piszemy: % = % . du,
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Reguty obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

@ Przyktad: pochodna funkcji ztoZonej. Obliczymy pochodng funkciji
f(x) = vVx* + 1 w punkcie xg = 1.
@ Funkcja f jest ztozeniem funkcji g(x) = v/x oraz h(x) = x* + 1:

f(x) = (Qoh)( ) = g(h(x)) = g(x* + 1) = Vx* + 1. Mamy:

® g'(x) = 55 oraz H(x) = 4. x3. Tak wieC'
f’(X):(QOh)( ) =9g'(h(x)) - H(x) = 4-x% = \/infﬁ
@ Dla xo = 1 mamy: /(1) = \/2%:—:

@ Przyktfad: pochodna ilorazu. Wiemy juz, ze (sin x)’ = cos x oraz
(cos x)' = — sin x. Mamy ponadto:

°D|ax#%+n.ﬂ-(n€Z) (tgx) (-nx)/: 1

cos X cos2 x*
@ Dlax#n-m(neZ):(ctgx) = (L&) = — 1.
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Reguty obliczania pochodnych Fakty o pochodnych

@ Przykiad: pochodna funkcji wyktadniczej. Funkcja wyktadnicza jest
ciggta w kazdym punkcie. Dowodzi sig, ze IimO a“=1orazze
X—

a¥—1

lim =Inadlaa> 0.

x—0
@ Niech f(x) = &%, gdzie a > 0. Wtedy f'(xp) = & - In a, poniewaz:

. +h__ X . h__
f|,|mou = gk. fl,lmoah1 =a% .]na.
— —

@ Zatézmy, ze f jest ciggta i monotoniczna w pewnym otoczeniu
punktu xg oraz rozniczkowalna w xg. Niech ponadto f'(xg) # 0.
Wtedy funkcja f~! odwrotna do funkgji f rowniez jest
rézniczkowalna w punkcie yg = f(Xg) oraz zachodzi:

(F 1) (x0) = f/(xo)

@ Przykiad. Niech f(x) = log, x, gdzie x > 0,a> 0, a# 1.
Poniewaz funkcja logarytmiczna log, x jest funkcjg odwrotng do
funkciji wyktadniczej &, wigc: (log, x)' = ﬁ = .

szczegolnosci: (Inx)' = 1.
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Reguty obliczania pochodnych Wzory do zapamietania

Zalecamy stuchaczom zapamigtanie ponizszych wzoréw:
(x") =n-x"" (50) = — s
(VX = 3% ) =4
(sinx)’ = cos x (cosx) = —sinx
(tg X)/ CO;ZX (Ct X)/ = _Sjr;I2X
(&) =a"Ina (e¥) =¢e*
(Ioga X)/ = X.|1na (In X)/ = }/ ;
(F00) - 9()) = F(x) - 9(x) + F(x) - () | (g) = g
(flg(x)))" = f'(9(x)) - g'(x) Jedli f(x) = a, to f'(x) = 0

Ze wzgledu na ustugowy jedynie charakter tego kursu, nie podajemy
wyprowadzen dalszych wzoréw na pochodne czesto uzywanych
funkcji. Zainteresowani stuchacze mogg poszukac ich w literaturze
zalecanej w sylabusie lub moga zmierzy¢ sie z samodzielnym ich
wyprowadzeniem.
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Pochodne wyzszych rzedéw Definicja

@ Zatézmy, ze funkcja f jest okreslona i rézniczkowalna w pewnym
otoczeniu punktu xp. Jezeli jej pochodna f ma pochodng w
punkcie xg, to te pochodng nazywa sie drugg pochodna
(pochodng drugiego rzedu) funkcji f w punkcie Xy i 0znacza przez
f"(X0). Inne oznaczenie to: %(xo).

@ Przyjmujgc, ze pochodna rzedu zerowego funkcji f to sama
funkcja f, mozna — postugujac sie definiowaniem przez indukcje —
okresli¢ pochodne n-tego rzedu w sposéb nastepujacy:

@ Zatozmy, ze funkcja f jest okre$lona i ma pochodng ("~ rzedu
n—1 (gdzie n > 1) w pewnym otoczeniu punktu xp.

@ Jezeli funkcja f("~") ma pochodng w punkcie xg, to nazywamy ja
n-tg pochodng (pochodng rzedu n) funkcji f w punkcie xg i
oznaczamy przez f("(xo). Inne oznaczenie: &7 (xo).
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Pochodne wyzszych rzedéw Przyktady

@ Pochodna wielomianu. Niech np. f(x) =7 -x3+5-x% — 4. x +11.
Mamy wtedy kolejno:
fl(x)=21-x2+10-x — 4, f"(x) =42 -x +10
f®(x) = 42, f*)(x) = 0 = f("(x) dla wszystkich n > 4.
@ Sinus i cosinus. Wiemy juz, ze (sin x)’ = cos x oraz
(cos x)' = — sin x. Mamy zatem:
@ (sinx)” = (cosx)’ = —sinx
@ (cosx)” = (—sinx)' = —cosx

Spadek swobodny punktu materialnego pod wptywem przyspieszenia
ziemskiego g. Droga przebyta przez ten punkt w czasie t wyraza sie
wzorem f(t) = % . g - 2. Predko$¢ spadania (czyli pochodna tej funkcji)
wyznaczona jest zatem wzorem v(t) = f'(t) = g - t. Zmiana tej
predkosci w czasie, czyli przyspieszenie jest pochodng predkosci
spadania, a wiec drugg pochodng drogi przebytej w danym czasie:
a(t) = v/(t) = f’(t). Z rachunku wynika, ze a(t) = (g - t) = g, czyli to
przyspieszenie jest state.
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Zacheta do refleksji

Mysl przekornie!

@ Czy wiasnos¢ ciggtosci ma realnosc fizyczng?

@ Czy istniejg funkcje, ktére nie majg pochodnej w zadnym punkcie?

@ Jaki jest sens fizyczny wyzszych pochodnych (np. dla funkcji
opisujgcej zalezno$¢ przebytej drogi od czasu)? Czy potrafimy
zwerbalizowac (po polsku, angielsku, japonsku, kaszubsku, itd.)
jaki jest sens fizyczny np. siddmej pochodnej funkcji opisujacej
(jakas wielce skomplikowana) zaleznos¢ przebytej drogi od
czasu?

@ W jaki sposob okresli¢ mozna pochodne dla funkcji wielu
zmiennych?
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Co musisz ZZZ

@ Granica funkcji w punkcie, definicja Heinego i definicja
Cauchy’ego.

@ Ciagtosc¢ funkcji w punkcie, definicja Heinego i definicja
Cauchy’ego.

@ Pochodna funkcji w punkcie. Pochodna funkciji.
@ Reguty obliczania pochodnych:

e pochodna funkcji ztozonej,
e pochodna funkcji odwrotnej,
@ pochodna iloczynu i ilorazu funkgji.

@ Pochodne wyzszych rzeddw.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Granica, ciggto$¢, pochodna 38/38



	Wstep
	Granica funkcji
	Definicja
	Przykłady
	Granice w nieskonczonosci
	Operacje na granicach
	Granice jednostronne

	Ciagłosc funkcji
	Definicja
	Przykłady
	Jednostajna ciagłosc funkcji
	Twierdzenie Darboux

	Pochodna funkcji
	Definicja
	Interpretacje
	Przykłady

	Reguły obliczania pochodnych
	Fakty o pochodnych
	Wzory do zapamietania

	Pochodne wyzszych rzedów
	Definicja
	Przykłady

	Zacheta do refleksji
	Podsumowanie

