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Imie i nazwisko: ................ MROWECZKA HANECZKA

1. [3 punkty] Wyznacz elementy minimalne, maksymalne, najwigkszy i najmniej-
szy w rodzinie wszystkich niepustych podzbioréw zbioru {&, {, O, &} uporzad-
kowanym czgSciowo przez relacj¢ inkluzji zwykte;j.

2. [4 punkty] (a) Co to znaczy, ze relacja R na zbiorze X jest przewzwrotna?
(b) Podaj przyktad relacji, ktéra ma t¢ wtasnos¢ i relacji, ktéra jej nie ma. (c)
Rozstrzygnij czy relacja R C R x R zdefiniowana warunkiem x Ry wtw © = Ly
ma t¢ wlasno$¢ (tu Ly oznacza wartos$¢ funkcji podiogi dla argumentu y, czyli
najwigksza liczbg catkowita n taka, ze n < y).

3. [4 punkty] Pokaz, podajac kontrprzyktad, ze nie jest prawem rachunku zbioréw:
C—-(AUB)=(C—-A)U(C-DB).

4. [4 punkty] Wybierz doktadnie jedna z podanych propozycji i wyznacz po-
chodna funkcji:

—sin(x T— VT
f(l‘) = lcos(gg)) f(x) = g_& f(x) = 7z

S. [5 punktéw] Wybierz doktadnie jedna z podanych propozycji i przeprowadz
dowdd:

1. Udowodnij przez indukcj¢ matematyczna, ze: (1 + ﬁ)" > 1+ 155, dla
wszystkichn > 1.

2. Udowodnij przez indukcje matematyczna, ze: 1 +7 + 12 4+ 13+ ... + 1" =

’"nil_ L dla wszystkich n > 0 oraz liczb rzeczywistych r # 1.

3. Udowodnij, ze zbiér wszystkich liczb naturalnych parzystych nie jest row-
noliczny z rodzing wszystkich swoich podzbiorow.



Skala ocen:

Liczba punktéw | Ocena
<11 2
11-12 3
13-14 3+
15-16 4
17-18 4+
19-20 5
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ROZWIAZANIA

MROWECZKA HANECZKA

1. Rodzina wszystkich niepustych podzbioréw zbioru {&, >, O, #} ma 2! — 1 =
15 elementéw. Wszystkie te podzbiory zawieraja si¢ w catym zbiorze {&, >, O, M},
a wigc ten zbidr jest elementem najwigkszym wzgledem inkluzji C. W konse-
kwencji, jest tez jedynym elementem maksymalnym wzgledem tego czg¢sciowego
porzadku. Element najmniejszy wzgledem inkluzji nie istnieje, poniewaz wSrod
niepustych podzbioréw zbioru {&, >, O, #} nie ma zbioru, ktéry zawieratby si¢
we wszystkich pozostatych elementach tej rodziny. Istnieja jednak elementy mi-
nimalne wzgledem inkluzji 1 sa to wszystkie jednoelementowe podzbiory zbioru

{d, &, 0, &}, a wige zbiory: {&}, {O}, {OF, {M}.

2. (a) Relacja R C X x X jest przeciwzwrotna, gdy dla zadnego x € X nie
zachodzi xRz, czyli gdy zaden element zbioru X nie pozostaje w relacji R ze
sobg samym.

(b) Relacja mniejszosci < okreSlona dla liczb rzeczywistych jest przeciwzw-
rotna, gdyz zadna liczba rzeczywista nie jest mniejsza od siebie samej, czyli dla
zadnej liczby x nie zachodzi x < z. Relacja R C R x R zdefiniowana warunkiem:
xRy wtw x = y? nie jest przeciwzwrotna, gdyz np. 0R0 i 1R1.

(c) Relacja x Ry wtw = = Ly nie jest przeciwzwrotna, poniewaz dla kazdej
liczby catkowitej n zachodzi: n = Ln, czyli nieprawda, ze nie zachodzi n Rn gdy
n jest liczba catkowita.

3. Mozna narysowac¢ diagram Venna dla trzech zbioréw, umieszczajac jakies ele-
menty w kazdej sktadowej i policzyé, czemu réwna jest lewa i prawa strona roz-
wazanej rownosci. Jesli wynik wykonanych operacji po lewej stronie nie bedzie
tozsamy z wynikiem operacji wykonanych po prawej stronie, to podane zbiory
stanowig kontrprzyktad, ze rozwazana réwnoS¢ nie jest prawem rachunku zbio-
row.



W oznaczeniach tego diagramu mamy zatem:
A=1{1,2,4,5}, B=1{2,3,5,6},C ={4,5,6,7}
AUB=1{1,2,3,4,5,6}

C—-(AUB)=A{7}

C—A=1{6,7)

C—B={4,7}

(C—A)U(C—-B)=1{4,6,7}.

Widzimy zatem, ze:

{7} =C—-(AUB) # (C—-A)U(C—-B)={4,6,7}.
Rozwazana réwno$¢ nie jest wigc prawem rachunku zbioréw.

4.1. Pochodng funkcji f(x) = PLH(;C) obliczamy, korzystajac ze wzoru na po-

cos(x
chodna ilorazu funkcji:
1—sin(x
f'(@) = (Wi)))' =
(lfsin(a:))’-cos(z)72((17)sin(:r))-(cos(:r))/
(— cos(w))'cos(:c)—(21(—§in(;r))~(— sin(x)) _
— cos?(z)+(sin(z)—sin?(z)) _
cos?(x)
sin(z)—(sin? (x)+cos?(z))
cos?(x)
sin(z)—1
cos?(x)

4.2. Pochodna funkcji f(r) = g; obliczamy, stosujac wzor na pochodng ilorazu
funkcji. Mamy:

) = (LY = (VE-1)-(Va+)—(Va-1)-(vVa+) _ 3 VeHD-(Va-D-5m

e \/54,1 - (\/54,1)2 — (\/5+1)2 e

_ Va+l—z+1 2 _ 1
T 2VE(eH)? T 2VE(ED)? T Ve (/a2

ﬂ




4.3. Obliczajac pochodnag funkcji f(z) = % korzystamy ze wzoru na pochodng
ilorazu funkcji oraz wzoru na pochodna funkcji ztozonej:

i Y e e i A A Vs
Ve Wk z AV

5.1. To szczegblny przypadek nieréwnosSci Bernoulliego, kt(’)rej dowdd przepro-
wadzono na wyktadzie. Dowdd tego, ze (1 + ﬁ)” > 1+ dla wszystkich
n > 1 przebiega nastgpujaco.

Krok poczqtkowy. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest 1. Poniewaz
(14 55)" = 1+ 155, wiec badana nierownos¢ zachodzi dla liczby 1.

Krok nastgpnikowy. Czynimy zatozenie indukcyjne dla k > (1 + )k >

100

14 1. Mamy udowodnié, ze przy tym zatozeniu zachodzi: (14 5)*™ > 14541

Poniewaz (1 + 1(1)0)’hLl = (14 155)" - (1 + 155), wiec na mocy zafozenia

indukcyjnego: (1+ 100) k(l + 10}9) > (1+35) (1 + 155 Obhczamy (1+ ]koo)
1+ 1) = 1 + 1019 00 T 10000 Pomewaz 1200? > 0, wiee 1+ 15 + 155 +
ﬁ > 1+ 155 0 + 00" Ale 1+ 55 + 106 = 1 + Too - PokazaliSmy zatem, ze jesli
(1+ 155)" = 1+ 5. to (1 + 1(1)0)k+1 1 + 55

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej rozwazana nieréwnos¢é

zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 1.

100’

+—1

5.2. Dowéd indukcyjny tego, ze: 1+7+7r2+7r3 4. . . 4r" =T
n > 0 oraz liczb rzeczywistych r # 1 przebiega nast@pujaco

Krok poczqtkowy. Najmniejsza liczba z rozwazanego zakresu jest 0. Dla k = 0

. ., , . P . . 0+1_
lewa strona rozwazanej réwnosci ma warto$¢ 1, a prawa jest rowna: % =

dla wszystkich

r

I— = 1, a zatem réwnos$¢ zachodzi dla k = 0.
Krok nastepnikowy. Czynimy zalozenie indukcyjne dla k > 1: 1 4+ 7 + r2 +
3 k rk+1_1 s e . . ..
r’ + ...+ 1" = ———. Mamy udowodnic, ze przy tym zatozeniu zachodzi: 1 +
T Tk:_# Rozwazmy lewa strone tej réwnosci. Na

mocy zaloienia indukcyjnego: (1+7+72+7r3+. . 47F) 4kl = Q okt

k+1_1+,,k+1.(,,_1) phtl_q ekt _pkt1 rrk+1 1

Obhczamy _1+rk“ T =0 =", =

. Pokazahsmy zatem, zejeSli 1 +r +r2 + 73 4+ .. 417k = %, tol+r+

244 Rkt = Tk:_#, czyli krok nastepnikowy zostat udowodniony.

Konkluzja. Na mocy zasady indukcji matematycznej rozwazana nierdwnos¢
zachodzi dla wszystkich liczb naturalnych n > 0.

5.3. Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Niech X bedzie zbiorem wszystkich
liczb parzystych. Przypusémy, ze X jest rownoliczny z rodzing wszystkich swoich



podzbioréw o(X). Oznacza to, iz istnieje bijekcja f ze zbioru X na zbidr p(X).
Rozwazmy nastgpujacy podzbiér D zbioru X:

D={zeX : z¢ f(x)}

Wtedy dla pewnego d € X musiatoby byé: f(d) = D. Zapytajmy teraz: czy
de D?

l.Jeslid € D,tod € {x € X : x ¢ f(x)}, czylid ¢ D, poniewaz
f(d) = D.

2. Jeslid ¢ D,tod ¢ {x € X : z & f(x)},czylid € {x € X
nieprawda, ze = ¢ f(z)} = {r € X : z € f(x)},azatemd € D,
poniewaz f(d) = D.

Otrzymujemy zatem, iz: d € D wtedy i tylko wtedy, gdy d ¢ D, a to jest
sprzecznos¢é. Musimy zatem odrzucié przypuszczenie o istnieniu funkcji f. W
konsekwencji, nie istnieje bijekcja migdzy X oraz p(X), czyli X oraz p(X) nie
sg rownoliczne.



