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Plan na dzi±
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Systemy przekona« jako systemy modalne

Systemy przekona«

Jest spora mnogo±¢ ró»norakich operatorów doksastycznych i
epistemicznych, np.:

wiem

wierz¦

s¡dz¦

nie wykluczam

dopuszczam mo»liwo±¢

mniemam

podejrzewam

w¡tpi¦

mam nadziej¦

obawiam si¦

Buduje si¦ zarówno systemy logiczne, charakteryzuj¡ce poszczególne z tych
modalno±ci, jak i systemy multimodalne, zawieraj¡ce wi¦cej ni» jeden typ
modalno±ci.
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Wªasno±ci systemów przekona«

Wªasno±ci systemów przekona«

Mo»na pyta¢, czy systemy przekona« maj¡ znane wªasno±ci metalogiczne,
np. czy s¡:

niesprzeczne;

zupeªne;

rozstrzygalne, itp.

Jak wiemy z pierwszych dwóch wykªadów, mo»emy równie» zadawa¢
sensowne pytania dotycz¡ce naszej wiedzy o samych przekoniach, tj.
pytania o ±wiadomo±¢ wiedzy (przekona«).

Nadto, mo»na tak»e rozwa»a¢ systemy �bli»sze »yciu�, np. nie wykluczaj¡ce,
i» dane przekonania zawieraj¡ pogl¡dy sprzeczne (parakonsystencja).
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Logika epistemiczna

Logika epistemiczna

Dwa nurty w badaniach logiki wiedzy i przekona«:

�o±, Hintikka, von Wright, Pap, Rescher, . . .

Gärdenfors, Alchourron, Makinson, . . .

Pierwszy z tych nurtów wi¡»e systemy wiedzy i przekona« z logikami
modalnymi, drugi dotyczy w pierwszym rz¦dzie problematyki zmian
systemów przekona«.
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Logika epistemiczna

System �osia

To pierwszy system logiki epistemicznej. W j¦zyku mamy zmienne i
funktory zdaniowe, kwanty�kator ∀ wi¡»¡cy zmienne nazwowe
(przebiegaj¡ce zbiór osób). Operator Lx ma nast¦puj¡c¡ interpretacj¦:
Lxp oznacza, »e czªowiek x uznaje, »e p.
Aksjomaty:

1 Lxp ≡ ¬Lx¬p
2 Lx((p → q) → ((q → r) → (p → r)))

3 Lx(p → (¬p → q)

4 Lx((¬p → p) → p)

5 Lx(p → q) → (Lxp → Lxq)

6 ∀xLxp → p

7 LxLxp ≡ Lxp

Reguªy systemu to: odrywanie i podstawianie.
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Logika epistemiczna

System �osia

Pierwszy aksjomat systemu wyra»a pewn¡ form¦ zasady
niesprzeczno±ci.

Z pierwszego aksjomatu systemu wynika, »e dla dowolnego zdania p:
uznane jest b¡d¹ p, b¡d¹ jego zaprzeczenie ¬p.
Aksjomaty: 2, 3 i 4 wyra»aj¡ uznawanie aksjomatyki �ukasiewicza dla
(implikacyjno-negacyjnego) rachunku zda«.

Aksjomat 5 wyra»a rozdzielno±¢ operatora Lx wzgl¦dem implikacji.

Aksjomat 6 stwierdza, »e zdanie uznawane przez wszystkich jest tez¡
systemu

Ostatni aksjomat mówi, »e iteracja operacji uznawania jest
równowa»na tej operacji.

Aksjomaty systemu s¡ niezale»ne.

System jest niesprzeczny i wielowarto±ciowy.
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Logika epistemiczna

System von Wrighta

Modalno±ci epistemiczne rozwa»ane przez von Wrighta to:

Vp � p jest (pozytywnie) zwery�kowane;

Fp � p jest sfalsy�kowane (mamy: Fp ≡ V¬p);
¬Vp ∧ ¬V¬p � p jest nierozstrzygni¦te.

Aksjomaty:

¬F (p ∨ q) ≡ (¬Fp ∨ ¬Fq)

¬Fp ∨ ¬F¬p
V�(p ≡ q) → �(Fp ≡ Fq)

Reguªa: Je±li ` p, to ` Vp.

Symbol � oznacza tu operator konieczno±ci.

Dla kompletno±ci, mo»na zde�niowa¢ operator ¬V¬p � p jest
dopuszczone.
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Logika epistemiczna

System Hintikki

W pierwotnej wersji system Hintikki operowaª modalno±ciami:

Pxp � p jest mo»liwe ze wzgl¦du na wiedz¦ (podmiotu) x ;

K xp � (podmiot) x wie, »e p;

Bp � (podmiot) x wierzy, »e p.

Dla scharakteryzowania wiedzy danego podmiotu u»ywa si¦ poj¦cia zbioru
modelowego.

W poni»szej de�nicji m (ew. z indeksem) jest zbiorem formuª
(rozwa»anego j¦zyka), za± M jest rodzin¡ zbiorów formuª.

Zbiory formuª odpowiadaj¡ zespoªom przekona«.
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Logika epistemiczna

System Hintikki

Przez system modelowy rozumiemy ka»d¡ rodzin¦ M zbiorów formuª
speªniaj¡c¡, dla ka»dego m ∈ M, nast¦puj¡ce warunki:

Je±li p ∈ m, to ¬p /∈ m.
Je±li p ∧ q ∈ m, to p ∈ m oraz q ∈ m.
Je±li p ∨ q ∈ m, to p ∈ m lub q ∈ m.
Je±li ¬¬p ∈ m, to p ∈ m.
Je±li ¬(p ∧ q) ∈ m, to ¬p ∈ m lub ¬q ∈ m.
Je±li ¬(p ∨ q) ∈ m, to ¬p ∈ m oraz ¬q ∈ m.
Je±li Pxp ∈ m, to istnieje m∗ ∈ M taki, »e p ∈ m∗.
Je±li K xp ∈ m, to dla ka»dego m∗ ∈ M: K xp ∈ m∗.
Je±li K xp ∈ m, to p ∈ m.
Je±li ¬K xp ∈ m, to Px¬p ∈ m.
Je±li ¬Pxp ∈ m, to K x¬p ∈ m.
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Logika epistemiczna

System Hintikki

Mi¦dzy elementami zbioru modelowego zachodzi¢ mog¡ zale»no±ci:

doksastycznej alternatywno±ci;

epistemicznej alternatywno±ci.

Logik¦ wiedzy i przekona« otrzymujemy przez dodanie nastepuj¡cych
warunków:

Je±li K xp ∈ m i m∗ jest doksastycznie alternatywne wzgl¦dem m, to
K xp ∈ m∗.

Je±li Bp ∈ m i m∗ jest epistemicznie alternatywne wzgl¦dem m, to
Bp ∈ m∗.

Je±li K xp ∈ m, to BK xp ∈ m.

Ka»da doksastyczna alternatywno±¢ jest te» epistemiczn¡
alternatywno±ci¡.
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Logika epistemiczna

O logikach modalnych

Wiedz¦ i przekonania mo»na te» opisywa¢ z wykorzystaniem klasycznych
modalno±ci aletycznych:

konieczno±ci;

mo»liwo±ci.

Mo»emy uzna¢, »e operator epistemiczny K x zachowuje si¦ tak, jak
operator konieczno±ci �, a operator Px zachowuje si¦ tak, jak operator
mo»liwo±ci ♦.
Wtedy mo»emy wykorzysta¢:

znane wyniki dotycz¡ce szeregu logik modalnych;

semantyk¦ algebraiczn¡ (Kripkego) dla tak interpretowanych
operatorów epistemicznych.
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Logika epistemiczna

System Gödla-Löba

Logika Gödla-Löba, zwana te» logik¡ dowodliwo±ci jest logik¡ modaln¡, w
której operator � mo»e by¢ interpretowany jako dowodliwo±¢ (w ustalonym
systemie).
Mo»na tak»e korzysta¢ z tej logiki przy modelowaniu systemów przekona«,
z u»yciem operatora B. W istocie, robili±my to na dwóch pierwszych
wykªadach, wzoruj¡c si¦ na ksi¡»ce Smullyana Forever Undecided.
Logika Gödla-Löba ma nast¦puj¡ce aksjomaty:

wszystkie tautologie (KRZ);

aksjomaty rozdzielno±ci: B(α → β) → (Bα → Bβ);

wszystkie formuªy postaci: B(Bα → α) → Bα.

Reguªami wnioskowania s¡: modus ponens oraz ukoniecznianie.
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Logika ±wiadomych, racjonalnych przekona«

Systemy ±wiadomych, racjonalnych przekona«

Jedn¡ z propozycji rozumienia poj¦cia ±wiadome racjonalne przekonanie
jest system aksjomatyczny LB podany przez Marka Tokarza w Elementach

pragmatyki logicznej, b¦d¡cy zdaniow¡ logik¡ modaln¡ z operatorem B

oraz:
Aksjomatami:

α, dla wszystkich tautologii α

Bα ≡ BBα

¬Bα ≡ B¬Bα

B¬α → ¬Bα

B(α → β) → (Bα → Bβ).

Reguªami:

modus ponens: z α → β i α mo»emy wyprowadzi¢ β

reguª¡ modaln¡: z α mo»emy wyprowadzi¢ Bα.
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Logika ±wiadomych, racjonalnych przekona«

Niektóre tezy systemu LB

¬B(α ∧ ¬α)

B(α ≡ β) → (Bα ≡ Bβ)

(Bα ∨ Bβ) → B(α ∨ β)

(Bα ∧ Bβ) ≡ B(α ∧ β)

Bα → ¬B¬α

(B(α ∨ β) ∧ ¬Bα) → ¬B¬β

(B(α ∨ β) ∧ B¬α) → Bβ

B(α → β) → (B¬β → B¬α)

¬B(α → β) → (¬B¬α ∧ ¬Bβ)

B(Bα ∨ Bβ) → B(α ∨ β)

B(α → β) → B(Bα → β)

B(Bα → α)
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Logika ±wiadomych, racjonalnych przekona«

Wªasno±ci systemu LB

W LB zachodzi Twierdzenie o Dedukcji.

System LB jest domkni¦ty na reguª¦ ekstensjonalno±ci:
je±li ` α ≡ β, to ` Bα ≡ Bβ.

Peªno±¢ LB. Formuªa α jest tez¡ logiki LB wtedy i tylko wtedy, gdy
jest prawdziwa we wszystkich wªa±ciwych algebrach �ltrowych, tj. w
strukturach postaci 〈A,−,∩,∪, ∗,F 〉, gdzie 〈A,−,∩,∪〉 jest algebr¡
Boole'a, F wªa±ciwym �ltrem tej algebry, a ∗ funkcj¡
charakterystyczn¡ zbioru F .

Logika LB ma wªasno±¢ modeli sko«czonych (FMP), a wi¦c jest
rozstrzygalna.
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Logika ±wiadomych, racjonalnych przekona«

Rozszerzenia systemu LB

Logik¦ LCB otrzymujemy z LB przez dodanie aksjomatu: Bα ∨ B¬α.
Równowa»nie, dla otrzymania LCB mo»na doda¢ do LB ka»d¡ z
nast¦puj¡cych formuª:

¬Bα → B¬α

B(α ∨ β) → (Bα ∨ Bβ)

(Bα → Bβ) → B(α → β).

Logika LCB jest logik¡ ±wiadomego, racjonalnego Besserwissera �
kogo±, kto ma wyrobion¡ opini¦ w ka»dej sprawie.

Peªno±¢ LCB. Formuªa α jest tez¡ logiki LCB wtedy i tylko wtedy, gdy
jest prawdziwa we wszystkich ultraalgebrach, tj. w strukturach postaci
〈A,−,∩,∪, ∗,F 〉, gdzie 〈A,−,∩,∪〉 jest algebr¡ Boole'a, F
ultra�ltrem tej algebry, a ∗ funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru F .

Logika LCB ma wªasno±¢ modeli sko«czonych (FMP), a wi¦c jest
rozstrzygalna.
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Logika ±wiadomych, racjonalnych przekona«

Rozszerzenia systemu LB

Dodanie do aksjomatów LB aksjomatu: Bα → α pozwala interpretowa¢
otrzyman¡ w ten sposób logik¦ LWB jako logik¦ wiedzy.

LCB jest równowa»na systemowi modalnemu S5.

Peªno±¢ LWB. Formuªa α jest tez¡ logiki LWB wtedy i tylko wtedy,
gdy jest prawdziwa we wszystkich strukturach postaci
〈A,−,∩,∪, ∗,F 〉, gdzie 〈A,−,∩,∪〉 jest algebr¡ Boole'a, F �ltrem
jednostkowym tej algebry, a ∗ funkcj¡ charakterystyczn¡ zbioru F .

Logika LWB ma wªasno±¢ modeli sko«czonych (FMP), a wi¦c jest
rozstrzygalna.
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Teorie zmiany przekona«

Teorie zmiany przekona«

Model AGM. W jaki sposób opisywa¢ zmiany systemu przekona«?
Czasami zmieniamy przekonania � uzyskujemy now¡ wiedz¦, porzucamy
jedne przekonania na rzecz innych, itp.
Rozwa»a si¦ trzy operacje na systemach wiedzy:

ekspansj¦ � doª¡czenie nowego zdania do systemu;

kontrakcj¦ � odrzucenie pewnego zdania;

rewizj¦ � zast¡pienie pewnego twierdzenia jego negacj¡.

Ka»da z tych operacji musi speªnia¢ stosowne zaªo»enia. Podamy, dla
przykªadu, aksjomaty charakteryzuj¡ce kontrakcj¦.
Niech T − α oznacza stan przekona« powstaj¡cy z T w wyniku usuni¦cia
zdania α.
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Teorie zmiany przekona«

Aksjomaty kontrakcji

Przypu±¢my, »e stan naszych przekona« jest reprezentowany przez teori¦ T .
Usuni¦cie α z systemu przekona« T powoduje, »e musimy z tego systemu
przekona« usun¡¢ równie» inne zdania (z których α mo»e wynika¢).
Aksjomaty kontrakcji maj¡ zapewnia¢, »e operacja ta ma po»¡dane
wªasno±ci logiczne:

T − α jest teori¡ (jest domkni¦ty na operacj¦ konsekwencji).

T − α ⊆ T .

Je±li α nie jest tautologi¡, to α /∈ T − α.

Je±li α /∈ T , to T − α = T .

Je±li α ≡ β jest tautologi¡, to T − α = T − β.

T jest najmniejsz¡ teori¡ zawieraj¡c¡ (T − α) ∪ {α}.
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Koniec

Koniec

Dzi¦kuj¦ za zainteresowanie wykªadami.

�ywi¦ nadziej¦, »e okazaªy si¦ przydatne.
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