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o Jak widzielismy w poprzednim wyktadzie, pochodna funkcji ma prosta
interpretacje geometryczna, zwigzang ze styczng do krzywej. Catka
(oznaczona, w przedziale [a, b]) funkcji f(x) takze ma prosta
interpretacje geometryczng: jej wartos¢ liczbowa réwna jest polu
powierzchni ograniczonej osia odcietych, krzywa f(x) oraz prostymi o
réwnaniach x = ai x = b.

e Aby w poprawny i precyzyjny sposéb méwi¢ o polach figur
ograniczonych dowolnymi krzywymi, trzeba dysponowa¢ pojeciem
miary. Podobnie dla takich poje¢, jak: dfugosé (dowolnej krzywej),
pole (dowolnej powierzchni) oraz objetos¢ (dowolnej bryty).

o W przypadku zbioréw skoniczonych miara zwigzana moze by¢
bezposrednio z liczba elementdw takich zbioréw.

@ Inaczej rzecz ma sie jednak z dowolnymi zbiorami, w tym ze zbiorami
nieskonczonymi. Wprowadzone zostaje nowe pojecie: zbioru
mierzalnego (w okreslonym sensie, np. w mierze borelowskiej lub w
mierze Lebesgue’a).
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Rodzina B podzbioréw zbioru X jest o-ciatem zbioréw w X (lub: o-algebra
w X), gdy:

e () € B.

@ B jest domknieta na operacje dopetnienia (w X): jesli A € B, to
X —AeB.

o B jest domknieta na przeliczalne sumy: jesli {A;: i € N} C B, to

U Ai € B.
ieN

@ Dla dowolnej rodziny B podzbioréw zbioru X istnieje najmniejsza
(wzgledem inkluzji) o-algebra w X, do ktérej nalezg wszystkie zbiory z
rodziny B: nazywamy jg o-algebra podzbioréw X generowana przez
rodzine B.

e Pare (X,B) ztozona ze zbioru X oraz o-algebry jego podzbioréw B
nazywamy przestrzenig mierzalna.
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Niech (X,B) bedzie przestrzenia mierzalng. Méwimy, ze funkcja p jest
miarg w tej przestrzeni, gdy:
Dziedzing funkgcji o jest rodzina B.
Funkcja i przyjmuje wartosci rzeczywiste nieujemne lub wartos$é co.
(0) = 0.

Dla dowolnej rodziny {A; : i € N} C B zbioréw parami roztacznych
(czyli takich, ze A; N A;j =0 dla i # j) zachodzi:
o0

n(U Ai) = ;)M(Ai)

ieN

@ Przestrzenig z miarg nazywamy dowolng tréjke uporzadkowang
(X,B, i), gdzie (X,B) jest przestrzenig mierzalna, a p jest miarg w
te] przestrzeni.

@ Zbiory borelowskie. o-algebra generowana przez rodzine wszystkich
przedziatéw otwartych o kofncach wymiernych zawartych w R jest
rodzing wszystkich tzw. borelowskich podzbioréw R.

o
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o W przestrzeni mierzalnej (R, B(R)) (gdzie B(R) jest rodzing zbioréw
borelowskich w R) mozna okresli¢ miare 11 na rézne sposoby.

e Wyréznionym sposobem jest przyjecie, ze u((a, b]) = b — a (wtedy
rwniez pu((a, b)) = pu([a, b]) = u([a. b)) = b — ).

o Nazwijmy te miare miara borelowska. Mozna tego typu miare okredli¢
oczywiscie réwniez w dowolnej przestrzeni (R”, B(R")).

@ Przyktadem miary jest funkcja prawdopodobieristwa, okreslona na
o-algebrze zdarzeri danej przestrzeni zdarzen elementarnych.

@ Rézne pojecia catki (np. catka Riemanna, catka Lebesgue’a) takze
zwigzane s3 z pojeciem miary.
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EEHEE

o Niech funkcja f bedzie okreslona w przedziale (a, b). Funkcja
pierwotna funkgcji f nazywamy kazda funkcje F okreslona w przedziale
(a, b) i rézniczkowalng w kazdym punkcie przedziatu (a, b), ktéra dla
wszystkich x € (a, b) spetnia warunek: F’(x) = f(x).

o Jesli dla funkcji f istnieje jej funkcja pierwotna w (a, b), to méwimy,
ze f jest catkowalna w (a, b).

o Woprost z definicji wynika, ze funkcja pierwotna funkcji £ catkowalne;
w (a, b) jest okreslona z doktadnoscia do statej.

e Catka nieoznaczong funkcji f nazywamy rodzine wszystkich funkcji
pierwotnych funkcji f. Powszechnie przyjetym oznaczeniem dla catki
nieoznaczonej funkeji f jest [ f(x)dx. Tak wiec, jesli F/(x) = f(x), to
[ F'(x)dx = F(x) + C.

@ Stuchacze zechcy traktowaé wystepujacy tu symbol dx jako swoisty
znak interpunkcyjny, wskazujacy wzgledem jakiej zmiennej odbywa sie
catkowanie.

.
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Dtz
Przyktady

Woprost ze znanych juz wzoréw na pochodne funkcji otrzymujemy wzory
dotyczace niektérych catek nieoznaczonych (zwykle pomijamy, z lenistwa,
stata C):

o [x%dx=%"1 dlaa# 1, x>0 (jesli a €N, to wzér zachodzi dla
x # 0)

o [& =In|x

o [eXdx = e~

° faxdx:%, gdziea>0,a#1

o [sinxdx = — cosx

,dlax#£0

o [cosxdx =sinx
o [Ldx=tgx dax#n-n+3 neZ
o [ gxdx:—ctgx,dlax#n-w,nEZ

sin
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Catka nieoznaczona Whtasnosci

Dziatania arytmetyczne. Jesli funkcje f i g sa catkowalne w przedziale /
(otwartym lub domknietym), a ¢ € R, to catkowalne w / s3 réwniez funkcje
f+g, f—g, c-f oraz zachodza wzory:

o [(f( g(x))dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx

o [(f(x)—g(x))dx = [f(x)dx — [ g(x)dx

o [c-f(x)dx=c- [f(x)dx

o Catkowanie przez czesci. Jesli funkcje f i g maja ciggte pochodne f' i
g w przedziale / (otwartym Iub domkniqtym) to
[ f(x x)dx = f(x — [ f(x

° Caikowanle przez podstaW/en/e. Za’{ozmy, ze f jest ciggta w przedziale
(a, b), a g ma ciagta pochodna w przedziale (¢, d), przy czym
a<g(t)y<bdlate(c,d). Wtedy dla t € (c,d):
Jf(x)dx = [ f(g(t)) - &'(t)dt
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Catka nieoznaczona Whtasnosci

e Zatézmy, ze g ma ciagta pochodna w przedziale (a, b) oraz g(t) # 0
dla t € (a, b). Wtedy dla t € (a, b):

J &8 dt =1Inlg(t)].

e Zauwazmy, ze ten (uzyteczny w zastosowaniach) wzér wynika z
twierdzenia o catkowaniu przez podstawienie (wystarczy przyjaé
f(x) = L w zatozeniach metody catkowania przez podstawienie).

@ Opracowano wiele dalszych metod obliczania catek nieoznaczonych,
m.in.: wzory rekurencyjne, rozktad (funkcji wymiernych) na utamki
proste, wzory na obliczanie catek ztozonych funkcji niewymiernych
oraz trygonometrycznych, itd.
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e Rozwazmy catke [ x - e*dx. Skorzystamy z metody catkowania przez
czesci, przyjmujac: f(x) = x oraz g(x) = €*. Poniewaz (&¥)' = €*,
wiec:

/x‘ede:x‘ex—/(x)"exdx:x‘ex—ex:(x—l)-ex.
@ Rozwazmy catke f34'x_1dx. Dokonujemy podstawienia:

t=4-x—1. Wtedy x = % = g(t), czyli g'(t) = %. Korzystamy z
wzoru na obliczanie catki przez podstawienie:

1 1 1 t 1 4.x—1
gictge— [a gL fag 1 3 103 :
4 4 4 In3 4 In3
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Rozwazmy catke [ smde dla x # n-m, n € Z. Wykorzystajmy najpierw
znane fakty trygonometryczne:
1 1.1
1 1 1 cos?3 2 cos?3
sinx_2~sin§-cos§ 2-sin%-cos% coslzg_ tg 3
Pamietamy, ze:
x,, 1 1
tg =) == .
(tg 2) 2 cos?3
Otrzymujemy zatem:
1 tg 5
/ . dx:/(gi) dx =In \tgf\
sin x tg 5
w kazdym z przedziatow (n-7,(n+1)-7), n € Z.
Catkowanie 11 / 27
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e

Niech wykresem funkcji f(x) w przedziale [a, b] bedzie prosta o réwnaniu
y = m-x + n. Wtedy obszar ograniczony odcinkiem [a, b], krzywa

y = m- x + n oraz prostymi o réwnaniach x = a i x = b jest trapezem.
Pole tego obszaru dane jest zatem wzorem:

(m-(a+b)+2-n)-(b—a).

N =

Jaki jest zwigzek tego pola z catky nieoznaczong F(x) = [(m - x + n)dx?
Po pierwsze: F(x) =1 -m-x%+n-x+ C, gdzie C jest staty catkowania.

Po drugie:
0 F(a) =
Q F(b) =

Wreszcie, po trzecie: F(b) — F(a)=3%-(m-(a+b)+2-n)-(b—a), co

wykazujemy prostym rachunkiem. Tak wiec, rozwazane pole jest réwne

réznicy wartosci funkgji pierwotnej dla funkgji f(x) = m - x + n, branych na
koficach przedziatu [a, b].

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Catkowanie 12 / 27

-m-a®>+n-a+C
-m-b>+n-b+C

= NI




e

Niech f(x) bedzie funkcja famana w przedziale [a, b]. Wtedy obszar
ograniczony krzywa f(x), odcinkiem [a, b] oraz prostymi o réwnaniach

X = aix = b jest suma trapezéw. Jesli bowiem punkty x; € [a, b] sa takie,
zea=xp < x1 <x2<...<Xx,=boraz ze funkcja f(x) jest liniowa w
kazdym z przedziatéw [x;_1,x;], dla 0 < i/ < n, to — na mocy obliczen
wykonanych w poprzednim punkcie — dla dowolnej funkcji F(x) pierwotnej
dla f(x) pole tego obszaru jest réwne:

n

Y (F(xi) = F(xi-1)) = F(xa) = F(x0) = F(b) = F(a).

i=1

A zatem réwniez w tym przypadku rozwazane pole jest réwne réznicy
wartosci funkgji pierwotnej dla funkcji f(x), branych na koricach przedziatu

[a, b].

Te przyktady moga stuzy¢ za punkt wyjscia do nastepujacej definicji. )
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___________________ Caotkaoznaczona BELULEE

@ Niech F bedzie funkcja pierwotna dla funkcji f ciagtej w przedziale
[a, b]. Catka oznaczong z funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy
Iiczbe;:

ff )dx = F(b) — F(a).

° L|czby a oraz b nazywamy wtedy, odpowiednio, do/ng oraz gérna
granica catkowania.

o Powszechnie uzywa sie réwniez skrétu: [F(x)]2 = F(b) — F(a).

e Czy w przypadku dowolnej funkgji f(x) okreslonej w przedziale [a, b]
pole obszaru ograniczonego odcinkiem [a, b], krzywa f(x) oraz
prostymi o réwnaniach x = a i x = b réwne jest F(b) — F(a), gdzie F
jest funkcja pierwotna dla funkeji 7

o Odpowiedzi na to pytanie dostarczaja rézne propozycje zdefiniowania

b

wielkosci [ f(x)dx tak, aby byta ona réwna F(b) — F(a) oraz istotnie

a
odpowiadata ona mierze rozwazanego obszaru.
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EEHEE

Zauwazmy, ze obszar pod dowolng krzywa f(x) w przedziale [a, b] moze
byé przyblizany sumami obszaréw prostokatnych na dwa sposoby:

e Mozemy dzieli¢ przedziat [a, b] (czyli dziedzine funkgji), otrzymujac
prostokatne pionowe paski, ktérych suma przybliza rozwazany obszar.
Ten pomyst prowadzi do catki Riemanna.

o Mozemy dzieli¢ przedziat [f(a), f(b)] (czyli przeciwdziedzing funkgji),
otrzymujac inne prostokatne paski, ktérych suma przybliza rozwazany
obszar. Ten pomyst prowadzi do catki Lebesgue’a.

@ Miare rozwazanego obszaru chcemy oblicza¢ (przybliza¢) jako sume
miar jakich$ prostszych jego obszaréw sktadowych. Owe obszary
sktadowe powinny by¢ przy tym stosownie mate, aby suma ich miar
byta dowolnie bliska mierze catego rozwazanego obszaru.

o Czujemy zatem, ze za chwile pojawi sie jakie$ przejécie graniczne:
miara catego obszaru bedzie okreslana jako granica sum obszaréw
sktadowych.
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Catka oznaczona Whtasnosci
Witasnosci arytmetyczne. Zatézmy, ze f i g sa funkcjami ciagtymi w
przed2|ale [a, b]. Wtedy
b
f(f(x) g(x))dx = ff dx—i—fg(x)dx

a a

b b
fc f(x)dx =c- :aff dx. ‘S[f x)dx| < [ |f(x)]dx.

a

o

Jesli f(x) < g(x) dla x € [a, b], to f f(x)dx < [ g(x)dx.

L >

Jesli f(x) > 0dla x € [a, b], to ff(x Ydx >

Jesli 0 < h < b — a, to istnieje t € (0,1) taka, ze:

at+h b
f f(x)dx =h-f(a+t-h). Zatem: | [ f(x)dx| < (b—a)- ma§b|f( x)|.
a asx<
Jesli F(x) = [ f(t)dt dla x € [a, b], to F'(x) = f(x) w [a, b]. Zatem: jesli
a

F ma ciagta pochodng F' w [a, b], to [ F'(x)dx = F(x) — F(a).
a
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Catka oznaczona Whtasnosci

e Catkowanie przez czesci. Zatézmy, ze funkcje f i g maja ciaggte
pochodne ' i g’ w przedziale [a, b]. Wtedy:

b b
/ F(x) - &'(x)dx = [F(x) - g0 — / F(x) - g(x)dx,

gdzie [f(x) - g(x)] = f(b) - g(b) — f(a) - g(a).

o Catkowanie przez podstawienie. Zatézmy, ze f jest ciagta w [a, b] oraz
ze g ma ciagta pochodna g’ w [c, d], przy czym a < g(t) < b dla
t € [c,d] oraz g(c) = a, g(d) = b. Wtedy:
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Catka oznaczona Whtasnosci

@ Pierwsze twierdzenie o wartosci sredniej. Zatézmy, ze f i g s3
funkcjami ciggtymi w przedziale [a, b] oraz ze g ma staty znak w
[a, b]. Istnieje wtedy liczba t € [a, b] taka, ze:

b
/f(x) -g(x)dx = f(¢) - /g(x)dx.
a a
o Drugie twierdzenie o wartosci sredniej.Zatézmy, ze f i g sa funkcjami
ciagtymi w przedziale [a, b] oraz ze g jest monotoniczna i ma ciagta
pochodna w [a, b]. Istnieje wtedy liczba t € [a, b] taka, ze:

b b

/f(x) 'g(x)dx:g(a)'/tf(x)dx—l—g(b)-/f(x)dx.

a t
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Catka Riemanna Definicja

Niech a = xp < x1 < x2 < ... < x, = b. Kazdy taki ciag nazywamy
podziatem odcinka [a, b]. Poszczegélne przedziaty [x;, xit+1] (0 < i < n)
nazywamy wtedy podprzedziatami tego podziatu. Srednica takiego
podziatu nazywamy liczbe Or??<xn(x,-+1 — x;). Srednice podziatu I

oznaczamy przez 0(IM). Normalnym ciagiem podziatéw (odcinka [a, b])
nazywamy kazdy taki ciag I, podziatéw tego odcinka, ktérych Srednica
dazy do zera, czyli taki, izz lim §(MN,) =0.
m—00

Niech f bedzie funkcja ograniczona w przedziale [a, b] i niech I bedzie
podziatem tego przedziatu, wyznaczonym przez punkty:
a=xg < x3 <xp<...<xp=b. Ponadto, niech t; € [x;_1,x;] dla
wszystkich 1 < i < n. Niech T bedzie zbiorem wszystkich tych punktow
posrednich t;. Suma Riemanna funkcji f dla podziatu I przy wyborze
punktéw posrednich w zbiorze T nazywamy liczbe:

n

R(M) = 2 #(8) - (6 = xi0).

Stuchacze nie powinni mie¢ trudnosci z interpretacja geometryczng sum
Riemanna.
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Dtz
Twierdzenie. Zafézmy, ze funkcja f jest ciagta w przedziale a, b]. Wtedy:
o Dla kazdej liczby € > 0 istnieje liczba § > 0 taka, ze dla kazdego
podziatu I odcinka [a, b]: jesli 5(M) < 6, to |R(N f f(x)dx| < e.
@ Dla kazdego normalnego ciqgu (I'I ) podziatow odcmka [a, b] zachodzi

réwnoscé: ||m R(M ff

Zatézmy, ze f jest funkcja ograniczong w przedziale [a, b]. Méwimy, ze f
jest funkcja catkowalng w sensie Riemanna w |[a, b], gdy dla kazdego
normalnego ciagu podziatéw (I,,) przedziatu [a, b] oraz przy dowolnym
wyborze punktéw posrednich z podprzedziatéw tego przedziatu cigg sum
Riemanna (R(MMp)) jest zbiezny. Granice mIi'nOO R(Mpy) nazywamy wtedy

b
catka Riemanna z funkcji f w przedziale [a, b] i oznaczamy przez [ f(x)dx.

a
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Catka Riemanna Definicja

@ Dla funkgji ciggtych catka Riemanna jest réwna catce oznaczone;j.

@ Istnieja funkcje ograniczone nieciagte (a nawet nie posiadajace funkgji
pierwotnej), ktére sa catkowalne w sensie Riemanna. Taka jest np.
funkcja f okreslona w przedziale [0, 1] nastepujaco: f(x) =1 dla
x €[0,3), f(x) = 0dla x € [3,1]. Mozna wykaza¢, ze dla kazdego
normalnego ciagu podziatéw odcinka [0, 1] ciag jego sum Riemanna
jest zbiezny do %

o Istnieja jednak takze funkcje ograniczone, ktére nie sa catkowalne w
sensie Riemanna — taka jest np. funkcja Dirichleta (funkcja
charakterystyczna zbioru liczb wymiernych).

o Catka Riemanna jest przyjaznym obiektem matematycznym, jesli
chodzi np. o jej walory dydaktyczne.

@ Pewnych jej mankamentéw teoretycznych (np. dotyczacych przejs¢
granicznych) mozna pozby¢ sie, przechodzac do ogélniejszego pojecia
catki.
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i O
Dtugos¢ tuku krzywej. Jezeli funkcja f ma ciagta pochodna w przedziale
[a, b], to dtugosé tuku krzywej L o réwnaniu y = f(x), gdzie x € [a, b],

b
wynosi: |L] = [ /14 (f/(x))?dx.

a
Pole powierzchni figury ptaskiej. Jezeli funkcje f i g sa ciagte w przedziale
[a, b] i spetniaja w nim warunek g(x) < f(x), to pole obszaru P,
ograniczonego krzywymi y = f(x), y = g(x) oraz prostymi x = a i x = b,
b
jest réwne: |P| = [(f(x) — g(x))dx.

a
Pole powierzchni bryty obrotowej. Jezeli funkcja f ma ciagta pochodng w
przedziale [a, b], to pole powierzchni bryty obrotowej S, powstatej przez
obrét wokét osi odcietych wykresu funkeji y = f(x), dla x € [a, b], wynosi:

b
IS|=2-7- [f(x) /14 (f'(x))%dx.

a
Objetos¢ bryty obrotowej. Jezeli funkcja f jest ciagta w przedziale [a, b], to
objetos¢ bryty obrotowej V' powstatej przez obrét wokét osi odcietych

b
wykresu funkcji y = f(x), dla x € [a, b], wynosi: |V| = - [ f2(x)dx.
a
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Zastosowania Zastosowania fizyczne

e Droga w ruchu o zmiennej predkosci. Jesli punkt materialny porusza
sie ruchem prostoliniowym ze zmienna w czasie predkoscia v(t), to

droga s przebyta przez ten punkt w przedziale czasowym [t1, t]
%)
wyraza sie wzorem: s = [ v(t)dt.
t1
@ Praca. Jezeli réwnolegle do osi odcietych dziata zmienna sita F, to

praca wykonana przez te site na drodze od punktu a do punktu b

b
wyraza sie wzorem: W = [ F(x)dx.
a
o Energia. Jezeli u oraz i oznaczaja odpowiednio wartosci chwilowe

napiecia i natezenia pradu zmiennego, to catkowita energia pobrana w

t
czasie t ze zrédta tego pradu wynosi: E = [ u(t) - i(t)dt.
0

o W tekscie wyktadu Catkowanie znajda stuchacze dalsze przyktady
zastosowah: obliczanie srodka masy oraz momentu bezwtadnosci.
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Zastosowania Zastosowania ekonomiczne

Zapas towaru. Zatézmy, ze funkcja catkowalna f(t) okresla intensywno$¢
naptywu towaru do magazynu w zaleznosci od czasu t € [0, T]. Wtedy

wielko$¢ zgromadzonego po uptywie czasu T w magazynie towaru jest
T

réwna f f(t)dt. Wielkos¢ zapaséw zgromadzonych od chwili t; do chwili ¢

5}
(gdzie 0 < t; < tp < T) réwna jest [ f(t)dt. Wreszcie, $rednia wielkos¢
51

zapaséw zgromadzonych w okresie od t; do t, jest réwna: tzitl [ f(t)dt
t

Realny zysk. Zysk z(t) otrzymany z eksploatacji jakiego$ urzadzenia (np.
gilotyny) obliczamy odejmujac od dochodu D(t) z eksploatacji koszty K(t)
utrzymania tego urzadzenia: z(t) = D(t) — K(t). Przedziatem
opfacalnosci urzadzenia nazywamy przedziat czasowy [0, T], gdzie T jest
najwieksza liczba t, dla ktérej z(t) > 0. Realny zysk uzyskany z
eksploatacji urzadzenia w czasie od t; do tp (gdzie 0 < t; < tp < T) jest

t2
réwny: Z = [ z(t)dt
51
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Zastosowania Zastosowania ekonomiczne

Kapitat. Niech K(t) oznacza zaséb kapitatu w chwili t. Wtedy K'(t)

oznacza predkos¢ wzrostu kapitatu. Przyrost kapitatu w chwili t jest réwny

wartosci strumienia inwestycji netto /(t) w chwili t. Tak wiec:

K'(t) = I(t). Otrzymujemy zatem: K(t) = [ I(t)dt. Wielkos¢ kapitatu w
[

przedziale czasowym [t1, tp] rowna jest: [ [(t)dt = K(t2) — K(t1).
t

Modele wzrostu. W makroekonomii proponuje sie modele matematyczne,
opisujace zaleznosci miedzy takimi czynnikami, jak np. dochéd narodowy,
konsumpcja, kapitat, produkgja, stan technologii, itd. To, na ile modele te
trafnie oddaja zaleznosci ekonomiczne zalezy m.in. od przyjmowanych
zatozen na temat gospodarowania. Jest dos¢ oczywiste, ze matematyczne
aspekty takich rozwazan uwzglednia¢ musza pojecia zwigzane z rachunkiem
rézniczkowym i catkowym (a takze z, m.in.: rachunkiem wariacyjnym,
teoriag réwnan rézniczkowych, algebra liniowa, programowaniem, itd.). Jesli
ktos ze stuchaczy miatby ambicje zostania Ministrem Finanséw
(Premierem?), to musiatby to wszystko umiec.
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Mysl przekornie!

@ Czy catkowanie jest procesem algorytmicznym?
@ Jak obliczamy pole powierzchni ,zakrzywionej”?

@ Jak obliczamy objetos¢ bryty ograniczonej takim ,zakrzywionymi”
powierzchniami?

o Jak obliczamy dtugos¢ krzywej na takiej ,zakrzywionej” powierzchni?

@ Rozwazalismy catki oznaczone funkgji okreslonych w pewnym
przedziale. Jak zdefiniowac catke oznaczona funkcji w przedziale
[a,00) lub (—00,00)?

o Jak zdefiniowa¢ catkowanie funkcji wielu zmiennych?

o Jak zdefiniowa¢ catkowanie funkcji zmiennej zespolonej?
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Co musisz ZZZ

o Catka nieoznaczona: definicja, catkowanie przez czesci i przez
podstawienie.

o Catka oznaczona: definicja i interpretacja geometryczna.

o Catka Riemanna: definicja i interpretacja geometryczna.

Stuchacze beda mieli wielokrotnie do czynienia z pojeciami rachunku

rézniczkowego i catkowego w trakcie dalszych studiéw kognitywnych.
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