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Wst¦p

Jak widzieli±my w poprzednim wykªadzie, pochodna funkcji ma prost¡
interpretacj¦ geometryczn¡, zwi¡zan¡ ze styczn¡ do krzywej. Caªka
(oznaczona, w przedziale [a, b]) funkcji f (x) tak»e ma prost¡
interpretacj¦ geometryczn¡: jej warto±¢ liczbowa równa jest polu
powierzchni ograniczonej osi¡ odci¦tych, krzyw¡ f (x) oraz prostymi o
równaniach x = a i x = b.

Aby w poprawny i precyzyjny sposób mówi¢ o polach �gur
ograniczonych dowolnymi krzywymi, trzeba dysponowa¢ poj¦ciem
miary. Podobnie dla takich poj¦¢, jak: dªugo±¢ (dowolnej krzywej),
pole (dowolnej powierzchni) oraz obj¦to±¢ (dowolnej bryªy).

W przypadku zbiorów sko«czonych miara zwi¡zana mo»e by¢
bezpo±rednio z liczb¡ elementów takich zbiorów.

Inaczej rzecz ma si¦ jednak z dowolnymi zbiorami, w tym ze zbiorami
niesko«czonymi. Wprowadzone zostaje nowe poj¦cie: zbioru
mierzalnego (w okre±lonym sensie, np. w mierze borelowskiej lub w
mierze Lebesgue'a).
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Miara

Rodzina B podzbiorów zbioru X jest σ-ciaªem zbiorów w X (lub: σ-algebr¡
w X ), gdy:

∅ ∈ B.
B jest domkni¦ta na operacj¦ dopeªnienia (w X ): je±li A ∈ B, to
X − A ∈ B.
B jest domkni¦ta na przeliczalne sumy: je±li {Ai : i ∈ N} ⊆ B, to⋃
i∈N

Ai ∈ B.

Dla dowolnej rodziny B podzbiorów zbioru X istnieje najmniejsza
(wzgl¦dem inkluzji) σ-algebra w X , do której nale»¡ wszystkie zbiory z
rodziny B: nazywamy j¡ σ-algebr¡ podzbiorów X generowan¡ przez
rodzin¦ B.
Par¦ (X ,B) zªo»on¡ ze zbioru X oraz σ-algebry jego podzbiorów B
nazywamy przestrzeni¡ mierzaln¡.
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Miara

Niech (X ,B) b¦dzie przestrzeni¡ mierzaln¡. Mówimy, »e funkcja µ jest
miar¡ w tej przestrzeni, gdy:

Dziedzin¡ funkcji µ jest rodzina B.
Funkcja µ przyjmuje warto±ci rzeczywiste nieujemne lub warto±¢ ∞.

µ(∅) = 0.

Dla dowolnej rodziny {Ai : i ∈ N} ⊆ B zbiorów parami rozª¡cznych
(czyli takich, »e Ai ∩ Aj = ∅ dla i 6= j) zachodzi:

µ(
⋃
i∈N

Ai ) =
∞∑
i=0

µ(Ai )

Przestrzeni¡ z miar¡ nazywamy dowoln¡ trójk¦ uporz¡dkowan¡
(X ,B, µ), gdzie (X ,B) jest przestrzeni¡ mierzaln¡, a µ jest miar¡ w
tej przestrzeni.

Zbiory borelowskie. σ-algebra generowana przez rodzin¦ wszystkich
przedziaªów otwartych o ko«cach wymiernych zawartych w R jest
rodzin¡ wszystkich tzw. borelowskich podzbiorów R.
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Miara

W przestrzeni mierzalnej (R,B(R)) (gdzie B(R) jest rodzin¡ zbiorów
borelowskich w R) mo»na okre±li¢ miar¦ µ na ró»ne sposoby.

Wyró»nionym sposobem jest przyj¦cie, »e µ((a, b]) = b − a (wtedy
równie» µ((a, b)) = µ([a, b]) = µ([a, b)) = b − a).

Nazwijmy t¦ miar¦ miar¡ borelowsk¡. Mo»na tego typu miar¦ okre±li¢
oczywi±cie równie» w dowolnej przestrzeni (Rn,B(Rn)).

Przykªadem miary jest funkcja prawdopodobie«stwa, okre±lona na
σ-algebrze zdarze« danej przestrzeni zdarze« elementarnych.

Ró»ne poj¦cia caªki (np. caªka Riemanna, caªka Lebesgue'a) tak»e
zwi¡zane s¡ z poj¦ciem miary.
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Caªka nieoznaczona De�nicja

Niech funkcja f b¦dzie okre±lona w przedziale (a, b). Funkcj¡
pierwotn¡ funkcji f nazywamy ka»d¡ funkcj¦ F okre±lon¡ w przedziale
(a, b) i ró»niczkowaln¡ w ka»dym punkcie przedziaªu (a, b), która dla
wszystkich x ∈ (a, b) speªnia warunek: F ′(x) = f (x).

Je±li dla funkcji f istnieje jej funkcja pierwotna w (a, b), to mówimy,
»e f jest caªkowalna w (a, b).

Wprost z de�nicji wynika, »e funkcja pierwotna funkcji f caªkowalnej
w (a, b) jest okre±lona z dokªadno±ci¡ do staªej.

Caªk¡ nieoznaczon¡ funkcji f nazywamy rodzin¦ wszystkich funkcji
pierwotnych funkcji f . Powszechnie przyj¦tym oznaczeniem dla caªki
nieoznaczonej funkcji f jest

∫
f (x)dx . Tak wi¦c, je±li F ′(x) = f (x), to∫

F ′(x)dx = F (x) + C .

Sªuchacze zechc¡ traktowa¢ wyst¦puj¡cy tu symbol dx jako swoisty
znak interpunkcyjny, wskazuj¡cy wzgl¦dem jakiej zmiennej odbywa si¦
caªkowanie.
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Caªka nieoznaczona De�nicja

Przykªady

Wprost ze znanych ju» wzorów na pochodne funkcji otrzymujemy wzory
dotycz¡ce niektórych caªek nieoznaczonych (zwykle pomijamy, z lenistwa,
staª¡ C ):∫

xαdx = xα+1

α+1
, dla α 6= −1, x > 0 (je±li α ∈ N, to wzór zachodzi dla

x 6= 0)∫
dx
x

= ln |x |, dla x 6= 0∫
exdx = ex∫
axdx = ax

ln a
, gdzie a > 0, a 6= 1∫

sin xdx = − cos x∫
cos xdx = sin x∫

1
cos2 x

dx = tg x , dla x 6= n · π + π
2
, n ∈ Z∫

1
sin2 x

dx = − ctg x , dla x 6= n · π, n ∈ Z
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Caªka nieoznaczona Wªasno±ci

Dziaªania arytmetyczne. Je±li funkcje f i g s¡ caªkowalne w przedziale I
(otwartym lub domkni¦tym), a c ∈ R, to caªkowalne w I s¡ równie» funkcje
f + g , f − g , c · f oraz zachodz¡ wzory:∫

(f (x) + g(x))dx =
∫
f (x)dx +

∫
g(x)dx∫

(f (x)− g(x))dx =
∫
f (x)dx −

∫
g(x)dx∫

c · f (x)dx = c ·
∫
f (x)dx .

Caªkowanie przez cz¦±ci. Je±li funkcje f i g maj¡ ci¡gªe pochodne f ′ i
g ′ w przedziale I (otwartym lub domkni¦tym), to:∫
f (x) · g ′(x)dx = f (x) · g(x)−

∫
f ′(x) · g(x)dx

Caªkowanie przez podstawienie. Zaªó»my, »e f jest ci¡gªa w przedziale
(a, b), a g ma ci¡gª¡ pochodn¡ w przedziale (c, d), przy czym
a < g(t) < b dla t ∈ (c, d). Wtedy dla t ∈ (c, d):∫
f (x)dx =

∫
f (g(t)) · g ′(t)dt
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Caªka nieoznaczona Wªasno±ci

Zaªó»my, »e g ma ci¡gª¡ pochodn¡ w przedziale (a, b) oraz g(t) 6= 0
dla t ∈ (a, b). Wtedy dla t ∈ (a, b):∫ g ′(t)

g(t) dt = ln |g(t)|.
Zauwa»my, »e ten (u»yteczny w zastosowaniach) wzór wynika z
twierdzenia o caªkowaniu przez podstawienie (wystarczy przyj¡¢
f (x) = 1

x
w zaªo»eniach metody caªkowania przez podstawienie).

Opracowano wiele dalszych metod obliczania caªek nieoznaczonych,
m.in.: wzory rekurencyjne, rozkªad (funkcji wymiernych) na uªamki
proste, wzory na obliczanie caªek zªo»onych funkcji niewymiernych
oraz trygonometrycznych, itd.
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Caªka nieoznaczona Caªkowanie: przykªady

Rozwa»my caªk¦
∫
x · exdx . Skorzystamy z metody caªkowania przez

cz¦±ci, przyjmuj¡c: f (x) = x oraz g(x) = ex . Poniewa» (ex)′ = ex ,
wi¦c:∫

x · exdx = x · ex −
∫

(x)′ · exdx = x · ex − ex = (x − 1) · ex .

Rozwa»my caªk¦
∫
34·x−1dx . Dokonujemy podstawienia:

t = 4 · x − 1. Wtedy x = t+1
4

= g(t), czyli g ′(t) = 1
4
. Korzystamy z

wzoru na obliczanie caªki przez podstawienie:∫
34·x−1dx =

∫
3t · 1

4
dt =

1
4
·
∫

3tdt =
1
4
· 3t

ln 3
=

1
4
· 3

4·x−1

ln 3
.
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Caªka nieoznaczona Caªkowanie: przykªady

Rozwa»my caªk¦
∫

1
sin x

dx dla x 6= n · π, n ∈ Z. Wykorzystajmy najpierw
znane fakty trygonometryczne:

1
sin x

=
1

2 · sin x
2
· cos x

2

=
1

2 · sin x
2
· cos x

2

·
1

cos2 x

2

1
cos2 x

2

=

1
2
· 1
cos2 x

2

tg x
2

.

Pami¦tamy, »e:

(tg
x

2
)′ =

1
2
· 1
cos2 x

2

.

Otrzymujemy zatem:∫
1

sin x
dx =

∫
(tg x

2
)′

tg x
2

dx = ln |tg x

2
|,

w ka»dym z przedziaªów (n · π, (n + 1) · π), n ∈ Z.
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Caªka oznaczona Wprowadzenie

Niech wykresem funkcji f (x) w przedziale [a, b] b¦dzie prosta o równaniu
y = m · x + n. Wtedy obszar ograniczony odcinkiem [a, b], krzyw¡
y = m · x + n oraz prostymi o równaniach x = a i x = b jest trapezem.
Pole tego obszaru dane jest zatem wzorem:

1
2
· (m · (a + b) + 2 · n) · (b − a).

Jaki jest zwi¡zek tego pola z caªk¡ nieoznaczon¡ F (x) =
∫

(m · x + n)dx?
Po pierwsze: F (x) = 1

2
·m · x2 + n · x + C , gdzie C jest staª¡ caªkowania.

Po drugie:

1 F (a) = 1
2
·m · a2 + n · a + C

2 F (b) = 1
2
·m · b2 + n · b + C

Wreszcie, po trzecie: F (b)− F (a) = 1
2
· (m · (a + b) + 2 · n) · (b − a), co

wykazujemy prostym rachunkiem. Tak wi¦c, rozwa»ane pole jest równe
ró»nicy warto±ci funkcji pierwotnej dla funkcji f (x) = m · x + n, branych na
ko«cach przedziaªu [a, b].
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Caªka oznaczona Wprowadzenie

Niech f (x) b¦dzie funkcj¡ ªaman¡ w przedziale [a, b]. Wtedy obszar
ograniczony krzyw¡ f (x), odcinkiem [a, b] oraz prostymi o równaniach
x = a i x = b jest sum¡ trapezów. Je±li bowiem punkty xi ∈ [a, b] s¡ takie,
»e a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b oraz »e funkcja f (x) jest liniowa w
ka»dym z przedziaªów [xi−1, xi ], dla 0 < i 6 n, to � na mocy oblicze«
wykonanych w poprzednim punkcie � dla dowolnej funkcji F (x) pierwotnej
dla f (x) pole tego obszaru jest równe:

n∑
i=1

(F (xi )− F (xi−1)) = F (xn)− F (x0) = F (b)− F (a).

A zatem równie» w tym przypadku rozwa»ane pole jest równe ró»nicy
warto±ci funkcji pierwotnej dla funkcji f (x), branych na ko«cach przedziaªu
[a, b].

Te przykªady mog¡ sªu»y¢ za punkt wyj±cia do nast¦puj¡cej de�nicji.
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Caªka oznaczona De�nicja

Niech F b¦dzie funkcj¡ pierwotn¡ dla funkcji f ci¡gªej w przedziale
[a, b]. Caªk¡ oznaczon¡ z funkcji f w przedziale [a, b] nazywamy
liczb¦:
b∫
a

f (x)dx = F (b)− F (a).

Liczby a oraz b nazywamy wtedy, odpowiednio, doln¡ oraz górn¡
granic¡ caªkowania.

Powszechnie u»ywa si¦ równie» skrótu: [F (x)]ba = F (b)− F (a).

Czy w przypadku dowolnej funkcji f (x) okre±lonej w przedziale [a, b]
pole obszaru ograniczonego odcinkiem [a, b], krzyw¡ f (x) oraz
prostymi o równaniach x = a i x = b równe jest F (b)− F (a), gdzie F
jest funkcj¡ pierwotn¡ dla funkcji f ?

Odpowiedzi na to pytanie dostarczaj¡ ró»ne propozycje zde�niowania

wielko±ci
b∫
a

f (x)dx tak, aby byªa ona równa F (b)− F (a) oraz istotnie

odpowiadaªa ona mierze rozwa»anego obszaru.
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Caªka oznaczona De�nicja

Zauwa»my, »e obszar pod dowoln¡ krzyw¡ f (x) w przedziale [a, b] mo»e
by¢ przybli»any sumami obszarów prostok¡tnych na dwa sposoby:

Mo»emy dzieli¢ przedziaª [a, b] (czyli dziedzin¦ funkcji), otrzymuj¡c
prostok¡tne pionowe paski, których suma przybli»a rozwa»any obszar.
Ten pomysª prowadzi do caªki Riemanna.

Mo»emy dzieli¢ przedziaª [f (a), f (b)] (czyli przeciwdziedzin¦ funkcji),
otrzymuj¡c inne prostok¡tne paski, których suma przybli»a rozwa»any
obszar. Ten pomysª prowadzi do caªki Lebesgue'a.

Miar¦ rozwa»anego obszaru chcemy oblicza¢ (przybli»a¢) jako sum¦
miar jakich± prostszych jego obszarów skªadowych. Owe obszary
skªadowe powinny by¢ przy tym stosownie maªe, aby suma ich miar
byªa dowolnie bliska mierze caªego rozwa»anego obszaru.

Czujemy zatem, »e za chwil¦ pojawi si¦ jakie± przej±cie graniczne:
miara caªego obszaru b¦dzie okre±lana jako granica sum obszarów
skªadowych.
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Caªka oznaczona Wªasno±ci

Wªasno±ci arytmetyczne. Zaªó»my, »e f i g s¡ funkcjami ci¡gªymi w
przedziale [a, b]. Wtedy:
b∫
a

(f (x) + g(x))dx =
b∫
a

f (x)dx +
b∫
a

g(x)dx .

b∫
a

c · f (x)dx = c ·
b∫
a

f (x)dx . |
b∫
a

f (x)dx | 6
b∫
a

|f (x)|dx .

Je±li f (x) 6 g(x) dla x ∈ [a, b], to
b∫
a

f (x)dx 6
b∫
a

g(x)dx .

Je±li f (x) > 0 dla x ∈ [a, b], to
b∫
a

f (x)dx > 0.

Je±li 0 < h 6 b − a, to istnieje t ∈ (0, 1) taka, »e:
a+h∫
a

f (x)dx = h · f (a + t · h). Zatem: |
b∫
a

f (x)dx | 6 (b − a) · max
a6x6b

|f (x)|.

Je±li F (x) =
x∫
a

f (t)dt dla x ∈ [a, b], to F ′(x) = f (x) w [a, b]. Zatem: je±li

F ma ci¡gª¡ pochodn¡ F ′ w [a, b], to
x∫
a

F ′(x)dx = F (x)− F (a).
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Caªka oznaczona Wªasno±ci

Caªkowanie przez cz¦±ci. Zaªó»my, »e funkcje f i g maj¡ ci¡gªe
pochodne f ′ i g ′ w przedziale [a, b]. Wtedy:

b∫
a

f (x) · g ′(x)dx = [f (x) · g(x)]ba −
b∫

a

f ′(x) · g(x)dx ,

gdzie [f (x) · g(x)]ba = f (b) · g(b)− f (a) · g(a).

Caªkowanie przez podstawienie. Zaªó»my, »e f jest ci¡gªa w [a, b] oraz
»e g ma ci¡gª¡ pochodn¡ g ′ w [c , d ], przy czym a 6 g(t) 6 b dla
t ∈ [c , d ] oraz g(c) = a, g(d) = b. Wtedy:

b∫
a

f (x)dx =

d∫
c

f (g(t)) · g ′(t)dt.
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Caªka oznaczona Wªasno±ci

Pierwsze twierdzenie o warto±ci ±redniej. Zaªó»my, »e f i g s¡
funkcjami ci¡gªymi w przedziale [a, b] oraz »e g ma staªy znak w
[a, b]. Istnieje wtedy liczba t ∈ [a, b] taka, »e:

b∫
a

f (x) · g(x)dx = f (t) ·
b∫

a

g(x)dx .

Drugie twierdzenie o warto±ci ±redniej.Zaªó»my, »e f i g s¡ funkcjami
ci¡gªymi w przedziale [a, b] oraz »e g jest monotoniczna i ma ci¡gª¡
pochodn¡ w [a, b]. Istnieje wtedy liczba t ∈ [a, b] taka, »e:

b∫
a

f (x) · g(x)dx = g(a) ·
t∫

a

f (x)dx + g(b) ·
b∫

t

f (x)dx .
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Caªka Riemanna De�nicja

Niech a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b. Ka»dy taki ci¡g nazywamy
podziaªem odcinka [a, b]. Poszczególne przedziaªy [xi , xi+1] (0 6 i < n)
nazywamy wtedy podprzedziaªami tego podziaªu. �rednic¡ takiego
podziaªu nazywamy liczb¦ max

06i<n
(xi+1 − xi ). �rednic¦ podziaªu Π

oznaczamy przez δ(Π). Normalnym ci¡giem podziaªów (odcinka [a, b])
nazywamy ka»dy taki ci¡g Πm podziaªów tego odcinka, których ±rednica
d¡»y do zera, czyli taki, i»: lim

m→∞
δ(Πm) = 0.

Niech f b¦dzie funkcj¡ ograniczon¡ w przedziale [a, b] i niech Π b¦dzie
podziaªem tego przedziaªu, wyznaczonym przez punkty:
a = x0 < x1 < x2 < . . . < xn = b. Ponadto, niech ti ∈ [xi−1, xi ] dla
wszystkich 1 6 i 6 n. Niech T b¦dzie zbiorem wszystkich tych punktów
po±rednich ti . Sum¡ Riemanna funkcji f dla podziaªu Π przy wyborze
punktów po±rednich w zbiorze T nazywamy liczb¦:

R(Π) =
n∑

i=1

f (ti ) · (xi − xi−1).

Sªuchacze nie powinni mie¢ trudno±ci z interpretacj¡ geometryczn¡ sum
Riemanna.
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Caªka Riemanna De�nicja

Twierdzenie. Zaªó»my, »e funkcja f jest ci¡gªa w przedziale [a, b]. Wtedy:

Dla ka»dej liczby ε > 0 istnieje liczba δ > 0 taka, »e dla ka»dego

podziaªu Π odcinka [a, b]: je±li δ(Π) < δ, to |R(Π)−
b∫
a

f (x)dx | < ε.

Dla ka»dego normalnego ci¡gu (Πm) podziaªów odcinka [a, b] zachodzi

równo±¢: lim
m→∞

R(Πm) =
b∫
a

f (x)dx .

Zaªó»my, »e f jest funkcj¡ ograniczon¡ w przedziale [a, b]. Mówimy, »e f
jest funkcj¡ caªkowaln¡ w sensie Riemanna w [a, b], gdy dla ka»dego
normalnego ci¡gu podziaªów (Πm) przedziaªu [a, b] oraz przy dowolnym
wyborze punktów po±rednich z podprzedziaªów tego przedziaªu ci¡g sum
Riemanna (R(Πm)) jest zbie»ny. Granic¦ lim

m→∞
R(Πm) nazywamy wtedy

caªk¡ Riemanna z funkcji f w przedziale [a, b] i oznaczamy przez
b∫
a

f (x)dx .
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Caªka Riemanna De�nicja

Dla funkcji ci¡gªych caªka Riemanna jest równa caªce oznaczonej.

Istniej¡ funkcje ograniczone nieci¡gªe (a nawet nie posiadaj¡ce funkcji
pierwotnej), które s¡ caªkowalne w sensie Riemanna. Taka jest np.
funkcja f okre±lona w przedziale [0, 1] nast¦puj¡co: f (x) = 1 dla
x ∈ [0, 1

2
), f (x) = 0 dla x ∈ [1

2
, 1]. Mo»na wykaza¢, »e dla ka»dego

normalnego ci¡gu podziaªów odcinka [0, 1] ci¡g jego sum Riemanna
jest zbie»ny do 1

2
.

Istniej¡ jednak tak»e funkcje ograniczone, które nie s¡ caªkowalne w
sensie Riemanna � taka jest np. funkcja Dirichleta (funkcja
charakterystyczna zbioru liczb wymiernych).

Caªka Riemanna jest przyjaznym obiektem matematycznym, je±li
chodzi np. o jej walory dydaktyczne.

Pewnych jej mankamentów teoretycznych (np. dotycz¡cych przej±¢
granicznych) mo»na pozby¢ si¦, przechodz¡c do ogólniejszego poj¦cia
caªki.
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Zastosowania Zastosowania geometryczne

Dªugo±¢ ªuku krzywej. Je»eli funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡ w przedziale
[a, b], to dªugo±¢ ªuku krzywej L o równaniu y = f (x), gdzie x ∈ [a, b],

wynosi: |L| =
b∫
a

√
1 + (f ′(x))2dx .

Pole powierzchni �gury pªaskiej. Je»eli funkcje f i g s¡ ci¡gªe w przedziale
[a, b] i speªniaj¡ w nim warunek g(x) 6 f (x), to pole obszaru P ,
ograniczonego krzywymi y = f (x), y = g(x) oraz prostymi x = a i x = b,

jest równe: |P| =
b∫
a

(f (x)− g(x))dx .

Pole powierzchni bryªy obrotowej. Je»eli funkcja f ma ci¡gª¡ pochodn¡ w
przedziale [a, b], to pole powierzchni bryªy obrotowej S , powstaªej przez
obrót wokóª osi odci¦tych wykresu funkcji y = f (x), dla x ∈ [a, b], wynosi:

|S | = 2 · π ·
b∫
a

f (x) ·
√

1 + (f ′(x))2dx .

Obj¦to±¢ bryªy obrotowej. Je»eli funkcja f jest ci¡gªa w przedziale [a, b], to
obj¦to±¢ bryªy obrotowej V powstaªej przez obrót wokóª osi odci¦tych

wykresu funkcji y = f (x), dla x ∈ [a, b], wynosi: |V | = π ·
b∫
a

f 2(x)dx .
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Zastosowania Zastosowania �zyczne

Droga w ruchu o zmiennej pr¦dko±ci. Je±li punkt materialny porusza
si¦ ruchem prostoliniowym ze zmienn¡ w czasie pr¦dko±ci¡ v(t), to
droga s przebyta przez ten punkt w przedziale czasowym [t1, t2]

wyra»a si¦ wzorem: s =
t2∫
t1

v(t)dt.

Praca. Je»eli równolegle do osi odci¦tych dziaªa zmienna siªa F , to
praca wykonana przez t¦ siª¦ na drodze od punktu a do punktu b

wyra»a si¦ wzorem: W =
b∫
a

F (x)dx .

Energia. Je»eli u oraz i oznaczaj¡ odpowiednio warto±ci chwilowe
napi¦cia i nat¦»enia pr¡du zmiennego, to caªkowita energia pobrana w

czasie t ze ¹ródªa tego pr¡du wynosi: E =
t∫
0

u(t) · i(t)dt.

W tek±cie wykªadu Caªkowanie znajd¡ sªuchacze dalsze przykªady
zastosowa«: obliczanie ±rodka masy oraz momentu bezwªadno±ci.
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Zastosowania Zastosowania ekonomiczne

Zapas towaru. Zaªó»my, »e funkcja caªkowalna f (t) okre±la intensywno±¢
napªywu towaru do magazynu w zale»no±ci od czasu t ∈ [0,T ]. Wtedy
wielko±¢ zgromadzonego po upªywie czasu T w magazynie towaru jest

równa
T∫
0

f (t)dt. Wielko±¢ zapasów zgromadzonych od chwili t1 do chwili t2

(gdzie 0 < t1 < t2 < T ) równa jest
t2∫
t1

f (t)dt. Wreszcie, ±rednia wielko±¢

zapasów zgromadzonych w okresie od t1 do t2 jest równa: 1
t2−t1

t2∫
t1

f (t)dt.

Realny zysk. Zysk z(t) otrzymany z eksploatacji jakiego± urz¡dzenia (np.
gilotyny) obliczamy odejmuj¡c od dochodu D(t) z eksploatacji koszty K (t)
utrzymania tego urz¡dzenia: z(t) = D(t)− K (t). Przedziaªem
opªacalno±ci urz¡dzenia nazywamy przedziaª czasowy [0,T ], gdzie T jest
najwi¦ksz¡ liczb¡ t, dla której z(t) > 0. Realny zysk uzyskany z
eksploatacji urz¡dzenia w czasie od t1 do t2 (gdzie 0 < t1 < t2 < T ) jest

równy: Z =
t2∫
t1

z(t)dt.
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Zastosowania Zastosowania ekonomiczne

Kapitaª. Niech K (t) oznacza zasób kapitaªu w chwili t. Wtedy K ′(t)
oznacza pr¦dko±¢ wzrostu kapitaªu. Przyrost kapitaªu w chwili t jest równy
warto±ci strumienia inwestycji netto I (t) w chwili t. Tak wi¦c:
K ′(t) = I (t). Otrzymujemy zatem: K (t) =

∫
I (t)dt. Wielko±¢ kapitaªu w

przedziale czasowym [t1, t2] równa jest:
t2∫
t1

I (t)dt = K (t2)− K (t1).

Modele wzrostu. W makroekonomii proponuje si¦ modele matematyczne,
opisuj¡ce zale»no±ci mi¦dzy takimi czynnikami, jak np. dochód narodowy,
konsumpcja, kapitaª, produkcja, stan technologii, itd. To, na ile modele te
trafnie oddaj¡ zale»no±ci ekonomiczne zale»y m.in. od przyjmowanych
zaªo»e« na temat gospodarowania. Jest do±¢ oczywiste, »e matematyczne
aspekty takich rozwa»a« uwzgl¦dnia¢ musz¡ poj¦cia zwi¡zane z rachunkiem
ró»niczkowym i caªkowym (a tak»e z, m.in.: rachunkiem wariacyjnym,
teori¡ równa« ró»niczkowych, algebr¡ liniow¡, programowaniem, itd.). Je±li
kto± ze sªuchaczy miaªby ambicj¦ zostania Ministrem Finansów
(Premierem?), to musiaªby to wszystko umie¢.
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

Czy caªkowanie jest procesem algorytmicznym?

Jak obliczamy pole powierzchni �zakrzywionej�?

Jak obliczamy obj¦to±¢ bryªy ograniczonej takim �zakrzywionymi�
powierzchniami?

Jak obliczamy dªugo±¢ krzywej na takiej �zakrzywionej� powierzchni?

Rozwa»ali±my caªki oznaczone funkcji okre±lonych w pewnym
przedziale. Jak zde�niowa¢ caªk¦ oznaczon¡ funkcji w przedziale
[a,∞) lub (−∞,∞)?

Jak zde�niowa¢ caªkowanie funkcji wielu zmiennych?

Jak zde�niowa¢ caªkowanie funkcji zmiennej zespolonej?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ

Caªka nieoznaczona: de�nicja, caªkowanie przez cz¦±ci i przez
podstawienie.

Caªka oznaczona: de�nicja i interpretacja geometryczna.

Caªka Riemanna: de�nicja i interpretacja geometryczna.

Sªuchacze b¦d¡ mieli wielokrotnie do czynienia z poj¦ciami rachunku
ró»niczkowego i caªkowego w trakcie dalszych studiów kognitywnych.
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