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Wst¦p

Struktury topologiczne

Struktury topologiczne zwi¡zane s¡ z takimi poj¦ciami, jak np.:

otoczenie, blisko±¢, odlegªo±¢, spójno±¢, zwarto±¢, punkt skupienia,

zbie»no±¢, granica, itp.

Bada si¦ równie» wªasno±ci przestrzeni wyposa»onych w struktury

topologiczne, które s¡ zachowywane przez przeksztaªcenia na nich

okre±lone. Ustala si¦ zatem, m.in., jakie przeksztaªcenia zachowuj¡

blisko±¢, ksztaªt, poªo»enie, itd.

W tym wykªadzie rozwa»ymy pewne szczególne przestrzenie

topologiczne, a mianowicie przestrzenie metryczne (tj. takie, w

których okre±li¢ mo»na poj¦cie odlegªo±ci) oraz zupeªne (tj. takie

przestrzenie, które � mówi¡c na razie intuicyjnie � wraz z ka»dym

ci¡giem elementów przestrzeni, które s¡ �coraz bli»sze sobie� zawieraj¡

te» �punkt graniczny� tego ci¡gu).
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Liczby rzeczywiste

Aksjomatyka dla liczb rzeczywistych

Aksjomatyczny opis struktury (R,6,+, ·, 0, 1):
1 (R,+, ·, 0, 1) jest ciaªem, czyli speªnione s¡ nast¦puj¡ce warunki:

1 R ma co najmniej dwa elementy
2 dziaªanie + (dodawanie) jest ª¡czne i przemienne
3 dziaªanie · (mno»enie) jest ª¡czne i przemienne
4 mno»enie jest rozdzielne wzgl¦dem dodawania
5 0 jest elementem neutralnym dodawania
6 1 jest elementem neutralnym mno»enia

2 6 jest porz¡dkiem liniowym zbioru R, który jest zgodny z dziaªaniami

arytmetycznymi w R, czyli takim, »e:

1 je±li x > y , to x + z > y + z

2 je±li x > 0 oraz y > 0, to x · y > 0.

3 Porz¡dek 6 jest ci¡gªy, czyli ka»dy ograniczony z góry (równowa»nie:

ograniczony z doªu) podzbiór zbioru R ma kres górny (odpowiednio:

kres dolny).
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Liczby rzeczywiste

Komentarze

Powy»sze aksjomaty nie gwarantuj¡ jeszcze, »e istnieje taka struktura.

Mo»na jednak wykaza¢, »e obie (podane wcze±niej) konstrukcje liczb

rzeczywistych � Dedekinda oraz Cantora � speªniaj¡ powy»sze aksjomaty.

Mo»na udowodni¢, »e istnieje � z dokªadno±ci¡ do izomor�zmu � jedna

struktura, speªniaj¡ca powy»sze aksjomaty. Tak wi¦c, ró»ne konstrukcje

liczb rzeczywistych ukazuj¡ ich ró»ne aspekty.

Dla liczb rzeczywistych zachodzi aksjomat Archimedesa: je±li x > 0 oraz

x < y , to istnieje liczba naturalna n taka, »e suma x + x + . . .+ x (x

wyst¦puje n razy w tej sumie) speªnia warunek: y < n · x . Wªasno±¢ ta

wyklucza istnienie w zbiorze R wielko±ci niesko«czenie maªych.

Nale»y pami¦ta¢, »e ka»da liczba rzeczywista jest w istocie obiektem

in�nitarnym: do jej okre±lenia potrzeba niesko«czenie wielu liczb

wymiernych, w ka»dej z rozwa»anych konstrukcji. We wszystkich

praktycznych zastosowaniach (obliczeniach) wykorzystujemy jedynie

sko«czone przybli»enia liczb rzeczywistych.
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Ci¡gi rzeczywiste

Przykªady ci¡gów rzeczywistych

Ci¡gi rzeczywiste (ci¡gi o wyrazach, b¦d¡cych liczbami rzeczywistymi) to

funkcje ze zbioru N+ w zbiór R.

Ci¡g arytmetyczny. Okre±lony warunkami rekurencyjnymi: a1 = a oraz

an = an−1 + d dla n > 2. Ogólny wzór na n-ty wyraz ci¡gu ma

posta¢: an = a + (n − 1) · d
Ci¡g geometryczny. Okre±lony warunkami rekurencyjnymi: a1 = a · x
oraz an = an−1 · x . Ogólny wzór na n-ty wyraz ci¡gu ma posta¢:

an = a · xn

Ci¡g harmoniczny. an = 1
n
.

Ci¡g Fibonacciego. Okre±lony warunkami rekurencyjnymi: a1 = a2 = 1

oraz an+2 = an + an+1.

Ci¡g an = (1+ 1
n
)n jest rosn¡cy oraz ograniczony.

Je±li (an) jest ci¡giem rzeczywistym, a (ki ) dowolnym rosn¡cym ci¡giem

liczb naturalnych, to ci¡g (aki ) nazywamy podci¡giem ci¡gu (an).
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Ci¡gi rzeczywiste

Nierówno±¢ Bernoulliego

Nierówno±¢ci Bernoulliego ustala, »e dla d > −1 mamy:

(1+ d)n > 1+ n · d .
Udowodnimy to poprzez indukcj¦ matematyczn¡.

Wida¢, »e nierówno±¢ Bernoulliego zachodzi dla k = 1:

(1+ d)1 > 1+ 1 · d .
Przypu±¢my, »e dla liczby k zachodzi (1+ d)k > 1+ k · d . Poka»emy,

»e nierówno±¢ Bernoulliego zachodzi wtedy tak»e dla k + 1:

(1+d)k+1 = (1+d)k ·(1+d) > (1+k ·d)·(1+d) = 1+d+k ·d+k ·d2 =
= 1+ (k + 1) · d + k · d2 > 1+ (k + 1) · d
Na mocy zasady indukcji matematycznej nierówno±¢ Bernoulliego

zachodzi zatem dla ka»dej liczby n ∈ N+.
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Ci¡gi rzeczywiste Ci¡gi zbie»ne

Granica ci¡gu

Mówimy, »e ci¡g (an) jest zbie»ny do liczby g ∈ R, gdy dla ka»dej

liczby rzeczywistej ε > 0 istnieje liczba naturalna N taka, »e dla ka»dej

n > N zachodzi nierówno±¢: |an − g | < ε.

Je±li (an) jest zbie»ny do g , to liczb¦ g nazywamy granic¡ ci¡gu (an).
Mówimy te» w takim przypadku, »e ci¡g (an) d¡»y do g i stosujemy

zapis: an → g przy n→∞ lub zapis lim
n→∞

an = g .

Ci¡g, który nie jest zbie»ny, nazywamy rozbie»nym. Tak wi¦c,

rozbie»ne s¡ te ci¡gi, które nie s¡ zbie»ne do »adnej granicy.

Ka»dy ci¡g zbie»ny jest ograniczony. Je±li bowiem lim
n→∞

an = g , to

istnieje N taka, »e |an − g | < 1 dla wszystkich n > N. Z tego oraz z

faktu, »e |an| − |g | 6 |an − g | wynika, »e dla wszystkich n > N mamy:

|an| < |g |+ 1. Je±li we¹miemy teraz

M = max{|a1|, |a2|, . . . , |aN |, |g |+ 1}, to otrzymujemy: |an| 6 M dla

wszystkich n > N.
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Ci¡gi rzeczywiste Ci¡gi zbie»ne

Przykªady

Ci¡g an = 1+ 1
n
jest zbie»ny. Jego granic¡ jest liczba 1. Istotnie,

jakkolwiek maª¡ we¹miemy liczb¦ rzeczywist¡ ε > 0, to wszystkie

wyrazy tego ci¡gu o wska¹nikach n takich, »e n > 1
ε znajd¡ si¦ w

przedziale otwartym (1− ε, 1+ ε).

Ci¡g an = 1
n
jest zbie»ny. Jego granic¡ jest liczba 0.

Ci¡g an = (−1)n nie jest zbie»ny. Zauwa»my, »e jest to ci¡g

ograniczony. Mamy: a2k = 1 oraz a2k−1 = −1, dla wszystkich k > 1.

Ci¡g an = (−2)n nie jest zbie»ny. Zauwa»my, »e nie jest to ci¡g

ograniczony.

Ka»dy ci¡g monotoniczny i ograniczony jest zbie»ny.

e = lim
n→∞

(1+ 1
n
)n. Jest to jedna z najwa»niejszych staªych

matematycznych. Liczba e ≈ 2, 71828 . . . jest liczb¡ przest¦pn¡.
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Ci¡gi rzeczywiste Ci¡gi zbie»ne

Zbie»no±¢ ci¡gów: komentarze

Zbie»no±¢ ci¡gu (an) do liczby g , jego granicy, oznacza zatem, »e w

dowolnie maªym otoczeniu liczby g znajduj¡ si¦ wszystkie, oprócz

ewentualnie sko«czonej ich liczby, wyrazy tego ci¡gu. Otoczenie liczby

jest tu rozumiane jako przedziaª otwarty, do którego ta liczba nale»y.

Nale»y pami¦ta¢, »e wyra»enie ci¡g d¡»y do granicy jest tylko

sposobem mówienia. Znaczenie tego wyra»enia podaje przytoczona

wy»ej de�nicja. Wyst¦puj¡ w niej jedynie terminy arytmetyczne,

porz¡dkowe oraz funkcja warto±ci bezwzgl¦dnej (charakteryzuj¡ca

blisko±¢). Wszelkie skojarzenia z ruchem maj¡ w tym kontek±cie

jedynie walor intuicyjny.

Zapis lim
n→∞

an =∞ jest sposobem powiedzenia, »e ci¡g (an) jest

rozbie»ny i jego wyrazy nie s¡ ograniczone z góry.

Tak wi¦c, znak ∞ nie oznacza »adnej konkretnej liczby.
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Ci¡gi rzeczywiste Ci¡gi zbie»ne

Udowodnimy, dla przykªadu, »e ci¡g geometryczny an = xn jest zbie»ny do

0 dla |x | < 1, jest zbie»ny do 1 dla x = 1 oraz jest rozbie»ny dla wszystkich

pozostaªych x , czyli dla |x | > 1 lub x = −1. Rozpatrzymy trzy przypadki:

1 Zaªó»my, »e |x | < 1. Wtedy istnieje dokªadnie jedna liczba d > 0

taka, »e |x | = 1
1+d . Na mocy nierówno±ci Bernoulliego mamy:

|an| = |x |n = 1
(1+d)n < 1

1+n·d . Poniewa» uªamek 1
1+n·d zmniejsza si¦

wraz ze wzrostem n, wi¦c dla dowolnie maªej liczby rzeczywistej ε > 0

istnieje taka liczba naturalna N, »e 1
1+n·d < ε zachodzi dla wszystkich

n > N (jest tak dla N = p1−εε·d q). Tak wi¦c, lim
n→∞

an = 0.

2 Je±li x = 1, to ci¡g an jest staªy, je±li jednak x = −1, to ci¡g an jest

rozbie»ny, gdy» wszystkie jego wyrazy o wska¹nikach parzystych równe

s¡ 1, a wszystkie wyrazy o wska¹nikach nieparzystych równe s¡ −1.
3 Wreszcie, gdy |x | > 1, to x = 1+ d dla pewnej d > 0. Na mocy

nierówno±ci Bernoulliego: |an| = (1+ d)n > 1+ n · d , a to oznacza, »e

ci¡g (an) nie jest ograniczony, a wi¦c nie jest zbie»ny.
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Ci¡gi rzeczywiste Ci¡gi zbie»ne

Twierdzenia o ci¡gach

Twierdzenie o trzech ci¡gach. Je±li ci¡gi (an) oraz (bn) s¡ zbie»ne

do tej samej granicy g oraz istnieje m taka, »e an 6 cn 6 bn dla

wszystkich n > m, to ci¡g (cn) tak»e jest zbie»ny do g .

Twierdzenie Ascoliego. Niech [an, bn] b¦dzie zst¦puj¡cym ci¡giem

przedziaªów domkni¦tych liczb rzeczywistych (czyli

[ai+1, bi+1] ⊂ [ai , bi ] dla wszystkich i ∈ N+). Niech ponadto

lim
n→∞

(bn − an) = 0. Wtedy istnieje dokªadnie jedna liczba rzeczywista

x ∈ R taka, »e x ∈ [an, bn] dla wszystkich n ∈ N+.

Liczb¦ s nazywamy punktem skupienia ci¡gu (an), gdy dla ka»dej

liczby rzeczywistej ε > 0 oraz ka»dej liczby naturalnej N istnieje liczba

naturalna n > N taka, »e |an − s| < ε.

Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa. Ka»dy ci¡g ograniczony

posiada co najmniej jeden punkt skupienia.
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Ci¡gi rzeczywiste Ci¡gi zbie»ne

Punkty skupienia

Je±li lim
n→∞

an = g , to oczywi±cie g jest (jedynym) punktem skupienia

ci¡gu (an).

Wprost z de�nicji wida¢, »e je±li s jest punktem skupienia ci¡gu (an),
to w dowolnym (dowolnie maªym) otoczeniu punktu s znajduje si¦

niesko«czenie wiele wyrazów tego ci¡gu.

Punktami skupienia ci¡gu an = (−1)n s¡ liczby: 1 oraz −1. Te same

liczby s¡ punktami skupienia np. ci¡gu an = (−1)n+1 + 1
2n
.

Liczba s jest punktem skupienia ci¡gu (an) dokªadnie wtedy, gdy

pewien podci¡g ci¡gu (an) jest zbie»ny do s.
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Ci¡gi rzeczywiste Ci¡gi zbie»ne

Warunek Cauchy'ego

Mówimy, »e ci¡g (an) speªnia warunek Cauchy'ego (jest ci¡giem

Cauchy'ego), gdy dla ka»dej liczby rzeczywistej ε > 0 istnieje liczba

naturalna N taka, »e dla wszystkich m > N oraz n > N zachodzi

nierówno±¢: |an − am| < ε.

Tak wi¦c, ci¡g speªnia warunek Cauchy'ego, gdy � pocz¡wszy od

pewnego miejsca � wszystkie jego wyrazy s¡ sobie dowolnie bliskie.

Ci¡g (an) jest zbie»ny wtedy i tylko wtedy, gdy speªnia warunek

Cauchy'ego.

Ci¡g Cauchy'ego zawieraj¡cy podci¡g zbie»ny do pewnej liczby g jest

zbie»ny do g .

Pot¦gowanie w R. Je±li a > 0, a ∈ R, x ∈ R to ax de�niujemy jako

granic¦ lim
n→∞

axn , gdzie (xn) jest dowolnym ci¡giem liczb wymiernych,

zbie»nym do x , czyli takim, »e lim
n→∞

xn = x .
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Szeregi liczbowe

Zbie»no±¢ szeregu liczbowego

Ka»demu ci¡gowi rzeczywistemu (an) przyporz¡dkowa¢ mo»na ci¡g

sn =
n∑

k=1

ak . Wyrazy tak okre±lonego ci¡gu (sn) nazywamy sumami

cz¦±ciowymi (ci¡gu (an)).
Sumy cz¦±ciowe ci¡gu geometrycznego an = xn−1 (gdzie x 6= 1). Poniewa»

sn = 1+ x + x2 + . . .+ xn−1, wi¦c (mno»¡c obie strony tego równania

przez 1− x) mamy: (1− x) · sn = 1− xn, co daje znany ze szkoªy wzór:

sn = 1−xn

1−x .

Je»eli ci¡g (sn) sum cz¦±ciowych ci¡gu (an) jest zbie»ny do liczby s, t¦

liczb¦ nazywamy sum¡ szeregu niesko«czonego
∞∑
n=1

an. Mówimy wtedy, »e

szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny do liczby s oraz piszemy
∞∑
n=1

an = s. Szeregi,

które nie s¡ zbie»ne nazywamy rozbie»nymi.

Je±li szereg
∞∑
n=1

an jest zbie»ny, to lim
n→∞

an = 0.
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie euklidesowe

Metryka euklidesowa

Przez (rzeczywist¡) przestrze« euklidesow¡ n-wymiarow¡ rozumiemy

par¦ (Rn, d), gdzie Rn jest zbiorem wszystkich n-tek uporz¡dkowanych

elementów zbioru R, za± d jest funkcj¡ d : Rn × Rn → R, okre±lon¡
wzorem:

d(x , y) =

√
n∑

i=1

(xi − yi )2

dla dowolnych x = (x1, x2, . . . , xn) oraz y = (y1, y2, . . . , yn) nale»¡cych
do Rn. Funkcj¦ d nazywamy metryk¡ (funkcj¡ odlegªo±ci). Zamiast

terminu metryka u»ywa si¦ te» terminu funkcja odlegªo±ci, opatruj¡c te

terminy okre±leniem euklidesowa.

Dla n = 1 odlegªo±¢ d wyra»amy przez warto±¢ bezwzgl¦dn¡:

d(x , y) = |x − y |.
Dla n = 2 odlegªo±¢ d punktów x = (x1, x2) oraz y = (y1, y2)
wyra»amy przez wzór: d(x , y) =

√
(x1 − y1)2 + (x2 − y2)2.
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie euklidesowe

Metryka euklidesowa a zbie»no±¢

Ci¡g punktów (xk) o wyrazach nale»¡cych do Rn jest zbie»ny do

punktu x ∈ Rn wtedy i tylko wtedy, gdy lim
k→∞

d(xk , x) = 0.

K (x , ε) jest kul¡ otwart¡ o ±rodku x oraz promieniu ε, gdy:
K (x , ε) = {y ∈ Rn : d(x , y) < ε}.

W terminach u»ywanych w szkole: kule otwarte w R to przedziaªy

otwarte, kule otwarte w R2 to koªa otwarte (czyli koªa bez

ograniczaj¡cego je okr¦gu), kule otwarte w R3 to kule otwarte (czyli

kule bez ograniczaj¡cej je sfery).

Ci¡g (xk) o wyrazach nale»¡cych do Rn jest zbie»ny do punktu x ∈ Rn

wtedy i tylko wtedy, gdy w ka»dym otoczeniu punktu x (czyli w ka»dej

kuli otwartej o dowolnie maªym promieniu) znajduj¡ si¦ wszystkie

wyrazy ci¡gu (xk) oprócz co najwy»ej sko«czonej ich liczby.
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie metryczne

Metryki

Par¦ (X , d) nazywamy przestrzeni¡ metryczn¡ (a d nazywamy metryk¡ w

X ), gdy X jest dowolnym zbiorem niepustym, za± d jest dwuargumentow¡

funkcj¡ okre±lon¡ na X i przyjmuj¡c¡ nieujemne warto±ci rzeczywiste tak¡,

»e:

1 d(x , y) = 0 wtedy i tylko wtedy, gdy x = y

2 d(x , y) = d(y , x) (warunek symetrii)

3 d(x , y) 6 d(x , z) + d(z , y) (warunek trójk¡ta).

Zamiast terminu metryka u»ywa si¦ te» terminu funkcja odlegªo±ci.

Ka»da przestrze« euklidesowa (Rn, d), jest przestrzeni¡ metryczn¡.

W terminach wyj±ciowej metryki de�niowa¢ mo»na dalsze poj¦cia

metryczne, np. charakteryzowa¢ odlegªo±¢ elementu od zbioru, lub

odlegªo±¢ mi¦dzy zbiorami elementów.
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Przestrzenie metryczne Przestrzenie metryczne

Przykªad: metryka taksówkowa

Metryka taksówkowa. W zbiorze Rn okre±li¢ mo»na wiele funkcji odlegªo±ci

ró»nych od metryki euklidesowej. Przez metryk¦ taksówkow¡ (metryk¦

Manhattan) rozumiemy funkcj¦ d okre±lon¡ nast¦puj¡co dla dowolnych

x = (x1, x2, . . . , xn) oraz y = (y1, y2, . . . , yn): d(x , y) =
n∑

k=1

|xk − yk |. Dla

n = 2 mamy zatem: d(x , y) = |x1 − y1|+ |x2 − y2|. Metryka ta opisuje

poruszanie si¦ w mie±cie z prostok¡tn¡ siatk¡ ulic, prowadz¡cych jedynie

np. ze wschodu na zachód oraz z poªudnia na póªnoc, przy zaªo»eniu, »e

poruszamy si¦, dbaj¡c o to, aby znale¹¢ mo»liwie najkrótsz¡ drog¦ mi¦dzy

dwoma punktami. Zauwa»my, »e (inaczej ni» w przypadku metryki

euklidesowej) w tej metryce istnieje wiele dróg mi¦dzy dwoma punktami,

które maj¡ tak¡ sam¡ dªugo±¢ w sensie metryki. Kule w tej metryce

wygl¡daj¡ inaczej ni» kule w metryce euklidesowej � czy sªuchacze potra�¡

wyobrazi¢ sobie kule, wyznaczone t¡ metryk¡?
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Przestrzenie metryczne Zbiory w przestrzeniach metrycznych

Kule i zbie»no±¢

Ci¡g punktów (xn) przestrzeni metrycznej (X , d) jest zbie»ny do

punktu x ∈ X wtedy i tylko wtedy, gdy lim
n→∞

d(xn, x) = 0. Piszemy w

takim przypadku lim
n→∞

xn = x .

K (x , r) = {y ∈ X : d(x , y) < r} (kula otwarta).

K (x , r) = {y ∈ X : d(x , y) 6 r} (kula domkni¦ta).

Zbiór A ⊆ X punktów przestrzeni metrycznej (X , d) jest ograniczony,
gdy istnieje kula K (x , r) taka, »e A ⊆ K (x , r).

Ci¡g (xn) punktów przestrzeni metrycznej (X , d) jest ci¡giem
Cauchy'ego (speªnia warunek Cauchy'ego), gdy dla ka»dej liczby

rzeczywistej ε > 0 istnieje liczba naturalna N taka, »e dla wszystkich

m > N oraz n > N zachodzi nierówno±¢ d(xm, xn) < ε.

Przestrze« metryczna (X , d) jest zupeªna, gdy ka»dy ci¡g Cauchy'ego

elementów tej przestrzeni jest zbie»ny do elementu tej przestrzeni.
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Przestrzenie metryczne Zbiory w przestrzeniach metrycznych

Zbiory otwarte i domkni¦te

Punkt x nazywamy punktem wewn¦trznym zbioru A w przestrzeni

metrycznej (X , d) gdy istnieje liczba rzeczywista r > 0 taka, »e

K (x , r) ⊆ A.

Punkt x nazywamy punktem skupienia zbioru A w przestrzeni

metrycznej (X , d), gdy x jest granic¡ co najmniej jednego ci¡gu (xn)
ró»nych od x punktów przestrzeni (X , d). Te punkty zbioru A, które

nie s¡ jego punktami skupienia nazywamy punktami izolowanymi

zbioru A.

Te zbiory A, które s¡ równe swojemu wn¦trzu, nazywamy zbiorami

otwartymi. Tak wi¦c, zbiór otwarty skªada si¦ z samych punktów

wewn¦trznych.

Te zbiory A, które zawieraj¡ wszystkie swoje punkty skupienia,

nazywamy zbiorami domkni¦tymi.
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Przestrzenie metryczne Zbiory w przestrzeniach metrycznych

Domkni¦cie, wn¦trze, brzeg

Domkni¦ciem zbioru A nazywamy sum¦ zbioru A oraz zbioru

wszystkich jego punktów skupienia. Domkni¦cie A oznaczamy przez

cl(A) (lub A).

Zbiór wszystkich punktów wewn¦trznych zbioru A oznaczamy przez

int(A) i nazywamy wn¦trzem zbioru A.

Brzegiem zbioru A nazywamy zbiór cl(A)− int(A). Brzeg zbioru A

oznaczamy zwykle przez fr(A).

Rodzina A zbiorów otwartych w przestrzeni metrycznej (X , d) jest
pokryciem zbioru A, gdy A ⊆

⋃
A.

Zbiór A jest g¦sty w przestrzeni metrycznej (X , d), gdy ka»dy punkt

zbioru X jest granic¡ zbie»nego ci¡gu punktów (xn) nale»¡cych do

zbioru A. Przestrze« metryczn¡ (X , d) nazywamy o±rodkow¡, gdy

istnieje w niej co najwy»ej przeliczalny zbiór g¦sty (nazywany wtedy

o±rodkiem tej przestrzeni).
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Przestrzenie metryczne G¦sto±¢, zwarto±¢, spójno±¢

Zbiór A w przestrzeni metrycznej (X , d) nazywamy zwartym, gdy

ka»dy ci¡g (xn) jego punktów zawiera podci¡g zbie»ny do pewnego

punktu x ∈ A. Tak wi¦c, zbiór A nie jest zwarty w (X , d), gdy istnieje

co najmniej jeden ci¡g jego elementów, który nie ma »adnego punktu

skupienia nale»¡cego do A.

Twierdzenie Borela. Ka»de pokrycie zbioru zwartego A w przestrzeni

metrycznej (X , d) zawiera podpokrycie sko«czone zbioru A, czyli

pokrycie zbioru A sko«czon¡ rodzin¡ zbiorów nale»¡cych do

wyj±ciowego pokrycia.

Zbiór A w zupeªnej przestrzeni metrycznej (X , d) nazywamy spójnym,

gdy nie istniej¡ zbiory otwarte B oraz C w przestrzeni (X , d) takie, »e:
A ⊆ B ∪ C , B ∩ C = ∅, A ∩ B 6= ∅ oraz A ∩ C 6= ∅.
Zbiór A ⊆ Rn jest zwarty wtedy i tylko wtedy, gdy jest domkni¦ty i

ograniczony.

Niepusty zbiór otwarty A ⊆ Rn jest spójny dokªadnie wtedy, gdy

dowolne dwa jego punkty mo»na poª¡czy¢ lini¡ ªaman¡ w Rn.
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Przestrzenie metryczne G¦sto±¢, zwarto±¢, spójno±¢

Twierdzenie. Ka»dy zbiór zwarty w przestrzeni metrycznej (X , d) jest
domkni¦ty i ograniczony w tej przestrzeni.

Szkic Dowodu. Niech A b¦dzie zbiorem zwartym w przestrzeni metrycznej

(X , d). Trzeba pokaza¢, »e A jest: 1) domkni¦ty oraz 2) ograniczony.

1 We¹my dowolny ci¡g (xn) elementów zbioru A, który jest zbie»ny do

elementu x ∈ X . Aby udowodni¢, »e A jest domkni¦ty, trzeba pokaza¢,

»e x ∈ A. Na mocy zwarto±ci A, ci¡g (xn) zawiera podci¡g (xmi
)

zbie»ny do jakiego± y ∈ A. Z de�nicji zbie»no±ci ci¡gu w przestrzeni

metrycznej musi zachodzi¢ lim
i→∞

xmi
= x . Poniewa» ci¡g nie mo»e by¢

zbie»ny do dwóch ró»nych granic, wi¦c x = y , a w konsekwencji x ∈ A.

2 Rozumujemy nie wprost. Przypu±¢my, »e A nie jest ograniczony.

Oznacza to, »e w A mo»na wybra¢ ci¡g punktów tak, »e odlegªo±¢

mi¦dzy dowolnymi dwoma wyrazami tego ci¡gu jest niemniejsza od 1.

Wtedy jednak »aden podci¡g takiego ci¡gu nie mo»e speªnia¢ warunku

Cauchy'ego, a zatem zbiór A nie jest zwarty, co daje sprzeczno±¢ z

zaªo»eniem twierdzenia i ko«czy dowód nie wprost.
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

Jak wyrazi¢ fakt, »e jeden ci¡g jest zbie»ny (np. do zera) szybciej ni»

inny ci¡g?

Ile elementów ma cz¦±¢ wspólna rodziny wszystkich zbiorów o postaci

{x ∈ R : x > n} gdzie n ∈ N?

Jak klasy�kowa¢ ksztaªty? Czy np. wszystkie powierzchnie mo»na

otrzyma¢ przez skªadanie pewnych wzorcowych kawaªków?

Czy powierzchnia zawsze ma dwie strony (umownie nazywane

wewn¦trzn¡ i zewn¦trzn¡)?

Czym jest dziura?

Gdy z okr¦gu usuniemy jeden punkt, dostaniemy odcinek otwarty. Co

dostaniemy, gdy do prostej dodamy jeden punkt?

Co dostaniemy, gdy ze sfery usuniemy jeden punkt?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ

Ci¡g zbie»ny, granica ci¡gu, punkt skupienia ci¡gu.

Warunek Cauchy'ego.

Twierdzenie Bolzano-Weierstrassa.

Szereg liczbowy, jego suma cz¦±ciowa, de�nicja zbie»no±ci szeregu.

Przestrze« z metryk¡ euklidesow¡.

Metryka, przestrze« metryczna.

Zbiory: otwarte, domkni¦te, zwarte, g¦ste, spójne.
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