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Plan na dzis:

o Algebry Boole'a
@ Algebry Heytinga
@ Algebry Boole'a z dodatkowymi operacjami

Nastepny wyktad:

@ Ogodlne operacje konsekwencji

@ Reguty wnioskowania (dopuszczalne, wyprowadzalne, strukturalne)
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Algebry Boole’'a Definicja

Algebre (B, A, V, —,0,1) nazywamy algebra Boole'a, jesli (B, A, V,0,1)
jest kratg dystrybutywna z zerem 0 i jedynka 1, — jednoargumentowa
operacja uzupetnienia, dla kazdego elementu x € B istnieje jego
uzupetnienie, czyli element —x (oznaczany tez przez x’) taki, ze:

Q (xV(—x))=1
Q@ (xN(—x))=0.

Tak wiec, algebra (B, A,V, —,0,1) jest algebrag Boole'a, jesli spetnia ona
nastepujace warunki:

(Bl) anb=bAa (Bl avb=bVa

(B2) aha=a (B2') ava=a

(B3) an(bAc)=(anb)Ac (B3) av(bvc)=(avb)Ve
(B4) anl=a (B4) av0=a

(B5) an(—a)=0 (B5) av(-a)=1

(B6) aAn(bvc)=(anb)V(anc)
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e 2=({0,1},A,V,—,0,1), gdzie ({0,1}, A, V) jest dwuelementowa
kratg, —0=1, -1 =0.
1=({0},A,V,—,0,0).
(p(X),N,U, —, 0, X) dla dowolnego zbioru X.
Kazde ciato zbioréw jest algebra Boole'a.

Niech T bedzie zbiorem tez klasycznego rachunku zdan (przy
ustalonej aksjomatyce i regutach wnioskowania). Relacja ~ okreslona
dla formut ¢, v jezyka tego rachunku przez warunek: ¢ ~ ¢ wtedy i
tylko wtedy, gdy ¢ <> ¢ € T jest réwnowaznoscia. Jej klasy
réwnowaznosci tworza algebre Boole'a:

o [pAY]x = [p]~ A Y]~

° [pVYl. =[g]~ VY],

o [l =—[Y]~,
o 0=[1].,
o 1=[T]~.

o ({a,b},A,V,—,0,1), gdziea# b, aAb=0,aVb=1 (wtedy
b = —a) jest algebra Boole'a.
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AVEE TV LTIl \Wybrane wtasnosci

W dowolnej algebrze Boole'a:
Jeslianb=0iavb=1toa=—b.
—(—a)=a —-0=1, -1=0.
—(anb)=—-aV—b, —(avVb)=—-aA-b
Jeslia=b,to —a=—b.

Jeslia< b, to—b< —a.

Jesli nie zachodzi a < b, to aA —b # 0.

Algebre Boole'a (B, A, V, —,0,1) nazywamy zupetna, gdy krata (B, A, V)
jest zupetna. W zupetnej algebrze Boole'a:

o —\{ai:iel}=AN{—-ai:iel}

o —N{ai:iel}y=\{-a:iel}

e aN\Hai:iel}=\{ana : iel}

e avVAN{ai:iel}=Nava:iel}.
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AVEE TV LTIl \Wybrane wtasnosci

e Udowodnimy, dla przyktadu, ze —(aV b) = —a A —b:

e (avb)V(—aA—b)=(aVbVv—-a)A(aVbV—b)=(bV1)A(aVl)=1

o (avb)A(—an—-b)=(aN—aA—-b)V(bAN—aAN—-b)=0V0=0.

@ A zatem —a A —b jest uzupetnieniem a Vv b. O

e Udowodnimy, dla przyktadu, ze aA\/{a;: i€ l} =\/{ana:i€l}:

o Niech x =\/{aj:i€l}. Wtedy a; < xdlaie€l, czylianai <anx
dlaiel. Azatem \/{aNa;:iel} <aAx.

o Jesli c € Ajest taki, ze aNa; < cdlaiel, to —c < —aVa;. Dalej,
aN—c<(an—a)V(an—a)=aAN—a <—ajdlaiel. To
oznacza, ze aA—c < N{—aj:iel}=—\{a:iel} =—x.

e Mamy stad x < —a V ¢, czyli
aAx<aA(—aVc)=(an—-a)V(aAc)=aAc=c. Pokazalismy
zatem, ze \/[{aANaj:i€l}=anx=aA\{a:iel}. Wtym
dowodzie zaktadalismy oczywiscie, ze wczesniej udowodniono
wykorzystywane w nim wtasnosci algebr Boole'a. a
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Algebry Boole’'a Dygresja: pierscienie boolowskie

@ Niech uzupetnienie elementu x w algebrze Boole'a bedzie (na tym
slajdzie) oznaczane przez x’.

o Pierscieniem boolowskim nazywamy pierscien R = (R, +,-,—,0,1), w
ktorym x - x = x dla wszystkich x € R. Jesli R jest pierScieniem
boolowskim, to x + x =0 oraz x-y = y - x.

e Niech B = (B, A,V,,0,1) bedzie algebra Boole'a. Zdefiniujmy
algebre B® = (B, +,-,—,0,1), gdzie: a+ b= (aA b))V (a Ab),
a-b=aAb, —a=a. Wtedy B® jest pierscieniem boolowskim.

@ Niech R = (R, +,-,—,0,1) bedzie pierscieniem boolowskim.
Zdefiniujmy algebre R® = (R, A,V ,0,1), gdzie: aVb=a+b+a-b,
aANb=a-b, a =1+ a. Wtedy R?® jest algebra Boole'a.

@ Przy powyzszych oznaczeniach mamy: R®® = R oraz B®® = B.
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Algebry Boole’'a Podalgebry

e Jesli B = (B,A,V,—,0,1) jest algebra Boole'a, oraz a € B, to przez
B | a rozumiemy algebre ([0, a], A, V,*,0, a), gdzie operacje A i V sa
takie same, jak w algebrze B, natomiast b* = a A —b.

@ Twierdzenie. B | a jest algebra Boole'a, a odwzorowanie
fa: B — B | a okreslone przez f5(b) = a A b jest surjektywnym
homomorfizmem B na B [ a. Ponadto, B jest izomorficzna z
B|axBJ(-a).

e Dowdd. ([0, a], A, V) jest oczywiscie kratg dystrybutywna. Jesli
be[0,a], to: bAO=0, bVa=a,
bAb*=bA(an—b)=aNn(bAN—b)=aAn0=0,
bvb*=bVv(an—b)=(aAb)V(aA—b)=aA(bV—-b)=aAl=a.

e Jesli b,c € B, to: ,(0) =0, f(1) =1,
falbAc)=an(bVc)=(anb)V(anc)="f(b)Vfc),
falbAc)=an(bAc)=(aNnb)A(anc)=Ffi(b)Afic).
fa(-b)=an—-b=(an—-a)V(aAn—b)=aA(—-aV —b)=
aA—(anb)=(fi(b))".
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Algebry Boole’'a Podalgebry

@ Niech f : B — B | a x B [ (—a) bedzie okreslone warunkiem:
f(b) = (fa(b), f-a(b)).

o Wtedy f jest homomorfizmem (produkt homomorfizméw 7, i _,).

e Jesli (b,c) € [0,4a] x [0, —a], to (poniewaz
an(bvc)=(anb)Vv(aAc)=bV0=boraz
—aN(bVvec)=(—anb)V(—aNc)=0Vc=c), wiec
f(bve)=(an(bVc),—an(bVc))=(b,c). Azatem f jest
surjekcja.

o Jesli f(b)=f(c)dlab,ce B toaAnb=aAci—aAb=—-aAc, a
zatem (aAb)V (—aAb)=(aAc)V(—aAc), astad
(av—a)Ab=(aV —a)Ac, czyli b= c. Tak wiec, f jest injekcja.

Pokazalismy zatem, ze f jest izomorfizmem. O
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Algebry Boole’'a Podalgebry

e Najmniejsza podalgebre algebry B = (B, A, V, —,0,1), zawierajaca
zbiér X C B nazywamy podalgebra generowana przez X. Podalgebra
generowana przez {a}, gdzie a € B zawiera elementy 0, a, —a, 1.

@ Jesli f: A — B jest homomorfizmem algebr Boole'a, to jadrem tego
homomorfizmu nazywamy zbiér kerr = {a € A: f(a) = 0}.

@ Twierdzenie. Homomorfizm f : A — B algebr Boole'a jest
zanurzeniem (homomorfizmem i injekcja) wtedy i tylko wtedy, gdy
kers = {0}.

o Dowdd. Jesli f jest zanurzeniem i x € kers, to f(x) =0 = f(0), a
zatem x = 0, czyli kerr = {0}.

o Zatézmy, ze kers = {0} i f(a1) = f(a2), dla a1, a> € A. Wtedy
f(—a1) = f(—ay), a dalej
f(aa N —a1) = f(ax) A —f(a1) = f(a1) A —f(a1) = 0, co oznacza, ze
ar A —ay € kers, czyli ax A —a; = 0. Mamy wiec:
aa=aiV0=a V(aaA—a1)=(aaVa)A(asV—ai)=aVa,a
zatem a; < a;. Podobnie pokazujemy, ze a; < ap, co daje a3 = ap. O
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Algebry Boole’'a Ideaty i filtry

Ideaty (filtry) algebry Boole’a B = (B, A, V, —,0,1) to ideaty (filtry)
kraty (B, A, V).

Jesli X C B, to niech X' = {—a:a€ X}.

Jesli /| jest ideatem w algebrze Boole'a B, to I’ jest filtrem w B.
Jesli F jest filtrem w algebrze Boole'a B, to F' jest ideatem w B.

Zbiory ideatéw i filtréw w algebrze Boole'a sa zamkniete ze wzgledu
na dowolne iloczyny.

Teoriomnogosciowa suma dowolnego fanicucha ideatéw (filtrow)
wtasciwych w algebrze Boole'a jest ideatem (filtrem) wtasciwym w tej
algebrze.

Twierdzenie. Ideat wtasciwy J algebry Boole'a A jest maksymalny
wtedy i tylko wtedy, gdy jest ideatem pierwszym (tj. jesli aA b € J, to
aeJlubbel).

Dowdéd. Wykorzystamy lemat dotyczacy ideatéw w kratach:
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Algebry Boole’'a Ideaty i filtry

@ Lemat. Niech J bedzie niepustym podzbiorem kraty L. Wtedy
najmniejszy ideat w L, zawierajacy J jest zbiorem
{xel:Ja1eJ...Ja,eIJx<a1V...Vap}. W szczegdlnosci,

(sl ={xeL:x<a}.

e Dowdd lematu. Zbiér {x € L:Ja; € J...Jap € Jx< a1 V...Van}
jest oczywiscie ideatem, zawierajacym J. Ponadto, kazdy ideat
zawierajacy J zawiera tez ten zbidr. O

e Zatézmy, ze J jest ideatem maksymalnym i niech aA b € J, lecz a ¢ J.
Wtedy najmniejszym ideatem zawierajacym J U {a} jest caty zbior A.

@ Na podstawie lematu b < vV a dla pewnego u € J. Wtedy
b<(uva)Ab=(uAb)V(aAb). SkorouNbe JorazaAbe J,
wiec b € J.

@ Zatézmy z kolei, ze J jest ideatem pierwszym, ale nie maksymalnym.
Wotedy istnieje ideat wtasciwy J* taki, ze J C J*, czyli istniegje
veJ —J Poniewaz 0 =v A —v e Joraz v ¢ J, wiec —v € J.
Wtedy jednak —v € J*, a zatem 1 = vV —v € J*, czyli J* nie jest
ideatem wiasciwym. O
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AVEEIVA LTIl Twierdzenia o reprezentacji algebr Boole'a

@ Uwaga. Na mocy zasady dualnosci otrzymujemy stwierdzenia
dotyczace filtréw, dualne do powyzszego lematu i twierdzenia. W
szczegdlnosci: filtr wiasciwy F algebry Boole'a A jest maksymalny
(jest ultrafiltrem) wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych a, b € A,
jesiavbe F,toae FlubbeF.

@ Dla kazdego elementu a # 1 algebry Boole'a A istnieje ideat
maksymalny J w A taki, ze a € J.

e Twierdzenie (o reprezentacji algebr Boole'a). Kazda algebra Boole'a
jest izomorficzna z pewnym ciatem zbioréw.

e Dowdd. Niech A bedzie algebra Boole'a, zas IM(A) zbiorem jej
wszystkich ideatéw maksymalnych. Funkcje f : A — p(IM(A))
okreslamy wzorem f(a) = {J € IM(A) : a ¢ J}.

@ Na mocy twierdzenia o reprezentacji krat dystrybutywnych f jest
injekcja oraz f(aV b) = f(a) Uf(b)if(aAb)=rf(a)Nf(b).
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AVEEIVA LTIl Twierdzenia o reprezentacji algebr Boole'a

e Mamy oczywiscie f(0) =0 i f(1) = IM(A).
e Ponadto, f(—a) = IM(A) — f(a), poniewaz:
@ J € f(—a) wtedy i tylko wtedy, gdy
Q —a¢ J wtedy i tylko wtedy, gdy
© a € J wtedy i tylko wtedy, gdy
Q J ¢ f(a) wtedy i tylko wtedy, gdy
Q Jc IM(A) - f(a).
@ Pokazalismy wiec, ze A jest izomorficzna z ciatem zbioréw. OJ
o Atomy algebry Boole’a A = (A, A, V, —,0,1) to atomy kraty (A, A, V).
e Méwimy, ze algebra A = (A, A,V,—,0,1) jest atomowa
(bezatomowa), gdy krata (A, A, V) jest atomowa (bezatomowa). Zbiér
atoméw algebry A oznaczamy przez At(A).
e Moéwimy, ze algebra A = (A, A,V, —,0,1) jest atomistyczna, gdy
kazdy jej element jest suma atomdw.
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AVEEIVA LTIl Twierdzenia o reprezentacji algebr Boole'a

@ Twierdzenie. Algebra Boole'a A jest atomowa wtedy i tylko wtedy,
gdy jest atomistyczna.

e Dowdd. Zatézmy, ze A jest atomowa. Niech a € A— {0} oraz
P ={p e At(A) : p < a}. Udowodnimy, ze a=\/ P. Niech c€ A
bedzie takie, ze x < ¢ dla wszystkich x € P. Gdyby nie zachodzita
nieréwnos¢ a < ¢, to mielibySmy a A —c # 0. Skoro A jest atomowa,
to istnieje p € At(A) taki, ze p< aA —c, czylip<aip< —c. Stad
p € P, awiec p<c. Azatem p < cA —c=0. Otrzymujemy
sprzecznos¢, a wiec a < ¢. W konsekwencji, a =\/ P.

@ Jesli natomiast kazdy element algebry A jest suma atomdw, to A jest
rzecz jasna algebra atomowa. O

o Twierdzenie. Algebra A jest atomowa i zupetna wtedy i tylko wtedy,
gdy jest izomorficzna z ciatem wszystkich podzbioréw pewnego zbioru.

@ Dowdd. Jesli A jest izomorficzna z p(X) dla pewnego X, to A jest
oczywiscie zupetna i atomowa.
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AVEEIVA LTIl Twierdzenia o reprezentacji algebr Boole'a

@ Zatézmy, ze A jest zupetna i atomowa. Niech funkcja
f:A— o(At(A)) bedzie okreslona wzorem
f(a) = {p € At(A) : p < a}. Udowodnimy, ze:

@ f(aVb)=f(a) Uf(b)

Q f(—a) = At(A) — f(a)

© f jest iniekcja

@ f jest surjekcja, czyli dla kazdego X C At(A) istnieje a € A taki, ze
f(a) = X.

e 1) Jeslipe f(aVvb), tope At(A)ip<aVb Wiedy
p=pA(avb)=(phna)V(pAb),czyip=pAalubp=pAb, a
to oznacza, ze p < a lub p < b. Mamy zatem f(aV b) C f(a) U f(b).
Inkluzja odwrotna jest oczywista. Podobnie dowodzimy, ze
f(anb) = f(a)Nf(b).

@ 2) Niech p € At(A). Wtedy p € f(—a) oznacza, ze p< —a, a to z
kolei znaczy, ze nie zachodzi p < a, co oznacza, ze p ¢ f(a). A zatem
f(—a) = At(A) — f(a).
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AVEEIVA LTIl Twierdzenia o reprezentacji algebr Boole'a

e 3) Zatézmy, ze f(a) = () dla pewnego a € A. Poniewaz A jest
atomowa, wiec a = 0, czyli kery = {0}. Udowodnilismy juz, ze w
takim przypadku f jest zanurzeniem, a wiec injekgja.

@ 4) Niech X C At(A). Poniewaz A jest zupetna, to istnieje w niej
a=\/X. Wtedy X C f(a). Niech p € f(a). Wtedy p € At(A) i
p < a=\/X. Na mocy wtasnosci zupetnych algebr Boole'a
p=pAVX=V{pAqg:qge X}, azatem p= pA q dla pewnego
g € X, a to oznacza, ze p = q, czyli p € X. Pokazalismy wiec, ze
f(a) C X, czyli ostatecznie f(a) = X.

@ To konczy dowdd, ze f jest izomorfizmem algebry A na rodzine
wszystkich podzbioréw zbioru p(At(A)). O

Twierdzenia o reprezentacji algebr Boole’a mozna wystowi¢ takze
korzystajac z pojecia filtru.
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AVEELTVA LTI Algebry ilorazowe

o Jesli J jest ideatem wihasciwym w algebrze Boole'a A, to relacja ~
okreslona warunkiem a ~; b wtedy i tylko wtedy, gdy aA —b € J i
b A —a € J jest kongruencja algebry A.

@ Zauwazmy, ze a ~ b wtedy i tylko wtedy, gdy a+ b € J.

o Jezeli ideat J jest whasciwy, to algebra ilorazowa A/, jest
niezdegenerowana.

o Twierdzenie. Kazdy ideat wtasciwy w algebrze Boole'a A jest jadrem
pewnego homomorfizmu.

e Dowdd. Niech J bedzie ideatem wtasciwym w algebrze Boole'a A.
Odwzorowanie kanoniczne k; : A — A/, okreslone wzorem
ky(a) = [a]~, jest homomorfizmem. Mamy:
ker,, ={ac€ A: kj(a) =0} ={ac A:[a]., =[0]-,} = J. O
@ Niech a € A, a # 0. Wtedy (—a] jest ideatem wtasciwym w A.
Algebra A | a jest izomorficzna z algebrg ilorazowg A/~ _ .
Odwzorowanie f?: A | a — A/N(ia], okreslone wzorem
f2(b) = [b]~_,, jest izomorfizmem.
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Algebry Boole’'a Produkty algebr Boole'a i wolne algebry Boole’a

@ Podziatem algebry Boole'a A nazywamy dowolny podzbiér
{ak : k € K} jej elementéw taki, ze \/{ax : k € K} =1 oraz
A, May, = 0dla k % ko.

o Twierdzenie. Algebra Boole'a A jest izomorficzna z produktem
rodziny {By : k € K} algebr Boole'a wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
podziat {ax : k € K} algebry A taki, ze dla kazdego k € K algebry
A | ax i By s3 izomorficzne.

@ Szkic dowodu. Jesli hy jest izomorfizmem algebry A | a, na algebre
By, to odwzorowanie h okreslone wzorem h(a) = (hx(a A ak))kek jest

izomorfizmem algebry A na produkt [] B.
keK
@ Z kolei, jesli f jest izomorfizmem algebry A na produkt [] By, to f
keK
okresla rodzine odwzorowan fi : A — By taka, ze f(a) = (fx(a))kek -
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Algebry Boole’'a Produkty algebr Boole'a i wolne algebry Boole’a

@ Poniewaz f jest izomorfizmem, wiec dla kazdego k € K istnieje
ak € A taki, ze fi(ax) = 1 oraz fiu(,,) = 0 dla k" # k.

o Niech gk : A [ ax — By bedzie okreslone wzorem: gi(a A ax) = fx(a)
dla a € A

e Wtedy gi jest izomorfizmem algebry A | ax na algebre By. O

e Moéwimy, ze podzbiér S algebry Boole'a jest niezalezny, jezeli dla
kazdego skonczonego ciggu ai, . . . a, réznych jego elementéw:
€181 N\ ... Nepap =0, gdzie ¢; € {—1,1} oraz 1a; = a;, —1la; = —a;
dlal<i<n.

@ Jezeli S jest niezaleznym zbiorem generatoréw algebry Boole'a A, a B
jest dowolng algebra Boole's, to kazde odwzorowanie f : S — B
mozna rozszerzy¢ do homomorfizmu. a
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Algebry Boole’'a Produkty algebr Boole'a i wolne algebry Boole’a

@ Algebra A jest wolna (w klasie wszystkich algebr Boole'a) wtedy i
tylko wtedy, gdy zawiera niezalezny zbiér generatoréw. O

o Dla kazdej liczby kardynalnej k istnieje wolna algebra Boole'a ze
zbiorem wolnych generatoréw mocy «. O

@ Skoriczona algebra Boole'a jest wolna wtedy i tylko wtedy, gdy ma 22"
elementéw. Tak wiec, kazda czteroelementowa algebra Boole'a jest
wolna. O

@ Kazda wolna algebra Boole'a jest produktem rodziny
czteroelementowych algebr Boole'a. a

@ Dwuelementowa algebra Boole'a jest jedyna nietrywialng algebra
Boole'a, ktéra jest prosto nierozktadalna. O

@ Dowolne dwie przeliczalne bezatomowe algebry Boole'a s3
izomorficzne. O

Podalismy tylko wybrane informacje dotyczace algebr Boole'a.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 5 2021 23 /43



Algebry Heytinga Definicja

@ Niech (A, A, V) bedzie krata. Dla dowolnych x,y € A: najwiekszy
element w zbiorze {z € A: x A z < y}, o ile istnieje, jest nazywany
pseudouzupetnieniem x wzgledem y i oznaczany np. przez x = y.

o W kazdej skonczonej kracie dystrybutywnej istnieje
pseudouzupetnienie x wzgledem y dla wszystkich x i y.

e Jesli x = y istnieje dla wszystkich x,y € A, to (A,=, A, V)
nazywamy krata implikatywna. Kazda krata implikatywna jest
dystrybutywna i zawiera jedynke 1 = x = x.

o Jesli w kracie implikatywnej (A, =, A, V) istnieje zero 0, mozemy w
niej zdefiniowa¢ operacje pseudouzupetnienia —x = x = 0 dla
kazdego x € A. Wtedy z < —x wtedy i tylko wtedy, gdy x A z =0, a
wiec —x jest elementem najwiekszym zbioru {z € A: x A z = 0}.

e Algebre (A, =, A, V,—) nazywamy algebra Heytinga (algebra
pseudoboolowska), jesli (A, =, A, V) jest krata implikatywng z zerem 0
i —x = x = 0 dla wszystkich x € A.
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Algebry Heytinga Przyktady

Kazda skonczona krata dystrybutywna jest algebra Heytinga.

Algebry Boole'a to algebry Heytinga, w ktérych x vV —x = 1.

W algebrze Boole'a x = y rozumiemy jako —x V y.

Niech A= {2/-3/: -1 <i—j <2} U{w}. Porzadek kratowy <* w
tym zbiorze niech bedzie wyznaczony przez relacje podzielnosci, przy
zatozeniu, ze kazda liczba naturalna dzieli w, zas w nie dzieli zadnej
liczby naturalnej. Wtedy (A, =, A, V, —) jest (nieskonczong) algebra
Heytinga (generowana przez jeden element, a mianowicie 2! - 39).
Kazda skonczenie generowana krata dystrybutywna jest skofnczona
(podobnie w przypadku algebr Boole'a). Powyzszy przyktad pokazuje,
ze twierdzenie to nie zachodzi dla algebr Heytinga. Rozwazmy formuty
jezyka logiki intuicjonistycznej:

o =pA-p, o =pA-p, p1="p, Y1 =p, g2 =""1p
@n+1:¢n—>¢ny ¢n+1:@nvwn
Yoo =P Pp=T, Yoc=p—=p=T
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Algebry Heytinga Przyktady

e T
—=p V (—p — p) (==p = p) = (PV —p)
——p—p pV-oop
pV-p —p
P “p
1

Krata Riegera-Nishimury
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Algebry Heytinga Przyktady

Zbiér liniowo uporzadkowany {0, a, 1}, gdzie 0 < a < 1) z operacjami nizej
okreslonymi jest algebra Heytinga:

AR E=1
=1
=y o<
R =] =]

=L O X

| | =

oo = O
Q| ==Y

=lo ol

NS Iy Sy

L L IOlL

(=)=l o))
Ll IR SIS )
[=lN=

Z tabelek tych wida¢, ze —x = 0 dla wszystkich x # 0. Zauwazmy tez, ze
w algebrze tej nie zachodzi np.: x V —x = 1, poniewaz
avV—a=aV(a=0)=aVv0=a# 1. Ponadto, w algebrze tej nie
zachodzi np. prawo Peirce’a: element ((x = y) = x) = x nie musi by¢
réwny 1.

@ Rodzina wszystkich zbioréw otwartych przestrzeni topologicznej jest
algebra Heytinga (patrz nizej, w dygresji topologicznej).
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PNESUTVAS CVEIEES  Wybrane wiasnosci

W kazdej algebrze Heytinga:

Jeslix <y, to—y<x| ———x=—x
xN—x=0 —(xVy)=—xA-—y
X< ——x —xV -y < —(xAy)

@ Niech A = (A, =, A, V) bedzie krata implikatywna. Zbiér F C jest
filtrem w A wtedy i tylko wtedy, gdy 1 € F oraz jesli x,x = y € F, to
y € F, dla wszystkich x,y € A.

o Niech x & y oznacza (x = y) A (y = x). Relacja ~f okreslona
warunkiem x ~¢ y wtedy i tylko wtedy, gdy x < y € F, jest
kongruencja kraty implikatywnej A. Niech [x]., <F [y]~, wtedy i
tylko wtedy, gdy x = y € F. Wtedy <Fr jest porzadkiem kratowym w
A/NF- Mamy [X]NF A [}/]NF = [X A y]N,_—, [X]NF v [y]N,_- = [X \% y]NFv
[X]~r = V]~r =[x = Y]~ [X]~r = 1 wtedy i tylko wtedy, gdy
x € F; w algebrach Heytinga takze [—x]., = —[x]~,. Odwzorowanie
h(x) = [x]~r jest homomorfizmem A na A/.,.
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DIVEICETERI LIS ER ST L Al Rodzina zbioréw otwartych

e Pojecia topologiczne formalizuja takie pojecia jak: bliskos¢, odlegtosé,
otoczenie, spéjnos¢, granica, wymiar, itp. Dla naszych celéw
potrzebne beda jedynie niektére podstawowe pojecia topologiczne.

@ Istnieja rézne sposoby okreslania topologii: poprzez podanie rodziny
zbioréw otwartych (domknietych), poprzez podanie uktadéw otoczen
punktéw, poprzez podanie operatora domkniecia (wnetrza), poprzez
podanie bazy topologii. Sa one réwnowazne, od jednego typu definicji
przejs¢ mozna do innego.

@ Rodzina zbioréw otwartych. Przestrzen topologiczna to para
(X, T), ztozona ze zbioru X i rodziny T jego podzbioréw (zbioréw
otwartych), spetniajacej nastepujace warunki:

QO XeT,0eT
Q jesiAc TorazBe T, toANBe T
Q jesliACT, toJAET.

@ Dopetnienia zbioréw otwartych nazywamy zbiorami domknietymi.
Zbiory, ktére sg jednoczesnie otwarte i domkniete nazywamy zbiorami
otwarto-domknietymi.
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DIVEICETERI LIS ER ST L Al Rodzina zbioréw otwartych

@ Domkniecie zbioru A to zbiér:
cd(A)={Fep(X):ACFAX—F e T} (czyli najmniejszy zbiér
domkniety zawierajacy A).

o Whnetrze zbioru A to zbiér: int(A) =J{U € T : U C A} (czyli
najwiekszy zbiér otwarty zawarty w A).

@ Brzeg zbioru A to zbiér: fr(A) = cl(A) — int(A).

@ Zbidr jest otwarty (domkniety) wtedy i tylko wtedy, gdy jest réwny
swojemu wnetrzu (domknieciu).

@ Dopetnienie zbioru A w uniwersum X oznacza sie czesto w pracach
topologicznych przez A°. Mamy:

Q (c/(A))¢ = int(A°) (dopetnienie domkniecia jest wnetrzem dopetnienia)
@ (int(A))€ = cl(A°) (dopetnienie wnetrza jest domknieciem
dopetnienia).

@ Dualnym sposobem wprowadzenia topologii w X jest okreslenie
rodziny podzbioréw domknietych w X: domkniete s3 X oraz (), suma
skoiczonej liczby zbioréw domknietych jest domknieta, iloczyn
dowolnej liczby zbioréw domknietych jest domkniety.
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DIVICETERI LI ER LTI At Operacje domkniecia i wnetrza

e Operacja domkniecia. Przestrzen topologiczna to para (X, C), gdzie
C: p(X) = p(X) jest operatorem domkniecia, tj. spetnia nastepujace
warunki:

Q C)=0

Q@ AC C(A)

© C(AUB)=C(A)UC(B)
Q C(C(A)) = C(A).

@ Wtedy T={X —AC X: A= C(A)} jest topologia na X oraz
C(A) = cl(A).

e Operacja wnetrza. Przestrzen topologiczna to para (X, /), gdzie
- p(X) — o(X) jest operatorem wnetrza, tj. spetnia nastepujace
warunki:

Q /(X) =
Q /(A)C
@ I(ANB) =I(A)nI(B)

Q /(I(A) =I(A).

o Wtedy T={AC X : A= [(A)} jest topologia na X oraz
I(A) = int(A).
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e Bazy topologii. Niech rodzina B C p(X) spetnia warunki:

Q jesli Ae B, Be Borazx € ANB, to istnieje C € B taki,ze C C ANB
@ dla kazdego x € X istnieje A € B taki, ze x € A.

e Wtedy B jest baza topologii T w X, co oznacza, ze kazdy zbiér
nalezacy do T mozna przedstawi¢ jako sume pewnej podrodziny
rodziny B.

@ Bazy otoczen. Niech dla kazdego punktu x € X dana bedzie rodzina
B(x) podzbioréw zbioru X, spetniajaca nastepujace warunki:

Q B(x) # 0 dla kazdego x € X

@ x € Adla kazdego A € B(x)

O jeslixe X, ye X, xe A, Ac B(y), to istnieje B € B(x) taki, ze
BCA

Q jesli x € X, A€ B(x), B € B(x), to istnieje C € B(x) taki, ze
CCANB.

e Wtedy rodzing B(x) nazywamy systemem (baza) otoczen otwartych
punktu x. Bazy otoczen wyznaczaja topologie T w X, a mianowicie
zbiorami otwartymi tej topologii s3 te podzbiory zbioru X, ktére
mozna przedstawi¢ jako sumy pewnych podrodzin systeméw otoczen.
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Dygresja: pojecia topologiczne [IEITITIleir240\

@ Niech (X, Tx) i (Y, Ty) beda przestrzeniami topologicznymi.
Méwimy, ze funkcja f : X — Y jest ciagta w punkcie x € X, jesli dla
kazdego otoczenia V punktu f(x) istnieje otoczenie U punktu x takie,
ze f(U) C V.

o Funkcja f jest ciaggta, jesli jest ciagta w kazdym punkcie x € X.

@ Homeomorfizmem przestrzeni (X, Tx) i (Y, Ty) nazywamy taka
bijekcje f : X — Y, ktéra jest ciagta i ktérej funkcja odwrotna tez jest
ciagta.

@ Moéwimy, ze topologia T7 jest ubozsza od topologii To, jesli T1 C To.
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Dygresja: pojecia topologiczne RUAYIELERWEE TRt

o Przestrzen topologiczng nazywamy przestrzenia Hausdorffa, jesli kazde
dwa jej rézne punkty maja roztaczne otoczenia.

@ Zwartos¢. Przestrzen topologiczna jest zwarta, jesli z kazdego jej
pokrycia zbiorami otwartymi mozna wybraé pokrycie skonczenie wielu
takimi zbiorami.

@ Spojnos¢é. Przestrzen topologiczna jest spdjna, jesli nie jest ona suma
dwoéch niepustych roztacznych zbioréw otwartych.

@ Dobra spojnosé. Przestrzen topologiczna (X, int) jest dobrze spdjna,
gdy dla dowolnych zbioréw A i B spetniony jest warunek: jesli
X = (int(A) U int(B)), to A= X lub B = X. Kazda przestrzen
dobrze spdjna jest spdjna.

@ Zbiory regularnie otwarte. Zbiér A jest regularnie otwarty, jesli jest on
rowny wnetrzu swojego domkniecia, czyli A = int(c/(A)). Ten
warunek jest réownowazny temu, ze fr(A) = fr(cl(A)).

@ Przestrzen catkowicie niespdjna to przestrzen topologiczna, w ktorej
jedynymi zbiorami spéjnymi sa: zbiér pusty oraz zbiory
jednoelementowe.
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Dygresja: pojecia topologiczne [HFAISELM

o Topologia dyskretna. Zbiorami otwartymi sg wszystkie podzbiory
uniwersum. Topologia antydyskretna. Jedyne zbiory otwarte to cata
przestrzen i zbiér pusty.

@ Topologia naturalna w R. Zbiorami otwartymi w tej topologii s3
dowolne sumy przedziatéw otwartych.

e Topologia metryczna. Pare (X, d) nazywamy przestrzenia metryczna,
a d nazywamy metryka (funkcja odlegtosci) w X, gdy X # 0, zas d
jest dwuargumentowa funkcja okreslong na X i przyjmujaca nieujemne
wartosci rzeczywiste taka, ze:

@ d(x,y) =0 wtedy i tylko wtedy, gdy x =y
@ d(x,y) = d(y,x) (warunek symetrii)
© d(x,y) < d(x,z)+ d(z,y) (warunek tréjkata).

e Pojecia kuli otwartej K(x, r) oraz kuli domknigtej K(x, r) (o $rodku w

punkcie x oraz promieniu r) definiujemy w naturalny sposéb:
(4] K(X,I‘) ={yeX:d(x,y)<r}
Q K(x,r)={yeX:d(x,y) <r}.

@ Baze topologii w przestrzeni z metryka tworza wszystkie kule otwarte.
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Dygresja: pojecia topologiczne [HFAISELM

@ Topologia produktowa. Niech (X;, T;);c; bedzie rodzing przestrzeni

topologicznych. W produkcie [] X; okresla sie topologie produktowa
icl

jako najubozsza topologie, przy ktérej wszystkie funkcje rzutowania sa

ciagte.

@ Topologia porzadkowa. W zbiorze liniowo uporzadkowanym
wprowadzi¢ mozna topologie, traktujac jako jej baze wszystkie
przedziaty otwarte.

o Jesli (X, T) jest przestrzenig topologiczna, to zaréwno rodzina
wszystkich zbioréw otwartych, jak i rodzina wszystkich zbioréw
domknietych sa kratami (porzadek to inkluzja).

o Jesli (X, T) jest przestrzenia topologiczna, to krata wszystkich jej
zbioréw otwartych jest algebra Heytinga. Operacja pseudouzupetnienia
A = B definiowana jest jako int(A° U B).
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Dygresja: pojecia topologiczne [IHeZRIeINIEEN T

e Niech Ug bedzie rodzing wszystkich ultrafiltréw algebry Boole'a B.
o Dla kazdego x € B niech u(x) = {U € Ug : x € U}.

e Wtedy rodzina {u(x) : x € B} jest baza topologii w zbiorze Ug, a
zbiér Ug z ta topologia nazywamy przestrzenia Stone'a algebry B.

o Odwzorowanie u: B — p(Ug) jest izomorfizmem algebry B i ciata
zbioréw otwarto-domknietych w tej topologii.

@ Przestrzen Stone'a algebry Boole'a B jest zwarta i catkowicie
niespéjna przestrzenia Hausdorffa.

o Algebry Boole’a A i B s3 izomorficzne wtedy i tylko wtedy, gdy ich
przestrzenie Stone'a s3 homeomorficzne.
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Algebry Boole’'a z dodatkowymi operacjami Koréznica

@ Algebry Boole'a scharakteryzowaé mozna réznymi zestawami
warunkéw. Powiemy, ze algebra A = (A, A,V, —, >, +) jest algebra
Boole'a, gdy:

Q@ (anb)Ve=(bVvc)n(aVe)
Q (avb)Ac=(bAc)V(aAc)
Q@ av(bA-b)=a

Q an(bv—-b)=a

@ abb=-aVvhb

Q a+-b=(avb)A(b>a).

e Operacje > nazywamy koréznica, a operacje + koréznica symetryczna.
W tej aksjomatyce mozna udowodni¢, ze dla dowolnych a i b:
(aVv—a)=(bV —b) oraz (a A —a) = (b A —b). Mozna zatem
jednoznacznie okresli¢ zero 0 = a A —a oraz jedynke 1 = aV —a tej
algebry. Ponadto, mozna okresli¢ porzadek <: a < b, gdy (a> b) = 1.
Relacje < nazywamy wtedy porzadkiem boolowskim.
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Algebry Boole’'a z dodatkowymi operacjami Przypomnienie: ultrafiltry

@ Podzbiér F uniwersum algebry Boole'a jest filtrem, gdy dla dowolnych
a,be A aAb e F wtedy i tylko wtedy, gdy a € F oraz b € F.
Maksymalne filtry algebry to jej ultrafiltry.

o U jest ultrafiltrem algebry A wtedy i tylko wtedy, gdy dla kazdego
a € A: doktadnie jeden z elementéw a, —a nalezy do U.

o Filtr wtasciwy jest ultrafiltrem, wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych
a, b € A zachodzi réwnowaznos¢: aVv b € U wtedy i tylko wtedy, gdy
acUlubbeU.

@ Dla kazdego niepustego podzbioru X uniwersum algebry A: X jest
zawarty w pewnym filtrze whasciwym tej algebry wtedy i tylko wtedy,
gdy dowolny skonczony iloczyn elementéw zbioru X jest rézny od zera
tej algebry.

o Kazdy filtr wtasciwy algebry A jest zawarty w pewnym jej ultrafiltrze.

@ Dla kazdego elementu a réznego od zera algebry A istnieje ultrafiltr U
tej algebry taki, ze a € U.

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 5 2021 39 /43



VAVPZ o TaVA ST NN A Y EY WL TIRCT TSI EY T Topologiczne algebry Boole'a

o Algebre A = (A, A,V, —,>,+, 1) nazywamy topologiczna algebra
Boole'a, gdy A = (A, A, V, —, 1>, =) jest algebra Boole'a, zas / jest
operacja (wnetrza), spetniajaca warunki:

Q/(1)=1

Q /(a)<a

@ I(anb)=1I(a) A I(b)
Q@ /(/(a)) = I(a).

@ Topologiczna algebre Boole'a A = (A, A, V, —,>, =+, ) nazywamy
dobrze spéjna, gdy dla dowolnych a, b € A: jesli (/1(a) vV /(b)) =1, to
a=1lubb=1.

o Algebre A = (A, A,V, —,>, +,0) nazywamy B-algebra, gdy
A= (A A, V,—,>, =) jest algebra Boole'a, zas o dowolng operacja
dwuargumentowa tej algebry.

@ Ultrafiltr boolowski U nazywamy ultrafiltrem normalnym algebry
A= (AN V,—, >, +,0), gdy dla dowolnych a, b € A spetniony jest
warunek: ao b € U wtedy i tylko wtedy, gdy a = b.
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VAVPZ o TaVA ST NN A Y EY WL TIRCT TSI EY T Topologiczne algebry Boole'a

e Twierdzenie. W B-algebrze A = (A, A, V, —,>, =, 0) istnieje ultrafiltr
normalny wtedy i tylko wtedy, gdy dla dowolnych n i m oraz kazdych

ciagéw skonczonych c¢i1,...,¢n, a1,.-.,am, b1, .., bm jej elementéw
n m

zachodzi warunek: jezeli A (¢jo¢) < V (ajo b)), to aj = by;. O
i=1 j=1

@ B-algebre A = (A, A\, V, —,>, +,0) nazywamy TB-algebra, gdy dla
dowolnych a, b, ¢, d € A zachodza warunki:
Q aca=1
Q (aoch)<(a+b)
© (aob)A(cod) < (aoc)o(bod), gdzie ¢ jest jedna z operacji A, V, o.
e Dla dowolnej TB-algebry A = (A, A,V, —,>,+,0) i dowolnego a € A
operacja | okreslona przez warunek /(a) = ao 1 jest topologiczna
operacja wnetrza.
@ Dla dowolnej topologicznej algebry Boole'a A = (A, A, V, —, >, +, 1)
operacja o okreslona przez warunek ao b = I(a =+ b) spetnia warunki
wystepujace w definicji TB-algebry.
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VAVPZ o TaVA ST NN A Y EY WL TIRCT TSI EY T Topologiczne algebry Boole'a

o Element a nazywamy otwartym w TB-algebrze A, gdy aol=a. Z
kazdym elementem a mozemy stowarzyszyé element otwarty ao 1.
Poniewaz (ao b) o1 = ao b, wiec zbiér {ao1l:a e A} jest réwny
zbiorowi {ao b :a,b € A}.

e TB-algebre A = (A, A, V,—,>,+,0) nazywamy dobrze spdjna, gdy dla
dowolnych a, b, c,d € A zachodzi warunek: jesli (ao b) V (cod) =1,
toa=blubc=d.

e Twierdzenie. W dowolnej TB-algebrze A = (A, A, V, —,>,+,0)
istnieje ultrafiltr normalny wtedy i tylko wtedy, gdy ta algebra jest
dobrze spojna. O
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Algebry Boole'a z dodatkowymi operacjami [EA\F:A-TaV 5 EGIEY-4o)

o Algebre A = (A, A, V, —,>,+,0) nazywamy algebra Henlego
(H-algebra), gdy A = (A, A,V, —,>, =) jest algebra Boole'a, a
operacja o spetnia warunek: aob =1, gdy a= b oraz ao b =0, gdy
a#b.

o Kazda algebra Henlego jest TB-algebra. Operator wnetrza | w
algebrach Henlego jest okreslony warunkiem /(a) = aolima
nastepujaca wtasnos¢: I(a) =1, gdy a=1, I(a) =0, gdy a # 1.
Oznacza to, ze ten operator jest antydyskretnym operatorem wnetrza.
Ponadto, kazdy ultrafiltr algebry Boole'a A = (A, A, V, —, >, +) jest
ultrafiltrem normalnym w tej algebrze.

e W dwuelementowej algebrze Henlego A = ({0,1}, A, V, —, >, +,0)
operacja o jest identyczna z operacja +.
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