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Przypomnienie: podstawowe pojecia logiczne

Plan na dzi$ jest nieskomplikowany. Troche bedziemy filozofowa¢, a dla
urozmaicenia wykonamy tez kilka prostych ¢wiczen (gimnastyka logiczna).
Filozofowa¢ bedziemy na nastepujace tematy:

o Co to jest stata logiczna?

e Jak wynikanie logiczne (w Klasycznym Rachunku Logicznym) ma sie
do uznawania wnioskowan (w jezykach etnicznych) za poprawne?

Cwiczenia beda dotyczy¢ logicznej analizy tekstéw/wypowiedzi oraz
badania poprawnosci uzasadnien.

Uwaga. W niniejszej prezentacji jedynie sygnalizujemy tematy, ktére beda
omawiane.

v

Jerzy Pogonowski (MEG) Semiotyka logiczna (2) 11 X 2007 2/21



Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne ESIEIEWIAEY

Pojecie statej logicznej

Jedna z charakterystyk pojecia statej logicznej podat Alfred Tarski,
wzorujac sie na Programie z Erlangen Feliksa Kleina.

Niech f : U — U bedzie bijekcja. Niezmiennikiem f nazwiemy kazdy
element x € U taki, ze f(x) = x.

Warunkiem koniecznym, aby jakis symbol (ustalonego jezyka formalnego)
byt statg logiczna tego jezyka jest to, aby jego denotacja byta
niezmiennikiem wszystkich permutacji uniwersum kazdej interpretacji tego
jezyka.

Pytanie do stuchaczy. Ktére symbole jezyka KRP (z identycznoscia) sa
statymi logicznymi w mysl tej charakterystyki?
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Wiiclletzs lopite ey fcli Leglel
Réznorodnosé systeméw logicznych

Logika (system logiczny) to uktad postaci (L, C, S), gdzie: J

o L jest jezykiem (formalnym)
o C jest operacja konsekwencji

@ S jest semantyka systemu.

Skonstruowano gigantyczng liczbe systeméw logicznych. Niektére z nich
znalazty bardzo istotne zastosowania, inne przepadty w zapomnieniu.

Powstaje oczywiscie pytanie: czy mozna zasadnie méwi¢ o jednej,
podstawowej, standardowej logice (the logic)?

Pewnych rozstrzygnie¢ w prébie znalezienia odpowiedzi na to pytanie
dostarczaja twierdzenia limitacyjne.
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Misizery dleneibine
Metody dowodzenia

Jest wiele metod dowodzenia. Oto niektére: )

metoda aksjomatyczna
metoda zatozeniowa
tablice analityczne

rezolucja

rachunki sekwentéw.

Stuchacze mieli okazje pozna¢ co najmniej dwie z nich. Wykonamy teraz
kilka ¢wiczen, dla przypomnienia, jak sie dowodzi.
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 1: dowéd metody aksjomatyczna

Udowodnimy, ze formuta —=p — —(p A q) jest teza KRZ z aksjomatyka
Hilberta-Bernaysa oraz regutami: podstawiania i odrywania jako regutami
pierwotnymi.

1. (pNg)—p aksjomat (prawo symplifikacji)
2.l (p—q)— (g — —p) aksjomat (prawo transpozycji)
3. ((pPANg) —p) = (-p——-(pPNQ)) | P—PAG. q—p

4. | =p—-(pAq) RO: 3,1.

Dowody przeprowadzane metodg aksjomatyczna wymagaja pewnej wprawy.
W praktyce bodaj czesciej uzywa sie dowodéw zatozeniowych.
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 2: dowéd metody zatozeniows

Udowodnimy metoda zatozeniowa teze KRZ:

((pANg) —r)— (p— (g — r) (prawo eksportacji) w systemie
zatozeniowym zawierajacym jako reguty pierwotne m.in.: regute odrywania
RO i regute dotaczania koniunkcji DK:

1. | (pAq) — r | zatozenie
2. p zatozenie
3.1¢g zatozenie
4. | pAgq DK: 2,3
5 |r RO: 1,5

Stuchacze pamietaja (oczywiscie!), ze powyzszy ciag formut jest zadanym
dowodem.

Jerzy Pogonowski (MEG) Semiotyka logiczna (2) 11 X 2007 7/21



Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 3: dowéd rezolucyjny

Pokazemy, ze warunki przechodniosci i symetrii, tj. warunki:
IxVyVz((P(x,y) A P(y, z)) — P(x, z))

VxVy(P(x,y) — P(y,x))

implikuja nastepujacy warunek (euklidesowosci):

VxVyVz((P(x,y) A P(z,y)) — P(x, z)).

Powyzsze warunki maja nastepujace reprezentacje w postaci klauzul (po
rozdzieleniu zmiennych):

o (i ={-P(x,y),—P(y,2),P(x,2z)}
o G ={-P(u,v),P(v,u)}
o G3={-P(x,y),~P(z,y), P(x,z)}. )
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 3: dowéd rezolucyjny

Dowdd rezolucyjny C3 z C; oraz (; jest nastepujacym ciagiem klauzul: )

o Dy =G ={=P(x,y),~Ply,z), P(x, 2)}
o Do =CGl{u— x,v z} ={=P(u,v),P(v,u){u— x,v— z} =
{=P(x,2), P(z,x)}

e D3 ={=P(x,y),~P(y,z), P(z,x)} (rezolwenta Dy oraz D)
@ Dy=CGl{u— z,vix} ={=P(u,v),P(v,u){ur z,v — x} =
{=P(z,x), P(x, 2)}

e D5 = {—P(x,y),~P(y,z), P(x,z)} (rezolwenta D3 i Da)

0 Dg=Clu— z,vi—y} ={=Plu,v),P(v,u){u— z,v— y} =

{—HD(Z,y),P(_y,Z)}
e D; ={-P(x,y),~P(z,y), P(x,z)} = G35 (rezolwenta Ds i Ds).
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 3: dowéd rezolucyjny

Rezolucyjne drzewo dowodowe wyglada w tym przypadku nastepujaco:

Dy D
Dy Ds
Ds Ds
D7

Powyzszy dowéd rezolucyjny Cs3 z C; oraz C; sktadat sie z trzech krokéw.

W kazdym z nich z pary klauzul otrzymali$my rezolwente tej pary.

W kazdym kroku podkreslalismy ten literat, wzgledem ktérego dokonalismy

rezolucji (tj. ten, ktéry eliminujemy w wyniku danego kroku).
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 4: drzewa semantyczne

Dowdéd Prawa De Morgana w KRP.
Jedno z Praw De Morgana dla kwantyfikatoréw ma postaé:

—3x A(x) < Vx =A(x)

Aby wykaza¢, ze
—3x A(x) <« Vx =A(x)

jest tautologia KRP nalezy wykluczyé mozliwosé, by formuta ta byta
fatszywa w jakiejs interpretacji. Trzeba zatem wykluczyé mozliwosé, aby jej
zaprzeczenie, tj. formuta

=(=3x A(x) < Vx =A(x))

byta w jakiejkolwiek interpretacji prawdziwa:

4
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 4: drzewa semantyczne

1.7<

—(=3x A(x) « ¥x 2A(x))

(1g) —3x Ax) 2 (1pg) ¥x ~A(x) &2
(1g) —Vx ~A(x) 2Va (1pg) —=3x A(x) *
(2) —A(a/x) (4) IxA(x) 72
(3) —A(a/x) (5) A(a/x)
X23 (6) —A(a/x)
fos
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 4: drzewa semantyczne

Ustalanie, czy dowolna formuta jezyka Klasycznego Rachunku Predykatéw
jest prawem (tautologia) tego rachunku jest przyktadem problemu, dla
ktérego nie istnieje metoda obliczalna jego rozwigzania.

Dla ustalenia, czy dowolna formuta jezyka KRP jest tautologia KRP
potrzeba sprawdzi¢ nieskonczona liczbe interpretacji, a wiec istnienie
algorytmu jest w tym przypadku wykluczone.

Np. ta formuta nie jest tautologia KRP: ]

YxJy A(x,y) — JyV¥x A(x, y) )

Uwaga: KRP jest potrozstrzygalny — jesli formuta A jest tautologia
KRP, to mozna to w skoiniczonej liczbie krokéw sprawdzi¢. J
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 4: drzewa semantyczne

Uzywanie metody drzew semantycznych (tablic analitycznych) jako metody
dowodowej musi by¢ oczywiscie potaczone z dowodem, ze metoda ta jest
poprawna (czyli ze drzewa zamkniete maja doktadnie wszystkie tautologie).

Implikacja odwrotna do podanej przed chwila, czyli: ]

IxVy R(y, x) — Vy3x R(y, x) J

jest tautologia Klasycznego Rachunku Predykatéw, a wiec mozna tego
dowies¢ w skonczonej liczbie krokéw (pokazujac, iz negacja tej formuty nie
jest prawdziwa w zadnej interpretacji):
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 4: drzewa semantyczne

1.7—

~(3xVy R(y,x) — Vy3x R(y,x))
(1g) vy R(y.x) 272
(1g) ~¥y3x R(y,x) >°
(2) vy R‘(y, a) P
(3) —3x R‘(b,x) 5.2

|
(4) R(b,a)

|
(5) —R(b,a)

X455
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 4: drzewa semantyczne

Rozwazmy (mato optymistyczne) stwierdzenie: Nie dos¢, ze jest
bezrobocie, to kazdy obywatel jest zadtuzony. Jego strukture sktadniowa
reprezentuje formuta:

dx Px AVydz yQz

ktora nie jest tautologia Klasycznego Rachunku Predykatéw, co mozna
wykazaé konstruujac model dla jej zaprzeczenia. Formuta ta nie jest tez
kontrtautologia (formuta fatszywa we wszystkich interpretacjach), ale nie
mozna tego wykaza¢ uzywajac pétalgorytmu stosowanego w poprzednim
przypadku (wymagane drzewo dowodowe jest nieskonczone):
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

dx Px AVydz yQz LA
|
(Ig) 3x Px 2.Va

|
(1d) VyElZ yQZ 3.*a 5.*b 7.%c
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Cwiczenia

Cwiczenie 5: dowéd, ze 242=4

Aksjomaty specyficzne systemu Arytmetyki Robinsona:

o Ai: VxVy (x #y — o(x) # a(y))

Az Vx O # o(x)

Az: Vx (x # QO — 3y (x=0(y)))

Ag: Vx @ (x,0) =x

As: VxVy @ (x,0(y)) = o(&(x,y))
As: Vx @ (x,0) =0O

Az VxVy @ (x,0(y)) = &(®(x,y),x).

v

Modelem zamierzonym dla tych aksjomatéw jest struktura, ktérej uniwersum jest
zbiér wszystkich (i tylko!) liczb naturalnych, a denotacjami poszczegélnych
terminéw pozalogicznych sa:
symbolu ) — liczba zero symbolu ¢ — operacja nastepnika
symbolu @ — operacja dodawania symbolu ® — operacja mnozenia.
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omnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne

Cwiczenie 5: dowdd, ze 24-2=4

1| ¥x &(x,0)=x aksjomat A4

2. | VxVy @ (x,0(y)) = a(®(x,y)) aksjomat As

3. | ~(&(a(a(Q)), o(e(O))) = a(a(a((O))))) z.d. n

4. ©(o(0(0)), O) = a(a(O)) R(V) dla
a(a(0)) w Aq

5.1 Vy @ (a(a(O)),a(y)) = o(®(o(c(O)) y)) R(V) dla
a(a(O)) w As

6. | ©(a(a(O)),a(O)) = a(&(a(0(O)), O)) R(V)dla Qw5

7.| ®(0(0(O)),a(a(O))) = a(&(o(0(O)), o(O))) R((é))d'a
o w b

8. | ®(a(a(0)),a(a(0))) = o(&(a(c(O)), O)) | 6.1 7., R(=)

9. | &(0(a(D)),9(a(0))) = 9(a(a(a(O)))) 4.i8, R(=)

10. | x39 Sprzecznos¢: 3,9.
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Woynikanie logiczne a akceptowalno$é uzasadnien
Wynikanie logiczne a akceptowalnos¢ uzasadnien

We wnioskowaniach przeprowadzanych w jezykach etnicznych bierze sie pod
uwage, oprécz (1) wynikania logicznego, mnéstwo innych czynnikéw, np.:

v

implikatury

kontekst wypowiedzen
presupozycje
intensjonalnos¢
intencjonalnos¢

postawy propozycjonalne

tajemniczy ,wspétczynnik humanistyczny”, itd.

Nie ma jednego systemu logicznego, ktéry uwzgledniatby wszystkie te (oraz
dalsze) czynniki. A niby dlaczego miatby istnie¢ taki system?

v
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Przypomnienie: niektére podstawowe pojecia logiczne Koniec

Koniec

Tyle tytutem (dalszego ciagu) wprowadzenia w problematyke semiotyki
logiczne;j.

Na nastepnym wyktadzie zajmiemy sie:
@ paradoksami
@ antynomiami

@ sofizmatami.
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