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Wst¦p

Ontologia matematyki

Przedmiotem bada« matematycznych s¡ zbiory wyposa»one w pewne

struktury. Badane uniwersa skªadaj¡ si¦ z elementów powi¡zanych

jakimi± zale»no±ciami. Formalnym odpowiednikiem tego typu poj¦¢ jak

zale»no±¢, zwi¡zek, stosunek jest poj¦cie relacji.

Relacje maj¡ ustalone liczby swoich argumentów.

Dla przykªadu, relacja mniejszo±ci lub relacja podzielno±ci to
zale»no±ci, zachodz¡ce mi¦dzy dwoma elementami (dwiema liczbami).

Relacja le»enia mi¦dzy to relacja ª¡cz¡ca trzy argumenty, za±

czteroargumentowa jest np. relacja zachodz¡ca mi¦dzy punktami a, b,
c oraz d na pªaszczy¹nie dokªadnie wtedy, gdy odlegªo±¢ od a do b
jest, powiedzmy, taka sama jak odlegªo±¢ od c do d .
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Ekstensjonalne uj¦cie relacji Relacje dwuargumentowe

Z poprzedniego wykªadu pami¦tamy de�nicje pary uporz¡dkowanej oraz

produktu kartezja«skiego:

(x , y) = {{x}, {x , y}}
X × Y = {(x , y) : x ∈ X oraz y ∈ Y }.

Mówimy, »e R jest relacj¡ (dwuargumentow¡) mi¦dzy elementami

zbiorów X oraz Y , gdy R ⊆ X × Y , czyli gdy R jest podzbiorem

produktu kartezja«skiego zbiorów X oraz Y . Dla relacji

dwuargumentowych u»ywamy zamiennie zapisu: (x , y) ∈ R lub xRy
(mówimy wtedy, »e relacja R zachodzi mi¦dzy elementami x oraz y).

Je±li R ⊆ X × X , to mówimy, »e relacja R jest okre±lona w zbiorze X .

Zbiór X × X jest pot¦g¡ kartezja«sk¡ zbioru X .
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Ekstensjonalne uj¦cie relacji Relacje dwuargumentowe

Przykªady

Zbiór Z× Z to pot¦ga kartezja«ska zbioru Z. Jego reprezentacj¡

gra�czn¡ jest zbiór wszystkich punktów kratowych pªaszczyzny

(punktów o obu wspóªrz¦dnych caªkowitych).

Relacja mniejszo±ci w zbiorze {1, 2, 3} to zbiór par:

{(1, 2), (1, 3), (2, 3)}.
Relacja podzielno±ci (bez reszty) w zbiorze wszystkich dodatnich liczb

naturalnych zde�niowana jest nast¦puj¡co: x |y wtedy i tylko wtedy,

gdy istnieje liczba naturalna z taka, »e x · z = y . Je±li x |y , to
mówimy, »e x dzieli y (lub: y jest podzielna przez x).
Konstytucja Rzeczpospolitej Polskiej uznaje za maª»e«stwo stosownie

zarejestrowany zwi¡zek kobiety i m¦»czyzny, speªniaj¡cych odpowiednie

kryteria wieku. Je±li M to zbiór m¦»czyzn, za± K to zbiór kobiet, to:
1 Relacja bycia m¦»em (w sensie Konstytucji RP) jest podzbiorem zbioru

M × K .
2 Relacja bycia »on¡ (w sensie Konstytucji RP) jest podzbiorem zbioru

K ×M.
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Ekstensjonalne uj¦cie relacji Relacje wieloargumentowe

De�nicje

Trójk¦ uporz¡dkowan¡ (o pierwszym elemencie x1, drugim x2 oraz

trzecim x3) de�niujemy nast¦puj¡co: (x1, x2, x3) = ((x1, x2), x3).

Ogólnie, n-tk¦ uporz¡dkowan¡ de�niujemy jako:

(x1, x2, x3, . . . , xn) = ((x1, x2, x3, . . . , xn−1), xn)

Produkt kartezja«ski zbiorów X1,X2, . . . ,Xn de�niujemy nast¦puj¡co:
n∏

i=1

Xi = X1 × X2 × . . .× Xn =

= {(x1, x2, x3, . . . , xn) : xi ∈ Xi dla 1 6 i 6 n}.
Niech X1,X2, . . . ,Xn b¦d¡ dowolnymi zbiorami. Relacj¡

n-argumentow¡ mi¦dzy elementami tych zbiorów nazywamy dowolny

podzbiór produktu kartezja«skiego X1 × X2 × . . .× Xn.

Relacje jednoargumentowe to podzbiory uniwersum. Relacje

zeroargumentowe to elementy uniwersum.
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Ekstensjonalne uj¦cie relacji Relacje wieloargumentowe

Przykªady

Zbiór {0, 1}3, czyli trzecia pot¦ga kartezja«ska zbioru {0, 1} to zbiór

wszystkich trójek uporz¡dkowanych (x , y , z), gdzie x , y , z ∈ {0, 1}.
Masz jakie± wyobra»enia geometryczne zwi¡zane z tym zbiorem?

Zdrada. W potocznym rozumieniu, zdrada jest relacj¡

trójargumentow¡: osoba x zdradza osob¦ y z osob¡ z .

�By¢ liczb¡ parzyst¡� to przykªad relacji jednoargumentowej w zbiorze

N wszystkich liczb naturalnych. Ta relacja to po prostu zbiór

wszystkich liczb parzystych.

Trójargumentowa relacja {(x , y , z) : x , y , z ∈ R oraz x < y < z}
zachodzi mi¦dzy liczbami rzeczywistymi x , y oraz z , gdy y le»y mi¦dzy

(w sensie relacji mniejszo±ci) liczbami x oraz z .
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Ekstensjonalne uj¦cie relacji Relacje wieloargumentowe

De�nicje. Niech R ⊆ X × Y .

R-nast¦pnik. Dla x ∈ X niech R(x) = {y ∈ Y : xRy}. Zbiór R(x) to

zbiór wszystkich R-nast¦pników elementu x ∈ X .

R-poprzednik. Dla y ∈ Y niech R−1(y) = {x ∈ X : xRy}. Zbiór
R−1(y) to zbiór wszystkich R-poprzedników elementu y ∈ Y .

Dziedzina. dom(R) = {x ∈ X : xRy dla pewnego y ∈ Y }. Zbiór
dom(R) nazywamy dziedzin¡ relacji R (inny termin: dziedzina
lewostronna).

Przeciwdziedzina. rng(R) = {y ∈ Y : xRy dla pewnego x ∈ X}. Zbiór
rng(R) nazywamy przeciwdziedzin¡ relacji R (inny termin: dziedzina
prawostronna).

Pole. Sum¦ dziedziny i przeciwdziedziny relacji R nazywamy polem
relacji R i oznaczamy przez �d(R): �d(R) = dom(R) ∪ rng(R).
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Ekstensjonalne uj¦cie relacji Relacje wieloargumentowe

De�nicje

Obraz zbioru wzgl¦dem relacji. Niech A ⊆ X . Obrazem zbioru A
wzgl¦dem relacji R jest zbiór:

R[A] = {y ∈ Y : xRy dla pewnego x ∈ A}.
Przeciwobraz zbioru wzgl¦dem relacji. Niech B ⊆ Y . Przeciwobrazem
zbioru B wzgl¦dem relacji R jest zbiór:

R−1[B] = {x ∈ X : xRy dla pewnego y ∈ B}.

Je±li R ⊆ X × Y oraz S ⊆ X × Y , to mówimy, »e:

1 Relacja R jest podrelacj¡ relacji S , gdy R ⊆ S .
2 Relacje R i S s¡ rozª¡czne, gdy R ∩ S = ∅.

Relacja pusta to relacja, która nie zachodzi mi¦dzy »adnymi

elementami (ustalonego zbioru). Relacja peªna na zbiorze X , to

relacja, która zachodzi mi¦dzy ka»dymi dwoma (ró»nymi lub nie)

elementami zbioru X .

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek relacji 8 / 45



Ekstensjonalne uj¦cie relacji Relacje wieloargumentowe

Przykªady

Rozwa»my relacj¦ podzielno±ci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb

naturalnych. Poprzednikiem liczby x wzgl¦dem tej relacji jest ka»dy

dzielnik liczby x . Nast¦pnikiem liczby x wzgl¦dem tej relacji jest ka»da

wielokrotno±¢ liczby x .

Rozwa»my relacj¦ {(x , y) ∈ R2 : x · y = 1}. Dziedzin¡ tej relacji jest

R− {0}. Jej przeciwdziedzin¡ równie» jest R− {0}. W konsekwencji,

jest to tak»e jej pole.

Rozwa»my relacj¦ bycia m¦»em (w sensie Konstytucji RP), rozumian¡

jako podzbiór produktu kartezja«skiego M × K , gdzie K to zbiór

kobiet, a M to zbiór m¦»czyzn. Jej dziedzin¡ jest zbiór wszystkich

»onatych, a jej przeciwdziedzin¡ jest zbiór wszystkich zam¦»nych. Jej

polem jest zbiór wszystkich osób pozostaj¡cych w zwi¡zku maª»e«skim

(w sensie Konstytucji RP).

Relacja < jest podrelacj¡ relacji 6 na zbiorze N.
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Ekstensjonalne uj¦cie relacji Relacje wieloargumentowe

Rozwa»my relacj¦ podzielno±ci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb

naturalnych oraz zbiór {2, 3, 5}. Jego obrazem wzgl¦dem tej relacji

jest zbiór tych wszystkich dodatnich liczb naturalnych, które s¡

podzielne przez co najmniej jedn¡ z liczb: 2, 3, 5.

Rozwa»my relacj¦ podzielno±ci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb

naturalnych oraz zbiór {12, 13, 15}. Jego przeciwobrazem wzgl¦dem

tej relacji jest zbiór tych wszystkich dodatnich liczb naturalnych, które

dziel¡ bez reszty co najmniej jedn¡ z liczb: 12, 13, 15, a wi¦c zbiór:

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 12, 13, 15}.
Relacje < oraz > na zbiorze R s¡ rozª¡czne. Nie s¡ rozª¡czne relacje

6 oraz > na tym zbiorze, poniewa» ich cz¦±¢ wspólna to relacja

identyczno±ci.

Je±li zbiór X ma n elementów, to zbiór X × X ma n2 elementów.

Rodzina wszystkich podzbiorów zbioru X × X ma zatem 2n
2

elementów. Na zbiorze n-elementowym istnieje zatem 2n
2
ró»nych

relacji. Ile zatem jest relacji na zbiorze {1, 2, 3}?
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Sposoby reprezentacji

Grafy. Ka»dej relacji R ⊆ X × Y odpowiada graf: jego wierzchoªkami
s¡ elementy zbiorów X oraz Y , poª¡czone kraw¦dzi¡ s¡ te elementy x
oraz y , dla których zachodzi xRy . Mówimy przy tym o kraw¦dziach

zorientowanych (rysowanych np. w postaci strzaªek), bowiem wa»na

jest kolejno±¢ argumentów relacji.

Macierze. Dla sko«czonych zbiorów X oraz Y wyliczamy elementy

zbioru X w wierszach, a elementy zbioru Y w kolumnach. Je±li relacja

R ⊆ X × Y zachodzi dla pary (x , y), to na przeci¦ciu wiersza

odpowiadaj¡cego x oraz kolumny odpowiadaj¡cej y umieszczamy 1, w

przeciwnym przypadku na tym miejscu umieszczamy 0.

Reprezentacje geometryczne. Relacje R ⊆ R× R reprezentujemy jako

podzbiory pªaszczyzny kartezja«skiej R× R.

Narysujemy na tablicy graf relacji podzielno±ci w zbiorze

{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}.
Narysujemy na tablicy graf relacji inkluzji wªa±ciwej w zbiorze

pot¦gowym zbioru {1, 2, 3}.
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Sposoby reprezentacji

Przykªady

Macierz dla relacji mniejszo±ci w zbiorze {1, 2, 3}:

< 1 2 3

1 0 1 1

2 0 0 1

3 0 0 0

Macierz relacji identyczno±ci na zbiorze {1, 2, 3}:

= 1 2 3

1 1 0 0

2 0 1 0

3 0 0 1
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Sposoby reprezentacji

Przykªad

Macierz dla relacji inkluzji wªa±ciwej w rodzinie podzbiorów zbioru

{1, 2, 3}:

⊂ ∅ {1} {2} {3} {1, 2} {1, 3} {2, 3} {1, 2, 3}
∅ 0 1 1 1 1 1 1 1

{1} 0 0 0 0 1 1 0 1

{2} 0 0 0 0 1 0 1 1

{3} 0 0 0 0 0 1 1 1

{1, 2} 0 0 0 0 0 0 0 1

{1, 3} 0 0 0 0 0 0 0 1

{2, 3} 0 0 0 0 0 0 0 1

{1, 2, 3} 0 0 0 0 0 0 0 0
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych

Proste wnioskowania

Które z rozumowa« uznasz za poprawne:

Skoro A jest przodkiem B , za± B jest przodkiem C , to A jest

przodkiem C .

Skoro A jest ojcem B , za± B jest ojcem C , to A jest ojcem C .

Skoro liczba a jest mniejsza od liczby b, to b nie jest mniejsza od a.

Dla dowolnych liczb rzeczywistych x oraz y , skoro nie zachodzi x < y i

nie zachodzi x = y , to y < x .

Na jakiej podstawie s¡dzisz, »e »adna liczba nie jest mniejsza od siebie

samej?

Na jakiej podstawie uznajesz niektóre z powy»szych rozumowa« za

poprawne, a niektóre za niepoprawne?
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych Zwrotno±¢ i przeciwzwrotno±¢

Niech R b¦dzie relacj¡ dwuargumentow¡ na zbiorze X , czyli R ⊆ X × X .

Relacja R jest zwrotna, gdy xRx dla wszystkich x ∈ X .

Relacja R jest przeciwzwrotna, gdy xRx nie zachodzi dla »adnego

x ∈ X .

Przykªady:

Relacja 6 jest zwrotna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.

Relacja < jest przeciwzwrotna w zbiorze R wszystkich liczb

rzeczywistych.

Istniej¡ relacje, które nie s¡ ani zwrotne ani przeciwzwrotne, np:

{(x , y) ∈ R2 : y = 2x}.
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych Symetria, asymetria, antysymetria

Relacja R jest symetryczna, gdy dla wszystkich x ∈ X oraz y ∈ X :

je±li xRy , to yRx .

Relacja R jest asymetryczna, gdy dla wszystkich x ∈ X oraz y ∈ X :

je±li xRy , to nie zachodzi yRx .

Relacja R jest antysymetryczna, gdy dla wszystkich x ∈ X oraz y ∈ X :

je±li xRy oraz yRx , to x = y .

Relacja rozª¡czno±ci zbiorów jest symetryczna.

Relacja < jest asymetryczna w zbiorze R wszystkich liczb

rzeczywistych.

Relacja 6 jest antysymetryczna w zbiorze R wszystkich liczb

rzeczywistych.

Relacja inkluzji jest antysymetryczna w dowolnej rodzinie zbiorów.

Istniej¡ relacje, które nie s¡ ani symetryczne ani asymetryczne, np.:

{(1, 1), (1, 2), (2, 1), (3, 1)}.
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych Przechodnio±¢, euklidesowo±¢

Relacja R jest przechodnia, gdy dla wszystkich x ∈ X , y ∈ X oraz

z ∈ X : je±li xRy oraz yRz , to xRz .

Relacja R jest euklidesowa, gdy dla wszystkich x ∈ X , y ∈ X oraz

z ∈ X : je±li xRy oraz xRz , to yRz .

Relacja inkluzji jest przechodnia.

Relacja bycia elementem nie jest przechodnia.

Relacja równolegªo±ci prostych na pªaszczy¹nie jest euklidesowa.

Relacja prostopadªo±ci prostych na pªaszczy¹nie nie jest przechodnia i

nie jest euklidesowa.

Relacje < oraz 6 w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych s¡

przechodnie.

Relacja zachodz¡ca mi¦dzy lud¹mi okre±lona nast¦puj¡co: xRy wtedy i

tylko wtedy, gdy y jest przyjacielem (lub przyjacióªk¡) x nie jest

przechodnia. Doradzamy pami¦ta¢, »e przyjacióªka twojego przyjaciela
niekoniecznie jest twoj¡ przyjacióªk¡.
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych Spójno±¢

Relacja R jest spójna, gdy dla wszystkich x ∈ X oraz y ∈ X : x = y
lub xRy lub yRx .

Wyrazi¢ ten warunek mo»na równie» tak: relacja R jest spójna, gdy
dla wszystkich x ∈ X oraz y ∈ X : je±li x 6= y , to xRy lub yRx .

Relacja < jest spójna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.

Relacja inkluzji (w caªkiem dowolnej rodzinie zbiorów) nie jest spójna.
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych Serialno±¢

Relacja R jest serialna, gdy dla ka»dego x ∈ X istnieje y ∈ X taki, »e

xRy .

Relacja < w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych jest serialna.

Relacja podzielno±ci (x |y , gdy x dzieli y) w zbiorze wszystkich

dodatnich liczb naturalnych jest serialna.

Relacja ⊂ inkluzji wªa±ciwej w rodzinie podzbiorów ℘(X ) dowolnego

niepustego zbioru X nie jest serialna: nie zachodzi X ⊂ X .
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych Serialno±¢

Rozwa»my relacj¦ mi¦dzy (wszystkimi kiedykolwiek »yj¡cymi) lud¹mi,

okre±lon¡ nast¦puj¡co: xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest przodkiem

y .

Innymi sªowy, xRy zachodzi wtedy, gdy y jest potomkiem (czyli

dzieckiem, wnukiem, prawnukiem, itd.) x .

Czujemy intuicyjnie, »e przodkowie naszych przodków s¡ naszymi

przodkami oraz »e potomkowie naszych potomków s¡ naszymi

potomkami.

Kªopot sprawia ustalenie listy Pierwszych Przodków, jak sªuchacze

dowiedz¡ si¦ z kursu dotycz¡cego ewolucyjnych aspektów nauk

kognitywnych.

Doktryny religijne dostarczaj¡ dogmatycznych odpowiedzi na ten

temat i nie powinni±my si¦ nimi przejmowa¢.

Z czysto formalnego punktu widzenia mo»emy ustali¢ m.in., »e wy»ej

okre±lona relacja R nie jest serialna: istnieli i istniej¡ ludzie, którzy s¡

bezpotomni.
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych Wªasno±ci relacji a ich reprezentacje

Czy z reprezentacji wªasno±ci w postaci grafów lub macierzy odczyta¢

mo»na wªasno±ci relacji? Innymi sªowy: jakie regularno±ci w owych

reprezentacjach odpowiadaj¡ poszczególnym wªasno±ciom relacji? Jest

wiele takich regularno±ci, ograniczymy si¦ do wyliczenia kilku z nich.

Graf relacji zwrotnej zawiera p¦tl¦ przy ka»dym wierzchoªku.

Graf relacji przeciwzwrotnej nie zawiera »adnej p¦tli.

W gra�e relacji symetrycznej: je±li dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone

zorientowan¡ kraw¦dzi¡, to w obie strony. Tak wi¦c, grafy relacji

symetrycznych mo»na upro±ci¢, pomijaj¡c orientacj¦ kraw¦dzi (i

rysuj¡c jedynie kraw¦dzie niezorientowane).

W gra�e relacji asymetrycznej je±li dwa wierzchoªki s¡ poª¡czone

zorientowan¡ kraw¦dzi¡, to tylko w jedn¡ stron¦.

Macierz relacji zwrotnej ma na gªównej przek¡tnej jedynki.

Macierz relacji symetrycznej jest symetryczna wzgl¦dem gªównej

przek¡tnej.
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Wªasno±ci relacji dwuargumentowych Zestawy wªasno±ci

Relacjom mog¡ przysªugiwa¢ caªe zestawy wªasno±ci. Tak wi¦c, relacje,

które odpowiadaj¡ nieodró»nialno±ci obiektów pod ustalonymi wzgl¦dami

maj¡ kilka wspólnych wªasno±ci. Podobnie, relacje ustalaj¡ce

uszeregowania obiektów lub ustalania hierarchicznej struktury w zbiorze

obiektów tak»e maj¡ wspólne wªasno±ci. Relacjom porz¡dkuj¡cym

po±wi¦cony jest w caªo±ci jeden z dalszych wykªadów.

Relacje, które s¡ zwrotne i symetryczne, nazywamy relacjami

podobie«stwa (lub tolerancji). Podobie«stwo polega¢ mo»e na

posiadaniu przez obiekty co najmniej jednej cechy wspólnej (z jakiego±

ustalonego inwentarza cech).

Relacje, które s¡ przeciwzwrotne i symetryczne, nazywamy relacjami

opozycji. Opozycja mo»e polega¢ na ró»nieniu si¦ obiektów co

najmniej jedn¡ cech¡ (z jakiego± ustalonego inwentarza cech).

Je±li niepusta relacja R jest przechodnia, asymetryczna oraz serialna,

to jej pole musi by¢ zbiorem niesko«czonym. Zach¦camy sªuchaczy do

re�eksji nad tym stwierdzeniem.
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Relacje równowa»no±ci De�nicja

Niech R b¦dzie relacj¡ dwuargumentow¡ na zbiorze X , czyli

R ⊆ X × X . Mówimy, »e R jest relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze X ,

je±li R jest relacj¡ zwrotn¡, symetryczn¡ oraz przechodni¡ w X .

Je±li R jest relacj¡ równowa»no±ci na X , to oznaczamy:

1 [x ]R = R(x) = {y ∈ X : xRy}. Zbiór [x ]R nazywamy klas¡ abstrakcji

(klas¡ równowa»no±ci) elementu x ∈ X wzgl¦dem relacji R.
2 X/R = {[x ]R : x ∈ X}. Rodzin¦ X/R nazywamy rodzin¡ klas

abstrakcji relacji R. U»ywa si¦ równie» terminu zbiór ilorazowy zbioru

X wzgl¦dem relacji R na oznaczenie zbioru X/R.

Ka»da klasa abstrakcji relacji R jest zbiorem niepustym. To wynika ze

zwrotno±ci R .

Ka»dy element zbioru X nale»y do jakiej± klasy abstrakcji relacji R
(czyli suma rodziny wszystkich klas abstrakcji relacji R jest równa

zbiorowi X ). To wynika ze zwrotno±ci R oraz z faktu, »e ka»da klasa

abstrakcji jest podzbiorem zbioru X .
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Relacje równowa»no±ci De�nicja

Je±li R jest relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze X , to xRy wtedy i tylko

wtedy, gdy [x ]R = [y ]R .

Zaªó»my bowiem, »e xRy . Aby udowodni¢, »e wtedy [x ]R = [y ]R ,
zauwa»my, »e wystarczy (ze wzgl¦du na to, i» R jest symetryczna)

pokaza¢, »e [x ]R ⊆ [y ]R . Niech z ∈ [x ]R . Wtedy zRx . Poniewa» z

zaªo»enia xRy , a wi¦c, na mocy przechodnio±ci relacji R , zRy , czyli
z ∈ [y ]R .

Zaªó»my teraz, »e [x ]R = [y ]R . Mamy xRx (zwrotno±¢), czyli

x ∈ [x ]R . Poniewa» [x ]R = [y ]R , wi¦c x ∈ [y ]R , a to oznacza, »e xRy .

Ka»de dwie ró»ne klasy abstrakcji relacji R s¡ rozª¡czne. Z tego, co

udowodniono przed chwil¡ wynika, »e je±li [x ]R 6= [y ]R , to nie zachodzi

xRy . Musimy pokaza¢, »e [x ]R ∩ [y ]R = ∅. Przeprowadzimy dowód nie

wprost. Przypu±¢my, »e z ∈ [x ]R ∩ [y ]R . Wtedy xRz oraz zRy , a
zatem (przechodnio±¢ R), tak»e xRy , wbrew zaªo»eniu. Musimy wi¦c

odrzuci¢ poczynione przypuszczenie. Ostatecznie: [x ]R ∩ [y ]R = ∅.
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Relacje równowa»no±ci De�nicja

Przykªady

Relacja identyczno±ci. Relacja identyczno±ci (na zbiorze X ) to zbiór

{(x , x) : x ∈ X}. Nazywa si¦ j¡ te» czasem przek¡tn¡ zbioru X .

U»ywa si¦ dla niej oznacze«: =, idX , 4X .

Relacja identyczno±ci na zbiorze X jest zawarta w ka»dej relacji

równowa»no±ci na tym zbiorze. Ka»da relacja równowa»no±ci na

zbiorze X jest zawarta w relacji peªnej X × X , która jest oczywi±cie

relacj¡ równowa»no±ci.

Relacja przystawania trójk¡tów jest relacj¡ równowa»no±ci.

Relacja równolegªo±ci prostych na pªaszczy¹nie jest relacj¡

równowa»no±ci. Ka»da jej klasa abstrakcji wyznacza zatem pewien

kierunek na pªaszczy¹nie.

Kongruencje. Jak zobaczymy nieco pó¹niej, szczególnie wa»ne s¡ takie

relacje równowa»no±ci, które � w ±ci±le okre±lonym sensie � s¡ zgodne
z dziaªaniami na obiektach matematycznych.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek relacji 25 / 45



Relacje równowa»no±ci Równowa»no±ci a podziaªy

Podziaªem zbioru X nazywamy ka»d¡ rodzin¦ jego niepustych podzbiorów

X tak¡, »e:

1 Dowolne dwa ró»ne elementy rodziny X s¡ zbiorami rozª¡cznymi.

2 Suma wszystkich zbiorów nale»¡cych do rodziny X jest równa zbiorowi

X .

Rozwa»my relacj¦ ≡2 okre±lon¡ dla liczb caªkowitych w sposób

nast¦puj¡cy: x ≡2 y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maj¡ takie

same reszty z dzielenia przez 2. Relacja ta wyznacza podziaª zbioru Z
na dokªadnie dwie klasy: wszystkich caªkowitych liczb parzystych oraz

wszystkich caªkowitych liczb nieparzystych.

Rozwa»my teraz relacj¦ ≡n okre±lon¡ dla liczb caªkowitych w sposób

nast¦puj¡cy: x ≡n y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maj¡ takie

same reszty z dzielenia przez n. Czy potra�sz wskaza¢ rodzin¦

wszystkich klas abstrakcji tej relacji?
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Relacje równowa»no±ci Równowa»no±ci a podziaªy

Podziaªem zbioru X nazywamy ka»d¡ rodzin¦ jego niepustych podzbiorów

X tak¡, »e:

1 Dowolne dwa ró»ne elementy rodziny X s¡ zbiorami rozª¡cznymi.

2 Suma wszystkich zbiorów nale»¡cych do rodziny X jest równa zbiorowi

X .

Rozwa»my relacj¦ ≡2 okre±lon¡ dla liczb caªkowitych w sposób

nast¦puj¡cy: x ≡2 y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maj¡ takie

same reszty z dzielenia przez 2. Relacja ta wyznacza podziaª zbioru Z
na dokªadnie dwie klasy: wszystkich caªkowitych liczb parzystych oraz

wszystkich caªkowitych liczb nieparzystych.

Rozwa»my teraz relacj¦ ≡n okre±lon¡ dla liczb caªkowitych w sposób

nast¦puj¡cy: x ≡n y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maj¡ takie

same reszty z dzielenia przez n. Czy potra�sz wskaza¢ rodzin¦

wszystkich klas abstrakcji tej relacji?
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Relacje równowa»no±ci Równowa»no±ci a podziaªy

Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednio±¢ mi¦dzy relacjami

równowa»no±ci, okre±lonymi na danym zbiorze a podziaªami tego zbioru:

Niech R b¦dzie relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze X . Wtedy rodzina

wszystkich jej klas abstrakcji jest podziaªem zbioru X . Pokazali±my to

ju» poprzednio.

Je±li X jest podziaªem zbioru X , to relacja RX ⊆ X × X okre±lona

nast¦puj¡co: xRX y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A ∈ X taki, »e

x ∈ A oraz y ∈ A jest relacj¡ równowa»no±ci na zbiorze X . Zwrotno±¢

relacji RX wynika z tego, »e suma wszystkich elementów podziaªu X
zbioru X wyczerpuje caªy zbiór X . Relacja RX jest oczywi±cie

symetryczna. Przechodnio±¢ relacji RX wynika z faktu, »e elementy

podziaªu X zbioru X s¡ rozª¡czne.
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Relacje równowa»no±ci Równowa»no±ci a podziaªy

Je±li X oraz Y s¡ podziaªami zbioru X , to ich skrzy»owaniem
nazywamy rodzin¦ Z podzbiorów zbioru X tak¡, »e:

1 Dla dowolnych A ∈ X oraz B ∈ Y mamy: A ∩ B ∈ Z.
2 Dla dowolnego C ∈ Z istniej¡ A ∈ X oraz B ∈ Y takie, »e C = A ∩ B.

Je±li skrzy»owanie dwóch podziaªów X oraz Y zbioru X jest

podziaªem zbioru X , to mówimy, »e podziaªy X oraz Y s¡ niezale»ne.

Podziaª zbioru nazywany bywa te» klasy�kacj¡.

O podziaªach oraz ich skrzy»owaniach mowa te» b¦dzie podczas kursu

Wprowadzenia do logiki.
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Relacje równowa»no±ci Przykªad

Rozwa»my trzy podziaªy nast¦puj¡cych o±miu mokrych (wypeªnionych

wod¡) obiektów:

pªynie stoi naturalne sztuczne du»e maªe

rzeka TAK TAK TAK

strumie« TAK TAK TAK

kanaª TAK TAK TAK

rów TAK TAK TAK

morze TAK TAK TAK

bajoro TAK TAK TAK

staw TAK TAK TAK

basen TAK TAK TAK

Staw rozumiemy tutaj jako staw hodowlany.
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Relacje równowa»no±ci Przykªad

Te trzy podziaªy reprezentowa¢ mo»na te» poprzez drzewo:

mokre

�
��

�
��
�

H
HH

H
HH

H

stoi

��
��

HH
HH

naturalne

�� HH

du»e maªe

sztuczne

�� HH

du»e maªe

pªynie

��
��

HH
HH

naturalne

�� HH

du»e maªe

sztuczne

�� HH

du»e maªe

Ka»de dwa z rozwa»anych podziaªów s¡ niezale»ne. Skrzy»owanie

wszystkich trzech rozwa»anych podziaªów daje w wyniku podziaª, który

pozwala odró»ni¢ ka»de dwa z branych pod uwag¦ rodzajów obiektów.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek relacji 31 / 45



Operacje na relacjach Operacje boolowskie

Poniewa» � w uj¦ciu ekstensjonalnym � relacje traktujemy jako zbiory, wi¦c

stosowa¢ mo»na do nich znane ju» operacje na zbiorach:

Suma relacji R oraz S :
R ∪ S = {(x , y) ∈ X × Y : xRy lub xSy}
Iloczyn (cz¦±¢ wspólna) relacji R oraz S :
R ∩ S = {(x , y) ∈ X × Y : xRy oraz xSy}
Ró»nica relacji R oraz S :
R − S = {(x , y) ∈ X × Y : xRy oraz nie zachodzi xSy}
Ró»nica symetryczna relacji R oraz S :
R ÷ S = (R − S) ∪ (S − R) = (R ∪ S)− (R ∩ S)

Dopeªnienie relacji R: R ′ (inne oznaczenie: −R):
R ′ = {(x , y) ∈ X × Y : nie zachodzi xRy} = (X × Y )− R

Operacje boolowskie wykonywa¢ mo»na te» oczywi±cie w przypadku, gdy

X = Y , a wi¦c dla relacji okre±lonych na ustalonym zbiorze X .
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Operacje na relacjach Operacje boolowskie

Przykªady

Suma relacji < oraz relacji = to relacja 6 (powiedzmy, w zbiorze R).
Iloczyn relacji 6 oraz > to relacja identyczno±ci = (powiedzmy, w

zbiorze R).

Ró»nica relacji 6 oraz = to relacja < (powiedzmy, w zbiorze R).
Ró»nica symetryczna relacji 6 oraz > w zbiorze R to suma relacji <
oraz >, a wi¦c (prawo trychotomii!) dopeªnienie relacji identyczno±ci.

Dopeªnienie relacji < w zbiorze R to relacja > w zbiorze R.
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Operacje na relacjach Konwers i zªo»enie

Konwers

Niech R b¦dzie relacj¡ dwuargumentow¡ mi¦dzy elementami zbiorów

X oraz Y , czyli R ⊆ X × Y .

Relacj¡ odwrotn¡ do relacji R (inaczej: konwersem relacji R)
nazywamy relacj¦ R−1 ⊆ Y × X zde�niowan¡ nast¦puj¡co: yR−1x
wtedy i tylko wtedy, gdy xRy . Inne czasem u»ywane oznaczenie dla

konwersu relacji R to R̆ .

Konwersem relacji < w zbiorze N jest relacja > w zbiorze N.
Konwersem relacji 6 w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R.
Nie nale»y myli¢ dopeªnienia relacji z jej konwersem! Zauwa»my, »e

np.: dopeªnieniem relacji < w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R,
natomiast konwersem relacji < w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R.
Konwersem relacji bycia m¦»em (w sensie Konstytucji RP) jest relacja

bycia »on¡ (w sensie Konstytucji RP).
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Operacje na relacjach Konwers i zªo»enie

Zªo»enie

Niech R b¦dzie relacj¡ dwuargumentow¡ mi¦dzy elementami zbiorów

X oraz Y , czyli R ⊆ X × Y , za± S relacj¡ dwuargumentow¡ mi¦dzy

elementami zbiorów Y oraz Z , czyli S ⊆ Y × Z .

Zªo»eniem relacji R oraz S nazywamy relacj¦ R ◦ S ⊆ X × Z
zde�niowan¡ nast¦puj¡co: xR ◦ Sz wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje

y ∈ Y taki, »e xRy oraz ySz .

Rozwa»my relacje < oraz > w zbiorze Z wszystkich liczb caªkowitych.

Kiedy zachodzi x < ◦ > y? Z de�nicji zªo»enia relacji jest tak wtedy,

gdy istnieje z ∈ Z taka, »e x < z oraz z > y . Poniewa» dla dowolnych

x , y ∈ Z taka z istnieje (np. z = |x |+ |y |+ 1), wi¦c zªo»enie < ◦ >
jest relacj¡ peªn¡ w Z, czyli < ◦ > = Z2.

Zªo»eniem relacji < z relacj¡ < w zbiorze Q wszystkich liczb

wymiernych jest relacja <. Mamy zatem: < ◦ <=<.
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Operacje na relacjach Konwers i zªo»enie

Rozwa»my relacje: by¢ »on¡ (w sensie Konstytucji RP) oraz by¢ ojcem
(biologicznym). Co jest zªo»eniem tych relacji? Je»eli osoba x miaªaby by¢

w tym zªo»eniu relacji z osob¡ y , to musiaªaby istnie¢ osoba z taka, »e:

1 x jest »on¡ z oraz

2 z jest biologicznym ojcem y .

Tak wi¦c, omawiane zªo»enie to relacja: by¢ matk¡ lub macoch¡.
Zauwa»my jednak, »e w ten sposób uwzgl¦dniamy tylko matki

pozostaj¡ce w zwi¡zku maª»e«skim (w sensie Konstytucji RP), a

pomijamy matki niezam¦»ne, np. panny, rozwódki, wdowy. Pomijamy

te» dra»liw¡ spraw¦ dzieci pozamaª»e«skich.

Có», dzieci rodz¡ si¦ niezale»nie od ustale« Konstytucji RP oraz

zalece« doktryn religijnych.

Jak mawiaª John von Neumann: kto mówi, »e Matematyka jest
trudna, ten nie ma poj¦cia, jak skomplikowane jest �ycie.
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Operacje na relacjach Inne operacje

Przechodnim domkni¦ciem relacji R ⊆ X × X nazywamy relacj¦ Rtr

zde�niowan¡ indukcyjnie:

1 R1 = R
2 Rn+1 = Rn ◦ R
3 Rtr =

⋃
n

Rn.

Tak wi¦c, xRtry wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n ∈ N
oraz istniej¡ elementy x0, x1, . . . , xn ∈ X takie, »e x0 = x , xn = y oraz

xiRxi+1 dla wszystkich 0 6 i < n.

Relacja Rtr jest przechodnia, dla dowolnej relacji R .

Przechodnie domkni¦cie relacji podobie«stwa jest relacj¡

równowa»no±ci.

Jest jeszcze caªe mnóstwo dalszych operacji na relacjach, czujemy jednak,

»e ich omawianie w tym momencie byªoby przesad¡.
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Prawa rachunku relacji Wybrane prawa

Przykªady praw

Operacja zªo»enia relacji jest ª¡czna, tj.:

R1 ◦ (R2 ◦ R3) = (R1 ◦ R2) ◦ R3.

Operacja zªo»enia nie jest przemienna, tj. nie dla wszystkich relacji R1

i R2 zachodzi: R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1.

R ◦ idX = idX ◦ R = R .

R ◦ ∅ = ∅ ◦ R = ∅.
(R−1)−1 = R , (R−1)′ = (R ′)−1.

(R ∪ S)−1 = R−1 ∪ S−1.

(R ∩ S)−1 = R−1 ∩ S−1.

(R ∪ S) ◦ T = (R ◦ T ) ∪ (S ◦ T ).

(R ∩ S) ◦ T ⊆ (R ◦ T ) ∩ (S ◦ T ),

(R ◦ S)−1 = S−1 ◦ R−1.
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Prawa rachunku relacji Wybrane prawa

Udowodnimy, dla przykªadu, »e: (R ◦ S)−1 = S−1 ◦ R−1.

Nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne, dla dowolnych relacji R oraz S oraz

dowolnych x i y :

x(R ◦ S)−1y

y(R ◦ S)x

istnieje z taki, »e yRz oraz zSx

istnieje z taki, »e zSx oraz yRz

istnieje z taki, »e xS−1z oraz zR−1y)

x(S−1 ◦ R−1)y .

Sªuchacze mog¡ próbowa¢ dowie±¢ niektórych z tych praw. Wa»ne jest nie

zapami¦tywanie poszczególnych praw (nie prowadzimy kursu botaniki), lecz

raczej odwaga (i rozwaga) dedukcyjna: postawa przejawiaj¡ca si¦ w tym, »e

staramy si¦ poprawnie rozumowa¢, czyli efektywnie korzysta¢ z mocy

naszych umysªów.
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Prawa rachunku relacji Wªasno±ci relacji a operacje na relacjach

Spróbujesz udowodni¢?

W terminach operacji na relacjach wyrazi¢ mo»na wªasno±ci relacji, np.:

R jest zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy idX ⊆ R

R jest przeciwzwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy R ∩ idX = ∅
R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R−1

R jest asymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R ∩ R−1 = ∅

R jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R ∩ R−1 ⊆ idX
R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R ◦ R ⊆ R

R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R = Rtr

R jest spójna wtedy i tylko wtedy, gdy R ∪ R−1 ∪ idX = X × X .
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Prawa rachunku relacji Zachowywanie wªasno±ci przez operacje

Spróbujesz udowodni¢?

Je±li relacje R i S s¡ zwrotne, to relacje: R ∪ S , R ∩ S , R ◦ S , R−1,
Rtr te» s¡ zwrotne.

Je±li relacje R i S s¡ przeciwzwrotne, to relacje: R ∪ S , R ∩ S , R−1

te» s¡ przeciwzwrotne.

Zªo»enie R ◦ S relacji przeciwzwrotnych jest przeciwzwrotne wtedy i

tylko wtedy, gdy R ∩ S−1 = ∅.

Je±li relacje R i S s¡ symetryczne, to symetryczne s¡ te» relacje:

R ∪ S , R ∩ S , R−1, R ◦ R−1, Rtr .

Je±li relacje R i S s¡ symetryczne, to R ◦ S jest symetryczna wtedy i

tylko wtedy, gdy R ◦ S = S ◦ R .
Je±li R jest asymetryczna, to R−1 te».
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Prawa rachunku relacji Zachowywanie wªasno±ci przez operacje

Spróbujesz udowodni¢?

Je±li R jest asymetryczna, to R ∩ S jest asymetryczna, dla dowolnej S .

Je±li R i S s¡ przechodnie, to R ∩ S , R−1 i Rtr te».

Je±li R i S s¡ antysymetryczne, to R ∩ S i R−1 te».

Je±li R i S s¡ antysymetryczne, to: R ∪ S jest antysymetryczna wtedy

i tylko wtedy, gdy R ∩ S−1 ⊆ idX .

Je±li R i S s¡ asymetryczne, to: R ∪ S jest asymetryczna wtedy i tylko

wtedy, gdy R ∩ S−1 = ∅.
Je±li R jest symetryczna i przechodnia, to R jest zwrotna, czyli

R = R−1 oraz R ◦ R ⊆ R implikuj¡ idX ⊆ R .
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Prawa rachunku relacji Zachowywanie wªasno±ci przez operacje

Udowodnimy, dla przykªadu, »e: zªo»enie R1 ◦ R2 równowa»no±ci R1 i R2

jest równowa»no±ci¡ wtedy i tylko wtedy, gdy R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1.

Najpierw pokazujemy, »e je±li R1 ◦ R2 jest równowa»no±ci¡, to

R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1.

Je±li R1 ◦ R2 jest równowa»no±ci¡, to zachodz¡ nast¦puj¡ce równo±ci:

R1 ◦ R2 = (R1 ◦ R2)−1 = R−12 ◦ R
−1
1 = R2 ◦ R1.

Niech R1 ◦ R2 = R2 ◦ R1. Poka»emy, »e R1 ◦ R2 jest równowa»no±ci¡.

Po pierwsze, mamy: (R1 ◦R2)−1 = (R2 ◦R1)−1 = R−11 ◦R
−1
2 = R1 ◦R2, tj.

R1 ◦ R2 jest symetryczna. Po drugie, mamy:

(R1 ◦ R2) ◦ (R1 ◦ R2) = R1 ◦ (R2 ◦ R1) ◦ R2 = R1 ◦ (R1 ◦ R2) ◦ R2 =
(R1 ◦ R1) ◦ (R2 ◦ R2) ⊆ R1 ◦ R2,

tj. R1 ◦ R2 jest przechodnia.

Zwrotno±¢ R1 ◦ R2 jest oczywista, poniewa» R1 oraz R2 s¡ zwrotne z

zaªo»enia.
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Zach¦ta do re�eksji

My±l przekornie!

Jakiego typu relacj¡ jest zwi¡zek przyczynowo skutkowy?

Jak wyrazi¢ siª¦ (stopie«) zachodzenia relacji?

Jakiego typu relacj¡ jest analogia?

Jak wiadomo, do zdrady trzeba trojga. Jakie wªasno±ci maj¡ relacje

trójargumentowe (czteroargumentowe, itd.)?

Czy relacje mog¡ mie¢ zmienn¡ liczb¦ argumentów?

Czy relacje mog¡ mie¢ nieograniczon¡ liczb¦ argumentów?
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Podsumowanie

Co musisz ZZZ (Zapami¦ta¢-Ze-Zrozumieniem):

Relacja dwuargumentowa: zbiór par uporz¡dkowanych.

Relacja n-argumentowa: zbiór n-tek uporz¡dkowanych.

Dziedzina i przeciwdziedzina relacji (dwuargumentowej).

Obrazy i przeciwobrazy zbiorów wzgl¦dem relacji.

Wªasno±ci relacji dwuargumentowych: zwrotno±¢, przeciwzwrotno±¢,

symetria, asymetria, antysymetria, przechodnio±¢, euklidesowo±¢,

spójno±¢.

Relacje równowa»no±ci: klasy abstrakcji, zwi¡zek mi¦dzy relacjami

równowa»no±ci a podziaªami zbiorów.

Operacje na relacjach: operacje boolowskie, konwers, zªo»enie,

przechodnie domkni¦cie.

Reprezentacje: grafy, macierze, reprezentacje geometryczne.
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