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Ontologia matematyki

@ Przedmiotem badan matematycznych s3 zbiory wyposazone w pewne
struktury. Badane uniwersa skfadajg sie z elementéw powigzanych
jakimis zaleznosciami. Formalnym odpowiednikiem tego typu poje¢ jak
zaleznosé, zwiazek, stosunek jest pojecie relacji.

o Relacje maja ustalone liczby swoich argumentéw.

o Dla przyktadu, relacja mniejszosci lub relacja podzielnosci to
zaleznosci, zachodzace miedzy dwoma elementami (dwiema liczbami).

o Relacja lezenia miedzy to relacja faczaca trzy argumenty, zas
czteroargumentowa jest np. relacja zachodzaca miedzy punktami a, b,
¢ oraz d na ptaszczyznie doktadnie wtedy, gdy odlegtos¢ od a do b
jest, powiedzmy, taka sama jak odlegto$¢ od c do d.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek relacji 2 /45



Ekstensjonalne ujecie relacji Relacje dwuargumentowe

Z poprzedniego wyktadu pamietamy definicje pary uporzadkowanej oraz
produktu kartezjanskiego:

o (x,y) ={{x} {x;y}}
o XxY={(x,y):x€ Xorazy € Y}.

e Méwimy, ze R jest relacja (dwuargumentowa) miedzy elementami
zbioréw X oraz Y, gdy R C X x Y, czyli gdy R jest podzbiorem
produktu kartezjanskiego zbioréw X oraz Y. Dla relagji
dwuargumentowych uzywamy zamiennie zapisu: (x,y) € R lub xRy
(méwimy wtedy, ze relacja R zachodzi miedzy elementami x oraz y).

@ Jesli R C X x X, to méwimy, ze relacja R jest okreslona w zbiorze X.
Zbiér X x X jest potega kartezjariska zbioru X.
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Feloafo dhmerpmeiens
Przyktady

@ Zbiér Z x 7Z to potega kartezjariska zbioru Z. Jego reprezentacja
graficzng jest zbidr wszystkich punktéw kratowych ptaszczyzny
(punktéw o obu wspdtrzednych catkowitych).

@ Relacja mniejszosci w zbiorze {1,2, 3} to zbiér par:

[(1,2),(1,3), (2.3)}.

@ Relacja podzielnosci (bez reszty) w zbiorze wszystkich dodatnich liczb
naturalnych zdefiniowana jest nastepujaco: x|y wtedy i tylko wtedy,
gdy istnieje liczba naturalna z taka, ze x - z = y. Jesli x|y, to
méwimy, ze x dzieli y (lub: y jest podzielna przez x).

o Konstytucja Rzeczpospolitej Polskiej uznaje za matzeristwo stosownie
zarejestrowany zwiazek kobiety i mezczyzny, spetniajacych odpowiednie
kryteria wieku. Jesli M to zbiér mezczyzn, zas K to zbidr kobiet, to:

@ Relacja bycia mezem (w sensie Konstytucji RP) jest podzbiorem zbioru
M x K.

@ Relacja bycia Zona (w sensie Konstytucji RP) jest podzbiorem zbioru
K x M.
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Ekstensjonalne ujecie relacji Relacje wieloargumentowe
Definicje

@ Trojke uporzadkowana (o pierwszym elemencie x1, drugim x, oraz
trzecim x3) definiujemy nastepujaco: (xi,x2,x3) = ((x1, X2), x3)-
e Ogdlnie, n-tke uporzadkowana definiujemy jako:
(X17X27X3> s 7Xn) = ((Xl,X2,X3, s 7Xn—1)7xn)

@ Produkt kartezjanski zbioréw Xi, Xa, ..., X, definiujemy nastepujaco:
n
[[Xi=Xi xXox...xXp,=
i=1
={(x1,x2,%3,...,%7) : x; € Xjdla1l < i< n}.
@ Niech X1, X5,..., X, beda dowolnymi zbiorami. Relacja
n-argumentowa miedzy elementami tych zbioréw nazywamy dowolny
podzbidr produktu kartezjanskiego X3 x Xo x ... x Xp.
Relacje jednoargumentowe to podzbiory uniwersum. Relacje
zeroargumentowe to elementy uniwersum.
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Feloato el
Przyktady

o Zbiér {0,1}3, czyli trzecia potega kartezjanska zbioru {0,1} to zbiér
wszystkich tréjek uporzadkowanych (x,y, z), gdzie x, y,z € {0,1}.
Masz jakies wyobrazenia geometryczne zwigzane z tym zbiorem?

@ Zdrada. W potocznym rozumieniu, zdrada jest relacja
tréjargumentowa: osoba x zdradza osobe y z osobg z.

o ,By¢ liczba parzysta” to przyktad relacji jednoargumentowej w zbiorze
N wszystkich liczb naturalnych. Ta relacja to po prostu zbidr
wszystkich liczb parzystych.

e Tréjargumentowa relacja {(x,y,z) : x,y,z € Rorazx < y < z}
zachodzi miedzy liczbami rzeczywistymi x, y oraz z, gdy y lezy miedzy
(w sensie relacji mniejszosci) liczbami x oraz z.

Jerzy Pogonowski (MEG) Matematyczne podstawy kognitywistyki Rachunek relacji 6 /45



Feloato el
Definicje. Niech R C X x Y.

@ R-nastepnik. Dla x € X niech R(x) ={y € Y : xRy}. Zbiér R(x) to
zbiér wszystkich R-nastepnikéw elementu x € X.

e R-poprzednik. Dla y € Y niech R~Y(y) = {x € X : xRy}. Zbiér
R~(y) to zbiér wszystkich R-poprzednikéw elementu y € Y.

o Dziedzina. dom(R) = {x € X : xRy dla pewnego y € Y}. Zbiér
dom(R) nazywamy dziedzing relacji R (inny termin: dziedzina
lewostronna).

o Przeciwdziedzina. mg(R) ={y € Y : xRy dla pewnego x € X}. Zbiér
rng(R) nazywamy przeciwdziedzing relacji R (inny termin: dziedzina
prawostronna).

@ Pole. Sume dziedziny i przeciwdziedziny relacji R nazywamy polem
relacji R i oznaczamy przez fld(R): fld(R) = dom(R)U rng(R).
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Ekstensjonalne ujecie relacji Relacje wieloargumentowe
Definicje

o Obraz zbioru wzgledem relacji. Niech A C X. Obrazem zbioru A
wzgledem relacji R jest zbidr:
R[A] = {y € Y : xRy dla pewnego x € A}.

@ Przeciwobraz zbioru wzgledem relacji. Niech B C Y. Przeciwobrazem
zbioru B wzgledem relacji R jest zbidr:
R~[B] = {x € X : xRy dla pewnego y € B}.

@ JesliRC X x Yoraz§5 C X xY, toméwimy, ze:
@ Relacja R jest podrelacja relacji S, gdy R C S.
@ Relacje R i S sa roztaczne, gdy RN'S = ().

@ Relacja pusta to relacja, ktéra nie zachodzi miedzy zadnymi
elementami (ustalonego zbioru). Relacja petna na zbiorze X, to
relacja, ktéra zachodzi miedzy kazdymi dwoma (r6znymi lub nie)
elementami zbioru X.
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Feloato el
Przyktady

@ Rozwazmy relacje podzielnosci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb
naturalnych. Poprzednikiem liczby x wzgledem tej relacji jest kazdy
dzielnik liczby x. Nastepnikiem liczby x wzgledem tej relacji jest kazda
wielokrotno$¢ liczby x.

e Rozwazmy relacje {(x,y) € R2 : x -y = 1}. Dziedzing tej relacji jest
R — {0}. Jej przeciwdziedzing réwniez jest R — {0}. W konsekwencji,
jest to takze jej pole.

@ Rozwazmy relacje bycia mezem (w sensie Konstytucji RP), rozumiana
jako podzbiér produktu kartezjanskiego M x K, gdzie K to zbiér
kobiet, a M to zbiér mezczyzn. Jej dziedzing jest zbiér wszystkich
zonatych, a jej przeciwdziedzing jest zbidr wszystkich zameznych. Jej
polem jest zbidr wszystkich oséb pozostajagcych w zwigzku matzeriskim
(w sensie Konstytucji RP).

@ Relacja < jest podrelacja relacji < na zbiorze N.
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Ekstensjonalne ujecie relacji Relacje wieloargumentowe

@ Rozwazmy relacje podzielnosci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb
naturalnych oraz zbiér {2,3,5}. Jego obrazem wzgledem tej relacji
jest zbiér tych wszystkich dodatnich liczb naturalnych, ktére s3
podzielne przez co najmniej jedna z liczb: 2, 3, 5.

@ Rozwazmy relacje podzielnosci w zbiorze wszystkich dodatnich liczb
naturalnych oraz zbiér {12,13,15}. Jego przeciwobrazem wzgledem
tej relacji jest zbidr tych wszystkich dodatnich liczb naturalnych, ktére
dzielg bez reszty co najmniej jedng z liczb: 12, 13, 15, a wiec zbidr:
{1,2,3,4,5,6,12,13,15}.

@ Relacje < oraz > na zbiorze R sa roztaczne. Nie s3 roztaczne relacje
< oraz > na tym zbiorze, poniewaz ich czes¢ wspélna to relacja
identycznosci.

o Jedli zbiér X ma n elementéw, to zbiér X x X ma n? elementéw.
Rodzina wszystkich podzbioréw zbioru X x X ma zatem 2n
elementéw. Na zbiorze n-elementowym istnieje zatem on’ réznych
relacji. lle zatem jest relacji na zbiorze {1,2,3}7
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Sposoby reprezentacji

e Grafy. Kazdej relacji R C X x Y odpowiada graf. jego wierzchotkami
sa elementy zbioréw X oraz Y, potaczone krawedzig sa te elementy x
oraz y, dla ktérych zachodzi xRy. Méwimy przy tym o krawedziach
zorientowanych (rysowanych np. w postaci strzatek), bowiem wazna
jest kolejnos¢ argumentdéw relacji.

@ Macierze. Dla skofnczonych zbioréw X oraz Y wyliczamy elementy
zbioru X w wierszach, a elementy zbioru Y w kolumnach. Jesli relacja
R C X x Y zachodzi dla pary (x,y), to na przecieciu wiersza
odpowiadajacego x oraz kolumny odpowiadajacej y umieszczamy 1, w
przeciwnym przypadku na tym miejscu umieszczamy 0.

@ Reprezentacje geometryczne. Relacje R C R x R reprezentujemy jako
podzbiory ptaszczyzny kartezjanskiej R x R.

@ Narysujemy na tablicy graf relacji podzielnosci w zbiorze
{1,2,3,4,5,6,7}.
o Narysujemy na tablicy graf relacji inkluzji wtasciwej w zbiorze
potegowym zbioru {1,2,3}.
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Sposoby reprezentacji

Przyktady

e Macierz dla relacji mniejszosci w zbiorze {1,2,3}:

<|1]2]3
11011
210|011
3/10(010
e Macierz relacji identycznosci na zbiorze {1,
=1112]3
1/1(0/0
210110
3/]0/0]1

2,3}k
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Przyktad

e Macierz dla relagji inkluzji wtasciwej w rodzinie podzbioréw zbioru
{1,2,3}:
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Whasnosci relacji dwuargumentowych

Proste wnioskowania

Ktére z rozumowah uznasz za poprawne:
@ Skoro A jest przodkiem B, za$ B jest przodkiem C, to A jest
przodkiem C.
@ Skoro A jest ojcem B, zas B jest ojcem C, to A jest ojcem C.
@ Skoro liczba a jest mniejsza od liczby b, to b nie jest mniejsza od a.

o Dla dowolnych liczb rzeczywistych x oraz y, skoro nie zachodzi x < y i
nie zachodzi x = y, to y < x.

o Na jakiej podstawie sadzisz, ze zadna liczba nie jest mniejsza od siebie
samej?

o Na jakiej podstawie uznajesz niektére z powyzszych rozumowarn za
poprawne, a niektére za niepoprawne?
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Whasnosci relacji dwuargumentowych Zwrotno$é i przeciwzwrotno$é

Niech R bedzie relacja dwuargumentowa na zbiorze X, czyli R C X x X.

o Relacja R jest zwrotna, gdy xRx dla wszystkich x € X.

o Relacja R jest przeciwzwrotna, gdy xRx nie zachodzi dla zadnego
x € X.

Przyktady:

@ Relacja < jest zwrotna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.

@ Relacja < jest przeciwzwrotna w zbiorze R wszystkich liczb
rzeczywistych.

@ Istnieja relacje, ktére nie sg ani zwrotne ani przeciwzwrotne, np:
[(x,y) €R?:y = 2x}.
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Whasnosci relacji dwuargumentowych Symetria, asymetria, antysymetria

o Relacja R jest symetryczna, gdy dla wszystkich x € X oraz y € X:
jesli xRy, to yRx.

o Relacja R jest asymetryczna, gdy dla wszystkich x € X oraz y € X:
jesli xRy, to nie zachodzi yRx.

o Relacja R jest antysymetryczna, gdy dla wszystkich x € X oraz y € X:
jesli xRy oraz yRx, to x = y.

@ Relacja roztacznosci zbioréw jest symetryczna.

@ Relacja < jest asymetryczna w zbiorze R wszystkich liczb
rzeczywistych.

@ Relacja < jest antysymetryczna w zbiorze R wszystkich liczb
rzeczywistych.

o Relacja inkluzji jest antysymetryczna w dowolnej rodzinie zbioréw.

o Istnieja relacje, ktére nie sg ani symetryczne ani asymetryczne, np.:

{(1,1),(1,2),(2,1),(3,1)}.
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Whasnosci relacji dwuargumentowych Przechodnioéé, euklidesowo$é

@ Relacja R jest przechodnia, gdy dla wszystkich x € X, y € X oraz
z € X: jesli xRy oraz yRz, to xRz.

o Relacja R jest euklidesowa, gdy dla wszystkich x € X, y € X oraz
z € X: jesli xRy oraz xRz, to yRz.

Relacja inkluzji jest przechodnia.
Relacja bycia elementem nie jest przechodnia.

Relacja réwnolegtosci prostych na ptaszczyznie jest euklidesowa.

e 6 o ¢

Relacja prostopadtosci prostych na ptaszczyznie nie jest przechodnia i

nie jest euklidesowa.

o Relacje < oraz < w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych sa
przechodnie.

@ Relacja zachodzaca miedzy ludZzmi okreslona nastepujaco: xRy wtedy i

tylko wtedy, gdy y jest przyjacielem (lub przyjaciétka) x nie jest

przechodnia. Doradzamy pamietac, ze przyjaciétka twojego przyjaciela

niekoniecznie jest twoja przyjaciétka.
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Whasnosci relacji dwuargumentowych Spéjnosé

o Relacja R jest spdjna, gdy dla wszystkich x € X oraz y € X: x =y
lub xRy lub yRx.

o Wyrazi¢ ten warunek mozna réwniez tak: relacja R jest spdjna, gdy
dla wszystkich x € X oraz y € X: jesli x # y, to xRy lub yRx.

@ Relacja < jest spdjna w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych.

@ Relacja inkluzji (w catkiem dowolnej rodzinie zbioréw) nie jest spdjna.
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Whasnosci relacji dwuargumentowych Serialnoéé

o Relacja R jest serialna, gdy dla kazdego x € X istnieje y € X taki, ze
xRy.

@ Relacja < w zbiorze R wszystkich liczb rzeczywistych jest serialna.

@ Relacja podzielnosci (x|y, gdy x dzieli y) w zbiorze wszystkich
dodatnich liczb naturalnych jest serialna.

e Relacja C inkluzji wtasciwej w rodzinie podzbioréw o(X) dowolnego
niepustego zbioru X nie jest serialna: nie zachodzi X C X.
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Whasnosci relacji dwuargumentowych Serialnoéé

@ Rozwazmy relacje miedzy (wszystkimi kiedykolwiek zyjacymi) ludzmi,
okreslona nastepujgco: xRy wtedy i tylko wtedy, gdy x jest przodkiem
y.

@ Innymi stowy, xRy zachodzi wtedy, gdy y jest potomkiem (czyli
dzieckiem, wnukiem, prawnukiem, itd.) x.

o Czujemy intuicyjnie, ze przodkowie naszych przodkéw s3 naszymi
przodkami oraz ze potomkowie naszych potomkéw sg naszymi
potomkami.

o Klopot sprawia ustalenie listy Pierwszych Przodkéw, jak stuchacze
dowiedza sie z kursu dotyczacego ewolucyjnych aspektéw nauk
kognitywnych.

@ Doktryny religijne dostarczaja dogmatycznych odpowiedzi na ten
temat i nie powinnismy sie nimi przejmowac.

@ Z czysto formalnego punktu widzenia mozemy ustali¢ m.in., ze wyzej
okreslona relacja R nie jest serialna: istnieli i istnieja ludzie, ktérzy s3
bezpotomni.
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Whasnosci relacji dwuargumentowych Whasnoséci relacji a ich reprezentacje

Czy z reprezentacji whasnosci w postaci graféw lub macierzy odczytaé
mozna wiasnosci relacji? Innymi stowy: jakie regularnosci w owych
reprezentacjach odpowiadajg poszczegélnym witasnosciom relacji? Jest
wiele takich regularnosci, ograniczymy sie do wyliczenia kilku z nich.

o Graf relacji zwrotnej zawiera petle przy kazdym wierzchotku.
@ Graf relacji przeciwzwrotnej nie zawiera zadnej petli.

e W grafie relacji symetrycznej: jesli dwa wierzchotki sa potaczone
zorientowang krawedzia, to w obie strony. Tak wiec, grafy relac;ji
symetrycznych mozna uprosci¢, pomijajac orientacje krawedzi (i
rysujac jedynie krawedzie niezorientowane).

o W grafie relacji asymetrycznej jesli dwa wierzchotki sg potaczone
zorientowana krawedzia, to tylko w jedna strone.

e Macierz relacji zwrotnej ma na gtéwnej przekatnej jedynki.

o Macierz relacji symetrycznej jest symetryczna wzgledem gtéwne;j
przekatne;.
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Whasnosci relacji dwuargumentowych Zestawy wtasnosci

Relacjom moga przystugiwac cate zestawy wtasnosci. Tak wiec, relacje,
ktére odpowiadaja nieodréznialnosci obiektéw pod ustalonymi wzgledami
maja kilka wspélnych wtasnosci. Podobnie, relacje ustalajace
uszeregowania obiektow lub ustalania hierarchicznej struktury w zbiorze
obiektéw takze maja wspdlne witasnosci. Relacjom porzadkujagcym
poswiecony jest w catosci jeden z dalszych wyktadéw.

o Relacje, ktére sg zwrotne i symetryczne, nazywamy relacjami
podobieristwa (lub tolerancji). Podobiefistwo polega¢ moze na
posiadaniu przez obiekty co najmniej jednej cechy wspdlnej (z jakiegos
ustalonego inwentarza cech).

@ Relacje, ktére sa przeciwzwrotne i symetryczne, nazywamy relacjami
opozycji. Opozycja moze polegac na réznieniu sie obiektéw co
najmniej jedng cecha (z jakiego$ ustalonego inwentarza cech).

o Jesli niepusta relacja R jest przechodnia, asymetryczna oraz serialna,
to jej pole musi by¢ zbiorem nieskoriczonym. Zachecamy stuchaczy do
refleksji nad tym stwierdzeniem.
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Relacje réwnowaznoéci Definicja

@ Niech R bedzie relacja dwuargumentows na zbiorze X, czyli
R C X x X. Méwimy, ze R jest relacja réwnowaznosci na zbiorze X,
jesli R jest relacja zwrotng, symetryczng oraz przechodnig w X.

@ Jesli R jest relacjg réwnowaznosci na X, to oznaczamy:

O [x]r = R(x) ={y € X : xRy}. Zbidr [x]r nazywamy klasa abstrakcji
(klasa réwnowaznosci) elementu x € X wzgledem relacji R.

@ X/R = {[x]r: x € X}. Rodzing X/R nazywamy rodzing klas
abstrakgji relacji R. Uzywa sie réwniez terminu zbidr ilorazowy zbioru
X wzgledem relacji R na oznaczenie zbioru X/R.

o Kazda klasa abstrakgji relacji R jest zbiorem niepustym. To wynika ze
zwrotnosci R.

o Kazdy element zbioru X nalezy do jakiej$ klasy abstrakcji relacji R
(czyli suma rodziny wszystkich klas abstrakcji relacji R jest réwna
zbiorowi X). To wynika ze zwrotnosci R oraz z faktu, ze kazda klasa
abstrakcji jest podzbiorem zbioru X.
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Relacje réwnowaznoéci Definicja

Jesli R jest relacja réwnowaznosci na zbiorze X, to xRy wtedy i tylko
wtedy, gdy [x]r = [y]r-

o Zatézmy bowiem, ze xRy. Aby udowodni¢, ze wtedy [x]g = [v]r,
zauwazmy, ze wystarczy (ze wzgledu na to, iz R jest symetryczna)
pokaza¢, ze [x]g C [y|r. Niech z € [x]g. Wtedy zRx. Poniewaz z
zatozenia xRy, a wiec, na mocy przechodniosci relacji R, zRy, czyli
z € [y]r.

o Zatézmy teraz, ze [x|g = [y]g. Mamy xRx (zwrotnos¢), czyli
x € [x]g. Poniewaz [x]g = [y]r, wiec x € [y]r, a to oznacza, ze xRy.

o Kazde dwie rézne klasy abstrakeji relacji R sg roztaczne. Z tego, co
udowodniono przed chwila wynika, ze jesli [x]g # [y]r. to nie zachodzi
xRy. Musimy pokaza¢, ze [x]g N [y]g = 0. Przeprowadzimy dowéd nie
wprost. Przypusémy, ze z € [x]g N [y]g. Wtedy xRz oraz zRy, a
zatem (przechodnio$¢ R), takze xRy, wbrew zatozeniu. Musimy wiec
odrzucié poczynione przypuszczenie. Ostatecznie: [x]g N [y]r = 0.
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Dtz
Przyktady

@ Relacja identycznosci. Relacja identycznosci (na zbiorze X) to zbiér
{(x,x) : x € X}. Nazywa si¢ ja tez czasem przekatnag zbioru X.
Uzywa sie dla niej oznaczen: =, idx, Ax.

@ Relacja identycznosci na zbiorze X jest zawarta w kazdej relacji
réwnowazno$ci na tym zbiorze. Kazda relacja réwnowaznosci na
zbiorze X jest zawarta w relacji petnej X x X, ktéra jest oczywiscie
relacja réwnowaznosci.

o Relacja przystawania trojkatow jest relacja réwnowaznosci.

o Relacja réwnolegtosci prostych na ptaszczyznie jest relacja
réwnowaznosci. Kazda jej klasa abstrakcji wyznacza zatem pewien
kierunek na ptaszczyznie.

o Kongruencje. Jak zobaczymy nieco pd6zniej, szczegdlnie wazne sg takie
relacje réwnowaznosci, ktére — w $cisle okreslonym sensie — sa zgodne
z dziataniami na obiektach matematycznych.

v
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Relacje réwnowaznosci Réwnowaznosci a podziaty

Podziatem zbioru X nazywamy kazda rodzine jego niepustych podzbioréw
X taka, ze:
© Dowolne dwa rézne elementy rodziny X' sa zbiorami roztacznymi.

@ Suma wszystkich zbioréw nalezacych do rodziny X' jest réwna zbiorowi
X.

@ Rozwazmy relacje =; okreslong dla liczb catkowitych w sposéb
nastepujacy: x = y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maja takie
same reszty z dzielenia przez 2. Relacja ta wyznacza podziat zbioru Z
na dokfadnie dwie klasy: wszystkich catkowitych liczb parzystych oraz
wszystkich catkowitych liczb nieparzystych.

@ Rozwazmy teraz relacje =, okreslong dla liczb catkowitych w sposéb
nastepujacy: x =, y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maja takie
same reszty z dzielenia przez n. Czy potrafisz wskaza¢ rodzine
wszystkich klas abstrakcji tej relacji?
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Relacje réwnowaznosci Réwnowaznosci a podziaty

Podziatem zbioru X nazywamy kazda rodzine jego niepustych podzbioréw
X taka, ze:
© Dowolne dwa rézne elementy rodziny X' sa zbiorami roztacznymi.

@ Suma wszystkich zbioréw nalezacych do rodziny X' jest réwna zbiorowi
X.

@ Rozwazmy relacje =; okreslong dla liczb catkowitych w sposéb
nastepujacy: x = y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maja takie
same reszty z dzielenia przez 2. Relacja ta wyznacza podziat zbioru Z
na dokfadnie dwie klasy: wszystkich catkowitych liczb parzystych oraz
wszystkich catkowitych liczb nieparzystych.

@ Rozwazmy teraz relacje =, okreslong dla liczb catkowitych w sposéb
nastepujacy: x =, y wtedy i tylko wtedy, gdy x oraz y maja takie
same reszty z dzielenia przez n. Czy potrafisz wskaza¢ rodzine
wszystkich klas abstrakcji tej relacji?
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Relacje réwnowaznosci Réwnowaznosci a podziaty

Istnieje wzajemnie jednoznaczna odpowiednios¢ miedzy relacjami
réwnowaznosci, okreslonymi na danym zbiorze a podziatami tego zbioru:

@ Niech R bedzie relacja réwnowaznosci na zbiorze X. Wtedy rodzina
wszystkich jej klas abstrakcji jest podziatem zbioru X. Pokazalismy to
juz poprzednio.

o Jesli X jest podziatem zbioru X, to relacja Ry € X x X okreslona
nastepujaco: xRy y wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje A € X taki, ze
x € A oraz y € A jest relacjg réwnowaznosci na zbiorze X. Zwrotnoéé¢
relacji Ry wynika z tego, ze suma wszystkich elementéw podziatu X
zbioru X wyczerpuje caty zbiér X. Relacja Ry jest oczywiscie
symetryczna. Przechodnios¢ relacji Ry wynika z faktu, ze elementy
podziatu X zbioru X s3 rozfaczne.
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Relacje réwnowaznosci Réwnowaznosci a podziaty

o Jesli X oraz )Y sa podziatami zbioru X, to ich skrzyzowaniem
nazywamy rodzing Z podzbioréw zbioru X taka, ze:

© Dla dowolnych A€ X oraz B € Y mamy: ANB € Z.
© Dla dowolnego C € Z istnieja A € X oraz B € ) takie, ze C = AN B.

o Jesli skrzyzowanie dwéch podziatéw X oraz Y zbioru X jest
podziatem zbioru X, to méwimy, ze podziaty X oraz ) sg niezalezne.

e Podziat zbioru nazywany bywa tez klasyfikacja.

@ O podziatach oraz ich skrzyzowaniach mowa tez bedzie podczas kursu
Wprowadzenia do logiki.
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Rozwazmy trzy podziaty nastepujacych osmiu mokrych (wypetnionych
wod3) obiektow:

ptynie | stoi | naturalne | sztuczne | duze | mate
rzeka TAK TAK TAK
strumien | TAK TAK TAK
kanat TAK TAK TAK
réw TAK TAK TAK
morze TAK TAK TAK
bajoro TAK TAK TAK
staw TAK TAK TAK
basen TAK TAK TAK

Staw rozumiemy tutaj jako staw hodowlany.
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Te trzy podziaty reprezentowa¢ mozna tez poprzez drzewo:

mokre

stoi ptynie

/\/\

naturalne sztuczne naturalne sztuczne

duze mate duze mate duze mate duze mate

Kazde dwa z rozwazanych podziatéw sg niezalezne. Skrzyzowanie
wszystkich trzech rozwazanych podziatéw daje w wyniku podziat, ktéry
pozwala odrézni¢ kazde dwa z branych pod uwage rodzajéw obiektéw.
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Operacje na relacjach Operacje boolowskie

Poniewaz — w ujeciu ekstensjonalnym — relacje traktujemy jako zbiory, wiec
stosowa¢ mozna do nich znane juz operacje na zbiorach:

@ Suma relacji R oraz S:
RUS ={(x,y) € X x Y : xRy lub xSy}
o lloczyn (czes¢ wspélna) relacji R oraz S:
RNS={(x,y) € X x Y : xRy oraz xSy}
@ Rdéznica relacji R oraz S:
R —S={(x,y) € X x Y : xRy oraz nie zachodzi xSy }
@ Réznica symetryczna relacji R oraz S:
R+-S=(R-S)U(S—R)=(RUS)—(RNYS)
e Dopetnienie relacji R: R’ (inne oznaczenie: —R):
R ={(x,y) € X x Y : nie zachodzi xRy} = (X x Y) — R

Operacje boolowskie wykonywaé¢ mozna tez oczywiscie w przypadku, gdy
X =Y, a wiec dla relacji okreslonych na ustalonym zbiorze X.
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Opperes beslari
Przyktady

e Suma relacji < oraz relacji = to relacja < (powiedzmy, w zbiorze R).

o lloczyn relacji < oraz > to relacja identycznosci = (powiedzmy, w
zbiorze R).

@ Réznica relacji < oraz = to relacja < (powiedzmy, w zbiorze R).

@ Réznica symetryczna relacji < oraz > w zbiorze R to suma relagji <
oraz >, a wiec (prawo trychotomii!) dopetnienie relacji identycznosci.

@ Dopetnienie relacji < w zbiorze R to relacja > w zbiorze R.
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Operacje na relacjach Konwers i ztozenie

Konwers

@ Niech R bedzie relacja dwuargumentowa miedzy elementami zbioréw
XorazY,czyi RC X x Y.

@ Relacja odwrotna do relacji R (inaczej: konwersem relacji R)
nazywamy relacje R™! C Y x X zdefiniowana nastepujaco: yR™1x
wtedy i tylko wtedy, gdy xRy. Inne czasem uzywane oznaczenie dla
konwersu relacji R to R.

o Konwersem relacji < w zbiorze N jest relacja > w zbiorze N.
o Konwersem relacji < w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R.

@ Nie nalezy myli¢ dopetnienia relacji z jej konwersem! Zauwazmy, ze
np.: dopetnieniem relacji < w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R,
natomiast konwersem relacji < w zbiorze R jest relacja > w zbiorze R.

o Konwersem relacji bycia mezem (w sensie Konstytucji RP) jest relacja
bycia Zzona (w sensie Konstytucji RP).
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Operacje na relacjach Konwers i ztozenie

Ztozenie

@ Niech R bedzie relacja dwuargumentowa miedzy elementami zbioréw
Xoraz Y, czyli R C X x Y, za$ S relacja dwuargumentowa miedzy
elementami zbioréw Y oraz Z, czyli S C Y x Z.

@ Zfozeniem relacji R oraz S nazywamy relacje RoS C X x Z
zdefiniowana nastepujaco: xR o Sz wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
y € Y taki, ze xRy oraz ySz.

@ Rozwazmy relacje < oraz > w zbiorze Z wszystkich liczb catkowitych.
Kiedy zachodzi x < o > y? Z definicji ztozenia relacji jest tak wtedy,
gdy istnieje z € Z taka, ze x < z oraz z > y. Poniewaz dla dowolnych
x,y € Z taka z istnieje (np. z = |x| + |y| + 1), wiec ztozenie < o >
jest relacja petng w Z, czyli < o > = 7Z2.

@ Ztozeniem relacji < z relacja < w zbiorze QQ wszystkich liczb
wymiernych jest relacja <. Mamy zatem: < o <=<.
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Operacje na relacjach Konwers i ztozenie

Rozwazmy relacje: by¢ Zona (w sensie Konstytucji RP) oraz by¢ ojcem
(biologicznym). Co jest ztozeniem tych relacji? Jezeli osoba x miataby by¢
w tym ztozeniu relacji z osobg y, to musiataby istnie¢ osoba z taka, ze:

© x jest zong z oraz

@ z jest biologicznym ojcem y.

o Tak wiec, omawiane ztozenie to relacja: by¢ matka lub macocha.
Zauwazmy jednak, ze w ten sposéb uwzgledniamy tylko matki
pozostajace w zwigzku matzenskim (w sensie Konstytucji RP), a
pomijamy matki niezamezne, np. panny, rozwédki, wdowy. Pomijamy
tez drazliwg sprawe dzieci pozamatzenskich.

o (6z, dzieci rodza sie niezaleznie od ustalen Konstytucji RP oraz
zalecen doktryn religijnych.

@ Jak mawiat John von Neumann: kto méwi, ze Matematyka jest
trudna, ten nie ma pojecia, jak skomplikowane jest Zycie.
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Operacje na relacjach Inne operacje

Przechodnim domknieciem relacji R C X x X nazywamy relacje R*
zdefiniowanga indukcyjnie:

O R'=R
Q@ R =R"0R
Rtr_URn

Tak wiec, xRy wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n € N
oraz istniejg elementy xg, x1,...,x, € X takie, ze xg = x, x, = y oraz
xjRx;11 dla wszystkich 0 <7 < n.

@ Relacja R jest przechodnia, dla dowolnej relacji R.

@ Przechodnie domkniecie relacji podobienstwa jest relacja
réwnowaznosci.

Jest jeszcze cate mnéstwo dalszych operacji na relacjach, czujemy jednak,
ze ich omawianie w tym momencie bytoby przesadj.
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Wikl e
Przyktady praw

o Operacja ztozenia relacji jest faczna, tj.:
Rl 9] (R2 o R3) - (Rl o RQ) o R3.

e Operacja zfozenia nie jest przemienna, tj. nie dla wszystkich relacji R;
i Ry zachodzi: Ry o Ry = Ry o Ry.

@ Roidy =idxoR=R.

@ Ro)=0oR=0.

o (RYHY =R (RYy=(R)L

RNS)oTC(RoT)N(SoT),

° (
° (
@ (RUS)oT=(RoT)U(S0oT).
° (
o (RoS)t=5"1oR1
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Prawa rachunku relacji Wybrane prawa

Udowodnimy, dla przyktadu, ze: (RoS) ™t =S"1oR™L J

Nastepujace warunki s réwnowazne, dla dowolnych relacji R oraz S oraz
dowolnych x i y:

x(RoS) 1y

y(RoS)x

istnieje z taki, ze yRz oraz z5x
istnieje z taki, ze z5x oraz yRz
istnieje z taki, ze xS~1z oraz zR71y)
x(S71o R71)y.

Stuchacze moga probowaé dowies¢ niektdrych z tych praw. Wazne jest nie
zapamietywanie poszczegdlnych praw (nie prowadzimy kursu botaniki), lecz
raczej odwaga (i rozwaga) dedukcyjna: postawa przejawiajaca sie w tym, ze
staramy sie poprawnie rozumowad, czyli efektywnie korzysta¢ z mocy
naszych umystéw.
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Whtasnosci relacji a operacje na relacjach
Sprébujesz udowodnié?

W terminach operacji na relacjach wyrazi¢ mozna wiasnosci relacji, np.:
R jest zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy idx C R

R jest przeciwzwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy R Nidx =0

R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R™1

e 6 o6 o

R jest asymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R~ =0

R jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R~ C idx
R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy RoR C R

R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R = R*

R jest spéjna wtedy i tylko wtedy, gdy RUR ! Uidx = X x X.

e 6 o6 o
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Zachowywanie wtasnoséci przez operacje
Sprébujesz udowodnié?

Jesli relacje R i S s3 zwrotne, to relacje: RUS, RNS, RoS, R71,
R tez s zwrotne.

Jesli relacje R i S s3 przeciwzwrotne, to relacje: RUS, RNS, R~}
tez sa przeciwzwrotne.

Ztozenie R o S relacji przeciwzwrotnych jest przeciwzwrotne wtedy i
tylko wtedy, gdy RN S~ = 0.

Jedli relacje R 1 S sa symetryczne, to symetryczne s3 tez relacje:
RUS, RNS, R7!, RoR™1, R,

Jesli relacje R i S s3 symetryczne, to Ro S jest symetryczna wtedy i
tylko wtedy, gdy RoS = SoR.

Jesli R jest asymetryczna, to R™! tez.
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Zachowywanie wtasnoséci przez operacje
Sprébujesz udowodnié?

@ Jesli R jest asymetryczna, to RN S jest asymetryczna, dla dowolnej S.
@ Jesli R i S sg przechodnie, to RN'S, R71 i R tez.
o Jesli R i S sg antysymetryczne, to RNS i R7! tez.

@ Jesli R i S s3 antysymetryczne, to: RU S jest antysymetryczna wtedy
i tylko wtedy, gdy RN St C idx.

@ Jesli R i S sg asymetryczne, to: RU S jest asymetryczna wtedy i tylko
wtedy, gdy RN S~ = 0.

@ Jesli R jest symetryczna i przechodnia, to R jest zwrotna, czyli
R = R~! oraz Ro R C R implikuja idx C R.
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Prawa rachunku relacji Zachowywanie wtasnoséci przez operacje

Udowodnimy, dla przyktadu, ze: ztozenie Ry o Ry réwnowaznosci Ry i R»
jest réwnowaznoscig wtedy i tylko wtedy, gdy Ry o R» = Ry o Ry.
Najpierw pokazujemy, ze jesli Ry o Ry jest réwnowaznoscia, to
R]_OR2:R20R]_.

Jesli Ry o Ry jest réwnowaznoscia, to zachodza nastepujace réwnosci:

RioRy=(RioR) =Ry oR ' =RyoR;.

Niech Ry o Ry = R; o Ry. Pokazemy, ze Ry o R, jest réwnowaznoscia.
Po pierwsze, mamy: (RioRy)™! = (RyoRy) ™! = Rfl o R;l = Ry o Ry, .
Ry o R jest symetryczna. Po drugie, mamy:

(R]_ORQ)O(R]_ORQ):RlO(R20R1)0R2:Rlo(R10R2)0R2:
(RloRl)o(RzoRz)QRloRg,

tj. Ry o R, jest przechodnia.
Zwrotnos¢ Ry o Ry jest oczywista, poniewaz Rj oraz R» sa zwrotne z
zatozenia.
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Mysl przekornie!

o Jakiego typu relacja jest zwigzek przyczynowo skutkowy?
o Jak wyrazi¢ sife (stopien) zachodzenia relacji?

o Jakiego typu relacja jest analogia?

o Jak wiadomo, do zdrady trzeba trojga. Jakie wtasnosci maja relacje
tréjargumentowe (czteroargumentowe, itd.)?

o Czy relacje moga mie¢ zmienng liczbe argumentéw?

e Czy relacje moga miec nieograniczona liczbe argumentéw?
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Co musisz ZZZ (Zapamieta¢-Ze-Zrozumieniem):

Relacja dwuargumentowa: zbidr par uporzadkowanych.
Relacja n-argumentowa: zbiér n-tek uporzadkowanych.
Dziedzina i przeciwdziedzina relacji (dwuargumentowej).

Obrazy i przeciwobrazy zbioréw wzgledem relacji.

Wiasnosci relacji dwuargumentowych: zwrotnos$¢, przeciwzwrotnosc,
symetria, asymetria, antysymetria, przechodnios¢, euklidesowosé,
spojnosé.

@ Relacje réwnowaznosci: klasy abstrakgji, zwigzek miedzy relacjami
réwnowaznosci a podziatami zbioréw.

@ Operacje na relacjach: operacje boolowskie, konwers, ztozenie,
przechodnie domkniecie.

o Reprezentacje: grafy, macierze, reprezentacje geometryczne.
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