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Wstep

Klasyczne Twierdzenia Lindstréma charakteryzuja logike pierwszego rzedu
jako maksymalna logike abstrakcyjna o pewnych wtasnosciach
metalogicznych:

@ zwartoéé i wiasnoéé Lowenheima-Skolema, lub

o rekurencyjna przeliczalnos¢ zbioru zdan prawdziwych i wtasnosé
Léwenheima-Skolema.

@ Niniejsza prezentacja opiera sie na: Ebbinghaus, H.D., Flum, J.,
Thomas, W. 1996. Mathematical logic. Springer.

o Definicje logiki abstrakcyjnej podano w poprzednim wyktadzie.
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Preliminaria logiczne

Witasnos¢ spéjnikéw Boolowskich

Powiemy, ze logika £ ma wtasnos¢ spdéjnikéw Boolowskich, gdy:
e Dla kazdej o oraz ¢ € L(0o) istnieje x € L(o) taka, ze dla kazdej
A € Str,:
2 =X x wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi A =% .

e Dla kazdej o oraz kazdych ¢, € L(o) istnieje x € L(o) taka, ze dla
kazdej A € Str,:

2 =X x wtedy i tylko wtedy, gdy A =% ¢ lub A =X .

Jesli £ ma witasnoé¢ spdjnikéw Boolowskich, to bedziemy uzywaé
oznaczen, odpowiednio, —p oraz ¢ V 1 dla formuty x, o ktérej mowa
powyzej. W podobny sposéb okreslamy tez pozostate spéjniki Boolowskie
logiki L. Jest to oczywiscie uproszczenie notacyjne: dla petnej poprawnosci
trzeba bytoby uzywaé np. symboli =%, V£, itd.
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Whtasnos¢ relatywizacji

Powiemy, ze logika £ ma wfasnos¢ relatywizacji, gdy dla kazdej o oraz
¢ € L(0) oraz kazdego jednoargumentowego predykatu U istnieje

Y € L(o U{U}) takie, ze: (A, UA) =X ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy
[UAI* =5 ¢, dla wszystkich 21 € Str, oraz wszystkich o-domknietych
podzbioréw UA C A = dom(2A).

Tutaj [UA] jest podstruktura 2 o uniwersum UA, gdzie UA jest
interpretacja U w 2l.

Jesli £ ma wiasnosé relatywizacji, to niech oV oznacza formute 1, o ktérej
mowa w powyzsze] definicji.
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Preliminaria logiczne

Przypomnienie z KRP

Przypomnijmy, ze dla dowolnej o, dowolnego zbioru zdan ¢ z L, oraz
symboli: n-argumentowego predykatu P, n-argumentowego symbolu
funkcyjnego F oraz statej indywidualnej c takich, ze P ¢ o, F ¢ o oraz
¢ ¢ o méwimy, ze:

e formuta Vv ... Vvy_1(P(vo,...,va—1) = @(vo,...,vs—1)) jest
o-definicja P w ®;
e formuta Vvg ... Vv 1Vvp(F(vo, ..., Va—1) = vop = ©(vo, - -+, Va—1, Vn))

jest o-definicja F w @, gdy ® = Jlvpp(vo, ..., Va1, Vn);

e formuta Vvy(c = vp = p(w)) jest o-definicja ¢ w &, gdy
o = Fvop(v).
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Przypomnienie z KRP

Jesli A jest zbiorem o-definicji dla predykatéw P € 7 — o, symboli
funkcyjnych F € 7 — o oraz statych indywidualnych ¢ € 7 — o, to dla
kazdej 2 € Str, takiej, ze 2 |= @ istnieje doktadnie jedna struktura
AA € Str,_, taka, ze A2 | o0 = A oraz AL = A.

Rozwazamy teraz sygnatury o takie, ze 0 C 0™ oraz A jest zbiorem

o-definicji symboli z 02 — 0.

Niech ® bedzie zbiorem zdan sygnatury o. Wtedy kazdej formule 1) o n
zmiennych wolnych mozna przyporzadkowaé formute ¥2 taka, ze:

o Jesli A € Str,, A =P oraz ap,...,a,—1 € dom(2), to:
A2 = lag, . .., an_1] wtedy i tylko wtedy, gdy 2 = ¢2[ag, ..., an_1].
o DUA oy =yA.

W konsekwencji, jesli % = B, to AL = BA,
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Przypomnienie z KRP

Mozemy wiec rozwaza¢ tylko sygnatury czysto relacyjne: mozemy kazdy
n-argumentowy symbol funkcyjny f zamieni¢ na n + l-argumentowy
symbol relacyjny (predykat) F oraz kazda stata indywidualng ¢ zastapic¢
jednoargumentowym predykatem C. Niech 0" oznacza sygnature w ten
sposob utworzong z sygnatury o. Kazdej strukturze 2 € Str,
przyporzadkowujemy wtedy strukture A" okreslong w sposéb nastepujacy:

@ A" = dom(A") = A= dom(2);
o dla predykatéw P € o niech: interpretacja P w 2" bedzie identyczna z
interpretacja P w 2,

o dla n-argumentowego symbolu funkcyjnego f € o niech F¥" bedzie
wykresem funkcji %, czyli F* (ag, ..., an_1,a,) wtedy i tylko wtedy,
gdy f*(ag,...,an1) = an;

o dla statej indywidualnej ¢ € o, niech C*'(a) wtedy i tylko wtedy, gdy
*=a
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Przypomnienie z KRP

Dla kazdej formuty 1) o n zmiennych wolnych w jezyku o sygnaturze o
istnieje wtedy formuta )" w jezyku o sygnaturze o" taka, ze dla wszystkich
2 oraz wszystkich ag,...,a,—1 € dom(): A = Y[ag, ..., a,-1] wtedy i
tylko wtedy, gdy A" = ¢ [ao, ..., an_1].

W konsekwencji, dla dowolnych 2, B € Str,: 2 = B wtedy i tylko wtedy,
gdy A" =B".

Te wiadomosci wystarczaja do sformutowania nastepnej wtasnosci logik
abstrakcyjnych.
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Preliminaria logiczne

Logiki regularne

Powiemy, ze logika £ dopuszcza zastapienie symboli funkcyjnych oraz

statych indywidualnych poprzez symbole relacyjne, gdy dla dowolnej
sygnatury o:

o dla kazdego ¢ € L(0) istnieje 1) € L(o") takie, ze dla wszystkich
A € Str,: A=, ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy A" =1 .

Jesli logika £ ma powyzszg witasnosé, to zdanie v istniejace na mocy
powyzsze]j definicji bedziemy oznaczaé przez ¢".

Powiemy, ze logika L jest regularna, gdy:
@ £ ma wtasnos¢ spéjnikéw Boolowskich;
o £ ma witasnos¢ relatywizacji;

e L dopuszcza zastapienie symboli funkcyjnych oraz statych
indywidualnych poprzez symbole relacyjne.
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Kilka poje¢ semantycznych

Nastepujace pojecia przenosimy z KRP na wypadek logik abstrakcyjnych: )

e zdanie ¢ € L(o) nazywamy spefnialnym w logice L, gdy Modg # 0;

@ zbiér ® C L(o) nazywamy spetnialnym w logice L, gdy
N ModZ # 0;

ped
e zdanie ¢ € L(0) nazywamy prawdziwym w logice L, gdy
Mod? = Stry;
o piszemy ® =X ¢, gdy kazdy £-model wszystkich zdah z ® jest takze
L-modelem ¢ (czyli gdy Mod(®) = (N{Mod(v) : ¢ € &} C Mod(p));
o ThE(A) = {p € L(o) : A =* ¢}, dla A € Str,; opuszczamy indeksy,
gdy nie powoduje to nieporozumien.
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Kilka poje¢ semantycznych

Niech 2,8 € Str,. Powiemy, ze 2 jest L-réwnowazna z B, gdy dla
kazdego o-zdania 1) z £: 2 =X ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy B =X 1. ’

Jesli 2 i B s3 L-réwnowazne, to piszemy 2A =, B. )

Relacja elementarnej réwnowaznosci pokrywa sie z relacja
L,,-réwnowaznosci i bedzie, jak dotychczas oznaczana przez =.
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Zwartos$¢ i wiasno$é Lowenheima-Skolema

Méwimy, ze logika £ ma witasnoéé: J

o Léwenheima-Skolema, gdy kazde zdanie L-spetnialne ma model
przeliczalny.

e zwartosci, gdy dla dowolnego ® C L(o), jesli kazdy skonczony
podzbidr zbioru ® jest L-spetnialny, to ® jest L-spetnialny.
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Preliminaria logiczne Czeéciowe izomorfizmy

Czesciowe izomorfizmy

Niech 2, B € Str,. Méwimy, ze f jest czesciowym izomorfizmem 2 w
B, gdy:

o f jest injekcja o dziedzinie dom(f) zawartej w dom(2l) oraz zbiorze
wartosci rng(f) zawartym w dom(B)

o dla dowolnego n-argumentowego predykatu P € o oraz dowolnych
elementéw ay, ..., a,_1 € dom(f): P*(ao,...,an_1) wtedy i tylko
wtedy, gdy P®(f(ag),...,f(an-1));

e dla dowolnego n-argumentowego symbolu funkcyjnego F € o oraz
dowolnych ag, ..., an_1 € dom(f): F*(ag,...,an—1) = a wtedy i tylko
wtedy, gdy F®(f(ap),...,f(an_1)) = f(a);

o dla dowolnej statej indywidualnej c € o oraz a € dom(f): c* = a
wtedy i tylko wtedy, gdy c® = f(a).
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Preliminaria logiczne Czeéciowe izomorfizmy

Czesciowe izomorfizmy

Przez Part(2,B) bedziemy oznacza¢ rodzine wszystkich czesciowych
izomorfizméw z A w 8.

Gdy o jest czysto relacyjna oraz ag,...,a,—1 € dom(2l),

bo,...,bn_1 € dom(B), oraz f € Part(2,B) jest taki, ze f(a;) = b; dla
wszystkich i < n, to dla kazdej formuty atomowej ¢ o n zmiennych
wolnych zachodzi: 2 = v[ay, ..., an—1] wtedy i tylko wtedy, gdy

B = Ylbo, ..., bp-1].

Pojedyncze czesciowe izomorfizmy nie zachowuja jednak (w powyzszym
sensie) dowolnych formut. Jak sie okaze, dopiero pewne rodziny
czesciowych izomorfizméw pozwalaja o takim zachowywaniu dowolnych
formut przesadzaé, a tym samym rodziny takie pozwalaja scharakteryzowaé
elementarng réwnowazno$¢ struktur relacyjnych.

Bedziemy identyfikowa¢ odwzorowania z ich (teorio-mnogosciowymi)
wykresami, czyli odwzorowanie f identyfikujemy z wykresem

{(x, f(x)) : x € dom(f)}.
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Preliminaria logiczne Czeéciowe izomorfizmy

Czesciowe izomorfizmy

Powiemy, ze QA oraz B s3 skoriczenie izomorficzne, gdy istnieje ciag
(/n)new 0 nastepujacych wtasnosciach:
e Kazdy /I, jest niepustym zbiorem czeSciowych izomorfizméw z A w 8.
o Jesli f € I,y1 oraz a € dom(2l), to istnieje g € I, taki, ze f C g oraz
a € dom(g).
o Jesli f € Ipy1 oraz b € dom(B), to istnieje g € I, taki, ze f C g oraz
be rg(g).

Jesli rodzina (/,)ne, ma powyzsze wiasnosci, to piszemy:
(In)new - A e B. Jesli A oraz B sa skonczenie izomorficzne, to piszemy
=, B.
e
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Preliminaria logiczne Czeéciowe izomorfizmy

Czesciowe izomorfizmy

Powiemy, ze 2( oraz B sa czesciowo izomorficzne, gdy istnieje zbidr /
taki, ze:
@ / jest niepustym zbiorem czesciowych izomorfizméw z 2A w B.
o Jesli f € | oraz a € dom(2l), to istnieje g € [ taki, ze f C g oraz
a € dom(g).
o Jesli f €/ oraz b € dom(2l), to istnieje g € [ taki, ze f C g oraz
b e rmg(g).

Jedli rodzina | ma powyzsze wiasnosci, to piszemy: [ : A =, B. Jesli A
oraz B s3 skoriczenie izomorficzne, to piszemy A =,
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Preliminaria logiczne Czeéciowe izomorfizmy

Czesciowe izomorfizmy

Zachodza nastepujace fakty: ]

Jedli A =B, to A=,

Jedli A =, 9B, to A =, B.

Jesli A =, B oraz A jest skoficzona, to A = B.

Jedli A =, B oraz A i B s3 co najwyzej przeliczalne, to A = 5.

Algebraiczng charakterystyke elementarnej réwnowaznosci podaje
Twierdzenie Fraissé’'go:

e Dla dowolnej skoriczonej o oraz 2,6 € Str,: A =B wtedy i tylko
wtedy, gdy A o B.
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Preliminaria logiczne Czeéciowe izomorfizmy

Czesciowe izomorfizmy

Przypomnijmy pojecie kwantyfikatorowego rzedu formuty:

@ gr(p) =0, gdy ¢ jest atomowa;

° gr(=¢) = qr(y)
e gr(e V) = max{qr(¢),qr(v)} (podobnie dla innych funktoréw
dwuargumentowych);

° gr(3xp) = qr(p) + L.
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Preliminaria logiczne Czeéciowe izomorfizmy

Czesciowe izomorfizmy

Powiemy, ze struktury 2 oraz B s3 m-izomorficzne, gdy istnieje ciag
lo, ..., In niepustych zbioréw czesciowych izomorfizméw z 2 w B taki, ze:

o Jeslin+1<m,f € l,41 oraz a € dom(2l), to istnieje g € I, taki, ze
f C g oraz a € dom(g).

o Jeslin+ 1< m,f € lpq oraz b € dom(B), to istnieje g € I, taki, ze
f C goraz b € rng(g).

Jesli I, ..., I, jest ciggiem o powyzszych wiasnosciach, to piszemy
(In)n<m : A =y, B, Jesli A oraz B s3 m-izomorficzne, to piszemy A =, B.
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Preliminaria logiczne Czeéciowe izomorfizmy

W dowodzie twierdzenia Fraissé’'go wykorzystujemy nastepujace fakty:
o Niech (Ip)ncw : A = B. Wtedy dla kazdej formuty ¢ o k zmiennych
wolnych: jesli gr(p) < n, f € I, oraz ag,...ax_1 € dom(f), to:
A = plag, . . . ak—1] wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢[f (ag), . . . f(ak—1)]-

o Jesli A =, B, to A oraz B spetniaja te same zdania o rzedzie
kwantyfikatorowym < m.

@ Dla kazdych n i r istnieje tylko skonczenie wiele klas réwnowaznosci
wzgledem relacji réwnowaznos$ci logicznej w zbiorze wszystkich formut o r
zmiennych wolnych i o rzedzie kwantyfikatorowym < n.

o Jedli A =B, to A =, B.

@ Jesli 2 i B spetniaja te same zdania o rzedzie kwantyfikatorowym < m, to
A, B,

@ Niech o bedzie skoniczona i czysto relacyjna. Wtedy dla kazdych struktur
A, B € Str, nastepujace warunki s3 réwnowazne:

o A=x,B
© 2 B spetniaja te same zdania o rzedzie kwantyfikatorowym < m.
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Sformutowanie | Twierdzenia Lindstréma

| Twierdzenie Lindstroma

Rozwazamy logiki regularne L takie, ze L, < L. )

Jesli ¢ jest zdaniem L, sygnatury o, to przez p* bedziemy oznaczaé
zdanie z £ o tych samych modelach, co ¢, czyli takie, ze:

Mod7 == Modz (™).

Dla zbioru ® zdan jezyka L, (ustalonej sygnatury o) niech:

OF ={p": p € D}

Jerzy Pogonowski (MEQG) Metalogika Twierdzenia Lindstréma 21 / 66



Sformutowanie | Twierdzenia Lindstréma

| Twierdzenie Lindstroma

| Twierdzenie Lindstroma.

Niech L bedzie regularna i L, < L. Jesli L jest zwarta i ma wfasnos¢
Léwenheima-Skolema, to L ~ L.

Dowdd twierdzenia Lindstroma nie jest catkiem prosty — wygodnie jest
najpierw udowodni¢ trzy lematy, a nastepnie wywie$¢ z nich samo
twierdzenie.
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Lematy: 1, 2, 3

Lemat 1. Jesli £ jest zwarta oraz ® U {¢} jest zbiorem zdan logiki £
sygnatury o takim, ze ® |=° ¢, to istnieje skofczony zbiér ®g C ® taki, ze
g =X .

Lemat 2. Niech £ bedzie zwarta oraz ¢ € L(0). Wtedy istnieje skofczony
zbior o9 C o taki, ze dla wszystkich 21,5 € Str,: jesli /L [ o9 = B | 0y, to
2 =X o) wtedy i tylko wtedy, gdy B =~ .

Lemat 3. Niech £ bedzie zwarta. Jesli kazde dwie elementarnie
réwnowazne struktury s takze L-réwnowazne, to £ ~ L.
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Dowdd Lematu 1

Niech £ bedzie zwarta. Poniewaz £ ma wtasnos$¢ spéjnikéw Boolowskich,
istnieje formuta —. Doktadniej, powinnismy pisa¢ np.: =2, ale poniewaz
istotne dalej beda jedynie wiasnosci semantyczne logiki, upraszczamy ten
pedantyczny zapis.

Skoro ® =% ¢, to zbiér ® U {—¢} nie jest spetnialny. Na mocy zwartosci
L, istnieje skonczony podzbiér &g C taki, ze ®g U {—p} nie jest spetnialny.
Wtedy jednak ®¢ =° ¢, co koriczy dowéd lematu 1.
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Dowody lematéw: 1, 2, 3

Dowéd Lematu 2

Ograniczymy sie do przypadku, gdy o jest czysto relacyjna (tylko taki
przypadek bedzie nam pézniej potrzebny). Wybierzmy nowe symbole
jednoargumentowe (predykaty): U, V oraz jednoargumentowy symbol
funkcyjny f. Zbudujemy zbiér ® zdahn w sygnaturze o U {U, V, f},
~mowiacych”, ze f jest izomorfizmem podstruktury generowanej przez U w
podstrukture generowang przez V. Elementami & sa:

e dx U(x), 3Ix V(x)

o Vx (U(x) = V(f(x))), Vy (V(y) = Ix (U(x) A f(x) =y))

o VxVy (UX)AV(y)ANf(x)=1f(y)) = x=y)

° Vxi...Vx, (U(x1) A ...

R(f(x1),...,f(xn)))

(ostatni z warunkéw zapisujemy dla kazdego n-argumentowego predykatu
R € o; symbol = jest tu predykatem identycznosci).

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Twierdzenia Lindstréma 25 / 66



Dowody lematéw: 1, 2, 3

Dowéd Lematu 2

Wtedy zachodzi:
(1) o =~ (fz/)U = wv).

Udowodnimy (1). Jesli 2 € Str, jest taka, ze (24, UA, VA fA) =X o*
(czyli (A, UA, VA, fA) |= @), to: UA oraz VA sa niepuste, a f4 | UA jest
izomorfizmem [UA]* na [VA]®. Przypominamy, ze stosujemy nastepujace
konwencje notacyjne:

@ A oznacza dom(2l)
o UA oznacza interpretacje predykatu U w A

o [UA* oznacza podstrukture struktury 21, ktérej uniwersum jest zbiér
UA i ktérej relacje otrzymujemy z relacji w 2, ograniczajac je do UA.
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Dowdd Lematu 2

Na mocy wtasnosci izomorfizmu (zobacz: definicja logik abstrakcyjnych)
mamy: [UA]* =2 ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy [VA]* £ 4.

Poniewaz £ ma wtasnos¢ relatywizacji (zobacz: definicja logik regularnych),
wiec: (A, UA) =X ¢V wtedy i tylko wtedy, gdy (2, VA) EX Y.

Poniewaz £ ma wtasnos¢ spdjnikéw Boolowskich (zobacz: definicja logik
regularnych) oraz wtasnos¢ reduktéw (zobacz: definicja logik
abstrakcyjnych), wiec: (2, UA, VA, FA) £ Y =4V, To konczy dowéd
warunku (1).
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Dowdd Lematu 2

Na mocy zwartosci £ otrzymujemy skonczony zbiér g C ® taki, ze:

(2) o5 " (Y =9"Y).

Poniewaz ¢ sktada sie ze zdan pierwszego rzedu, mozemy wybraé
skoficzony zbiér og C o taki, ze ® sktada sie z og-zdan (czyli zdan z
jezyka o sygnaturze op). Pokazemy, ze o spetnia teze lematu 2.

Niech R, B € Str, i niech 7 : 2 | 0p =B | 09. Mozemy zatozy¢, ze
dziedziny tych struktur, czyli A i B s3 roztaczne: AN B = (). Gdyby tak nie
byto, to wzielibysmy izomorficzng kopie 9B o uniwersum roztgcznym zA,
korzystajac z wtasnosci izomorfizmu (zobacz: definicja logik
abstrakcyjnych).
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Dowody lematéw: 1, 2, 3

Dowéd Lematu 2

Zdefiniujemy strukture (¢, US, V¢, f¢) € Stryuqu,v,fy- Uniwersum tej
struktury to C = AU B. Jej relacje (i jedna funkcje) definiujemy
nastepujaco:

o RC = RAURE dla R € o [uwaga: o jest czysto relacyjna]
o UC=A

o V¢ =B

o € definiujemy tak, aby F¢ | U = .
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Dowdd Lematu 2

Wtedy (€, U, VE, FC) jest modelem &g, a wiec mamy takze:
(€, US, Ve, FO) X o

Na mocy (2) dostajemy: (&, U, VE, fC) =£ (U =yV).

Poniewaz [U€]® = 2 oraz [V ¢]® = B, wiec (skoro £ ma wiasnos¢
spéjnikéw Boolowskich oraz relatywizacji): A =% ¢ wtedy i tylko wtedy,
gdy B =X 9. To konczy dowéd lematu 2.
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Dowéd Lematu 3

Poniewaz L, < L (co zakfadalismy na poczatku rozwazan w catym tym
punkcie), wiec musimy pokaza¢, ze £ < L, czyli ze dla kazdego o oraz
kazdego zdania ¢ € L(0) istnieje o-zdanie pierwszego rzedu ¢ takie, ze
Mod:.._ (1) = Modz ().

Niech 1) bedzie zdaniem spetnialnym. W przeciwnym przypadku mozemy
wzia¢ za @ np. zdanie Vx —x = x i teza lematu bedzie trywialnie spetniona.
Twierdzimy, ze:

(1)  Dla kazdej 2l € Mod (%)) istnieje o-zdanie pg € L(0) takie, ze
A = oo oraz i = 1.
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Dowody lematéw: 1, 2, 3

Dowo6d Lematu 3

Dowéd (1) przeprowadzimy metoda wprost. Niech 20 € Mod(1)). Wtedy
zachodzi: Th(A)* =X 1. Jest tak, poniewaz jesli B = Th(A)*, czyli
B = Th(2), to A = B. Z zatozenia mamy A =, B, a wiec B =X 1.

Na mocy zwartosci L istnieje liczba r oraz zdania ¢y, ..., ¢, € Th()
takie, ze {}, ..., 07} =X 1. Niech @y bedzie koniunkcja o A ... A ¢;.
Wtedy @o € Th(), czyli 2 |= py oraz o}y - 1. To koriczy dowsd (1).

Na mocy (1) otrzymujemy teraz:

(2) Mode(v)= U  Modc(¢y)
AeMod s (1)
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Dowéd Lematu 3

Pokazemy, ze istnieja o, ..., 2A, € Mod, (1) takie, iz:

(3)  Modc(v) = Modc(py,) Y- .. U Modc(py,)-

W przeciwnym przypadku (tj. gdyby (3) miato nie zachodzi¢), dla kazdej
skonczonej liczby modeli o, ..., A, € Mod, (1)) mielibysmy:
Modg(goslo) LU /\//Odg (pm ; /\//Odg ¢)

Whtedy kazdy skonczony podzbiér zbioru {—1} U {—p} : A € Mod,(v)}
bytby spetnialny, a wiec na mocy zwartosci £ caty ten zbiér bytby
spetnialny, co daje sprzecznos¢ z (2).

Na mocy (3) otrzymujemy:
MOdL(w) = MOdﬁww((pQ[O)U. . .UMOdew (QDQ[") = MOdﬁww ((pQIOV. . -\/3021,,)-

Dla ¢ o postaci @y, V ...V @y, zachodzi zatem Mod,, B = Mod.(v)). To
konczy dowdd lematu 3.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Twierdzenia Lindstréma 33 / 66



Dowéd | Twierdzenia Lindstréma

Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Wystarczy pokazaé, ze £ < L. )

Ponadto, na mocy lematu 3 wystarczy pokazaé, ze dla wszystkich o:

(%)  Dla wszystkich A, B € Str,, jesli A =B, to A =, B.

Mozemy przy tym ograniczy¢ sie do sygnatur relacyjnych o, z
nastepujacego powodu. Jesli (%) zachodzi dla sygnatur relacyjnych o, to
gdy 2 =B przechodzimy do o", A" oraz B i otrzymujemy A" = B’
Teraz (%) zachodzi dla sygnatur relacyjnych o” i mamy: A" =, B".
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Dowéd | Twierdzenia Lindstréma

Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Na mocy wtasnosci zamiany symboli funkcyjnych i statych indywidualnych
na predykaty (zobacz: definicja logiki regularnej), dla dowolnego ¥ € L(o)
nastepujace warunki sa réwnowazne:

° ALY

o A ):[L wr

o B’ =X ¢ (poniewaz A" =, B)
° B =1,

a zatem zachodzi 2 =, B.
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Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Dowéd (%) dla sygnatur relacyjnych o poprowadzimy nie wprost.
Przypusémy, ze dla pewnych 2, B € Str, oraz pewnej ¢ € L(0):

(1) A=B, AL oraz B =X

(Jak pamietamy, powinniSmy wtasciwie pisa¢ np. —.; korzystamy z tego, ze
L ma wtasnos¢ spojnikéw Boolowskich).

Wybieramy ¢ spetniajaca (1) oraz (na mocy lematu 2) skoficzong sygnature
o9 C 0. Wtedy ,znaczenie v zalezy tylko od skonczenie wielu symboli”.
Skoro A = B, to oczywiscie takze A [ g = B | o9, wiec na mocy
twierdzenia Fraissé'go struktury 2 [ o¢ oraz B | o s3 skonczenie
izomorficzne. Otrzymujemy zatem, dla odpowiedniego (In)new:

(2)  (h)new : AT oo =Ze B og, ALY, BEL .
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Dowéd | Twierdzenia Lindstréma

Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Istota dowodu zasadza sie w tym, aby otrzymaé teraz (na mocy wtasnosci
zwartosci oraz wlasnosci Léwenheima-Skolema) struktury przeliczalne 2
oraz B’ takie, ze:

(3) A oo =, B [0, A XY, B X .

Gdy otrzymamy (3), to twierdzenie bedzie udowodnione: poniewaz
przeliczalne czesciowo izomorficzne struktury U | o¢ oraz B’ | 0g s3
izomorficzne, a zatem, na mocy wyboru g mamy: 2’ =% 1 wtedy i tylko
wtedy, gdy B’ =X 4, a to jest sprzecznosc z (3). Trzeba zatem odrzuci¢
przypuszczenie dowodu nie wprost warunku (%) i twierdzenie zachodzi.
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Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Trzeba wiec jedynie udowodni¢ (3). Dowdd moze sprawia¢ wrazenie nieco
zawitego. Bedziemy, intuicyjnie méwiac, podawac ,opis” warunku (2) w
logice L. Mozemy zatozyé¢, ze A1 B, czyli dziedziny struktur 2 i,
odpowiednio, B, s3 roztaczne. Pamietajmy takze, ze sygnatura o jest
czysto relacyjna. Tworzymy sygnature o™ dodajac do o nowe symbole:

@ jednoargumentowy symbol funkcyjny f

@ jednoargumentowe predykaty P, U, V

@ dwuargumentowe predykaty <,/

@ tréjargumentowy predykat G.
Zbudujemy strukture € € Str,+, ktérej uniwersum C bedzie zawierato
uniwersa struktur 2 oraz B, a takze (jako elementy) wszystkie czeSciowe

izomorfizmy I,. W ten sposéb L ,opisze” skoficzong izomorficznosé¢
(/n)nEw :2A [ og =e B | 0o.
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Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Niech zatem:

e (a) C=AUBUwU U I

ncw
e (b) UC€ = A oraz [UC]c 9 =9
e (d) VS = B oraz [VC]c 9% =8
o (d) <€ jest naturalnym porzadkiem w w, a ¢ | w jest funkcja
poprzednika, czyli f¢(n+1) =n, a f¢(0) =0

o () PC=U Iy

n€w

o (f) I(n, p) wtedy i tylko wtedy, gdy n € w oraz p € I,

° (g) GC(p7 a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy P¢(p), a € dom(p) oraz
p(a) =
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Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Teraz zbudujemy koniunkcje x skonczenie wielu ponizszych zdan (i)—(viii) z
L(o), dla ktérej € bedzie modelem.

o (i) ¥p (P(p) = ¥x¥y (G(p, x,y) = (U(x) A V(¥))))
o (ii) Vp (P(p) = VxVyVuvv ((G(p,x,¥) A G(p,u,v)) = (x =uAy =v)))
o (iii) Vp (P(p) = Vx1 ... xa¥y1 ... yn ((G(pyx1,y1) Ao A G(Py Xy Yn)) —

(R(x1,---y%0) = R(y1,---¥a))))
dla kazdego n-argumentowego predykatu R € og

o (iv) aksjomaty czesciowego porzadku dla < oraz fakt,ze pole < jest
uporzadkowane przez < wraz z funkcja poprzednika f:
Vx (Fy (y < x) = (f(x) < x A—3z (f(x) < zAz < x)))

o (v) Vx (3y (x <y Vy <x)—3p(P(p)Al(x,p)))
(czyli: jesli x jest w polu <, to I, = {p: P(p) A I(x,p)} # )
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Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

@ (vi) VxVpVu ((f(x) < xAl(x,p) A U(u)) —
dq3v (I(f(x),q) A G(q, u,v) AYX'Vy' (G(p,x",y') = G(q,x",y))))
(to jest, jak wida¢, wtasnos¢ rozszerzania cze$ciowych izomorfizméw ,w
przéd”)
o (vii) VxVpVv ((f(x) < x Al(x,p) A V(v)) =
Jq3u (I(f(x), q) A G(q, u,v) ANYX'Vy' (G(p,x',y") = G(q,x",¥"))))
(to jest, jak wida¢, wtasnosé¢ rozszerzania czeSciowych izomorfizméw ,w tyt”)

o (viii)) Ix U(x) Ay V(y) AU A (=)
(pamietamy, ze U = A, V¢ = Boraz A =X ¢ i B =X ).

Uwaga: tu (i wczesniej) uzywamy predykatu identycznosci =, ktérego nie nalezy
myli¢ z (metajezykowym) symbolem relacji identycznosci =.

Na mocy (i)—(iii), G opisuje wykres czesciowego izomorfizmu z cg-podstruktury
generowanej przez U w og-podstrukture generowana przez V.
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Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Wybieramy nowa stata indywidualng c. Termy ¢, f(c), f(f(¢c)),...
bedziemy oznacza¢ fOc, flc, f2c,.... Niech
V= {x}u{f"tlc < fc:necw}

Kazdy skoriczony podzbiér zbioru W ma model, a mianowicie model
¢’ = (¢,c%), gdzie c©' jest wystarczajaco duza liczba naturalng. Na mocy
zwartosci logiki £ istnieje model (D, cP) dla catego zbioru V.

Zbiér D zawiera nieskoficzony ciag <P-zstepujacy, a mianowicie:

. (FPe)P <P (Fc)P <P P Potrzebujemy przeliczalnego modelu o tej
wtasnosci. Nie mozemy jednak skorzystaé bezposrednio z wtasnosci
Léwenheima-Skolema, bo dotyczy ona tylko pojedynczych zdan, a zbior W
jest nieskoriczonym zbiorem zdan.
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Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Rozszerzamy teraz sygnature o U {c} o nowy jednoargumentowy predykat
Q. Niech ¥ bedzie (o U {c, Q})-zdaniem:

Q(e) AVx (Q(x) = (f(x) < x A Q((x))))

(wida¢, ze @ jest podzbiorem pola <: Q zawiera c i kazdy element @ ma
bezposredni poprzednik, ktéry takze nalezy do Q).

Niech QP = {(f"c)P : n € w}. Wtedy (D,cP, QP) X x A 0. J

Poniewaz x A ¥ jest spetnialna, wiec na mocy wiasnosci
Lwenheima-Skolema istnieje (co najwyzej) przeliczalny model (€&, c£, QF)
dla x A 9.
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Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Skoro w & zachodzi (viii), to UE # () oraz VE # (). Poniewaz o jest
relacyjna, wiec UE oraz VE s3 uniwersami podstruktur. Niech:

o A = [UE]Q‘[U

o B = [VE]G[U_

Pokazemy, ze (co najwyzej) przeliczalne struktury 2’ oraz 9B’ spetniaja (3).
Na mocy (viii) mamy: & =2 oY oraz & =F (—))V, a stad otrzymujemy
(na mocy wtasnosci relatywizacji):

(4) A =Ly, B EL .

Z warunkéw (i)—(iii) wiemy, ze kazdy p € PE odpowiada czeiciowemu
izomorfizmowi z A’ | o9 w B’ | 0¢ (bedziemy kazdy taki czesciowy
izomorfizm oznacza¢ przez p).

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Twierdzenia Lindstréma 44 / 66



Dowdd | Twierdzenia Lindstroma

Poniewaz (&, cE, QF) = 9, wiec dla kazdej n € w element e, = (f"c)f
nalezy do QF oraz elementy e, tworza ciag zstepujacy:

ceg<Fe <Fe <F g

Niech / = {p: istnieje n taka, ze IE(e,, p)}. Na mocy (v) otrzymujemy, ze
I # (. Na mocy (vi) oraz (vii) otrzymujemy, ze | ma wlasno$¢ rozszerzania
w przéd i w tyt.

Dostajemy zatem:

(5) [:A [ oo=pB | oo

Teraz (4) i (5) daja facznie (3). Tym samym, dowdd | Twierdzenia
Lindstroma jest zakonczony.
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Il Twierdzenie Lindstroma

Zaktadamy, ze czytelnik ma podstawowe wiadomosci dotyczace
elementarnej teorii rekursji, a wiec ze zna np. pojecie zbioru
rekurencyjnego, zbioru rekurencyjnie przeliczalnego, funkgji rekurencyjne;j,
Iitp.

Powiemy, ze logika L jest efektywna, gdy dla kazdej rekurencyjnej
sygnatury o zbiér L(o) jest rekurencyjny oraz dla kazdego zdania ¢ € L(0)
istnieje skoficzona oy C o taka, ze ¢ € L(0op).

Niech logiki £ i £’ beda efektywne. Piszemy:
0 (a) L < L' wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja rekurencyjna F
taka, ze dla kazdego ¢ € L(c) mamy: F(v) € L'(o0) oraz
ModZ () = ModZ, (F(¢)).
o (b) L ~eg L' wtedy i tylko wtedy, gdy £ <. L' oraz L' <. L. Jesli
L ~egr L', to méwimy, ze L i L' s efektywnie réwnowazne.
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Il Twierdzenie Lindstroma

Dla przyktadu: )

o L., logika drugiego rzedu £?, staba logika drugiego rzedu £*?,
logika £(Q1) (czyli logika z kwantyfikatorem ,istnieje nieprzeliczalnie
wiele”) sa efektywne;

o L, nie jest efektywna;
0 Loy <eff £W2;
o L L L2
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Il Twierdzenie Lindstroma

Méwimy, ze logika L jest efektywnie regularna, gdy L jest efektywna
oraz dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o zachodza nastepujace warunki:

o (i) istnieja funkcje rekurencyjne ¢ — —p oraz (p, ) — @V (i
podobnie dla pozostatych spéjnikéw)

o (ii) dla kazdego jednoargumentowego predykatu U istnieje funkcja
rekurencyjna ¢ — @Y

o (iii) istnieje funkcja rekurencyjna ¢ — " (przy tym sygnatura o musi
by¢ rekurencyjna).
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Sformutowanie || Twierdzenia Lindstréma

Il Twierdzenie Lindstroma

Niech logika £ bedzie efektywna. Méwimy, ze zbiér zdan prawdziwych
logiki L jest rekurencyjnie przeliczalny, gdy dla kazdej rekurencyjne;
sygnatury o zbiér {¢ € L(c) : O =% ¢} jest rekurencyjnie przeliczalny.
Méwiac, ze ten ostatni zbidr jest rekurencyjnie przeliczalny mamy
oczywiscie na mysli to, ze zbiér kod6éw jego elementéw (uzyskanych przez
jakas funkcje rekurencyjna, czyli np. przez numeracje Godlowska) jest
rekurencyjnie przeliczalny.

Il Twierdzenie Lindstréma.

Niech L bedzie efektywnie regularna i L, <e L. Jesli L ma wtasnosé
Léwenheima-Skolema oraz zbiér zdan prawdziwych logiki L jest
rekurencyjnie przeliczalny, to L., ~esr L.
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Lemat 4

Lemat 4. Niech £ bedzie logika regularna, £, < L. Niech £ bedzie
zwarta i niech ma wtasnos$¢ Lowenheima-Skolema. Niech wreszcie og
bedzie skonczong sygnaturg czysto relacyjna, ¢ stata indywidualng spoza
og oraz 1 niech bedzie og-zdaniem logiki £. Niech dla kazdego m € w
istniejg struktury 2., B, takie, ze:

(1) U Zm B, Am EL Y, By =X b

Witedy istnieje o1-zdanie x1, gdzie og U {<,c} C o7 oraz o; jest
skonczona, takie, ze:

o (a) Jesli A =X x1, to (A, <?) jest czesciowym porzadkiem, a c#

elementem A o skonczonej liczbie <#-poprzednikéw.

o (b) Dla kazdej m € w istnieje A taka, ze A = x1 oraz c* ma co

najmniej m <A-poprzednikéw.
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Lemat 5

Lemat 5. Niech £ bedzie logika regularna, £, < L. Niech o bedzie
skoficzong sygnatura czysto relacyjna. Jesli dla ¢ € L(o) nie istnieje zdanie
pierwszego rzedu o tych samych modelach, co 1, to dla kazdego m € w
istniejg struktury 2A,,, B, € Str,, takie, ze:

(1) Am Zm B, Ay =5 ¢ oraz By, =5 0.
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Dowody lematéw: 4, 5

Dowdd lematu 4

W oznaczeniach dowodu | Twierdzenia Lindstréma, niech o = oy,

o1 = ot U{c} oraz x1 niech bedzie koniunkcja x i zdania stwierdzajacego,
ze ¢ lezy w polu <.

Najpierw udowodnimy (b). Niech dla danej m € w struktury 2, B,
spetniaja (1) oraz niech (In)p<m : Am = B,

Definiujemy € tak, jak w dowodzie | Twierdzenia Lindstroma, z
nastepujacymi modyfikacjami:

o (i) <€ jest naturalnym porzadkiem na {0,1,...,m}
o (i) PC = U I
n<m

Niech c¢ = m. Wtedy (¢, c¢) spetnia (b).
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Dowdd lematu 4

Dla dowodu (nie wprost) (a), przypuéémy, ze istnieje model (D, cP) dla
x1. w ktérym cP ma nieskoriczenie wiele <P-poprzednikéw.

Tak jak w dowodzie | Twierdzenia Lindstréma, z (D, c?) otrzymujemy
dwie izomorficzne struktury 2’ i B’ takie, ze: A’ =X 1) oraz B’ =X —p.

To daje sprzecznos¢ (izomorficzne modele musza spetniaé doktadnie te
same zdania), a wiec przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba odrzucic.
Tym samym dowéd (a) oraz catego lematu 4 jest zakonczony.
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Dowéd lematu 5

Zatézmy, ze 1) jest spetnialna. W przeciwnym przypadku, teza lematu
spetniona jest trywialnie: Mod(v) = Mod,,,(3v —v = v).
Przeprowadzimy dowdd nie wprost. Przypusémy, ze dla pewnej m € w oraz
wszystkich struktur 24, B € Str,:

(1) jesli A=, B, to A =~ ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy B =£ ).

Niech q, ..., @k beda wszystkimi nieréwnowaznymi logicznie zdaniami
pierwszego rzedu o rzedzie kwantyfikatorowym < m. Pamietamy, ze jesli o
bedzie skonczong sygnatura czysto relacyjna, to istnieje tylko skonczenie
wiele takich nieréwnowaznych logicznie formut (dowodzimy tego faktu w
KRP, przez indukcje po ztozonosci formut). Wtedy:

(2) >~ B wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich 0 </ < kK mamy:
2A = i wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢;.
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Dowéd lematu 5

Dla 21 € Str, niech g bedzie koniunkcja wszystkich zdan ze zbioru:
{pi  0< i <kANAEi}U{~9i:0<i<kAAE g}

Na mocy (2) mamy wtedy, dla dowolnej B:
(3) A=, B wtedy i tylko wtedy, gdy B = ¢q.

Niech ¢ bedzie alternatywa (skonczenie wielu!) zdah g, dla ktérych
zachodzi 2 = 1), czyli ¢ jest zdaniem:

(4) \/{99% 2 € Str, oraz A \: '(/)}

Pokazemy, ze:

(5) MOdE(Q/}) = Modﬁww(gp)

i uzyskamy sprzeczno$c z przypuszczeniem dowodu nie wprost.
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Dowody lematéw: 4, 5

Dowéd lematu 5

Jesli B jest modelem v, to g nalezy do alternatywy (4) (jest jednym z jej
cztonéw). Poniewaz B = ¢n, wiec B = .

Jedli, z drugiej strony, B |= ¢, to (na mocy (4)) istnieje 2 taka, ze
2 =X 1) oraz B |= 9. Na mocy (3) mamy wtedy 21 =, B, a na mocy
(1) mamy B =~ 1.

Mamy stad sprzecznos¢, gdyz réwnowaznosé: B =* 1) wtedy i tylko wtedy,
gdy B |= ¢ oznacza, ze Mod () = Mod,,, (). Tak wiec, przypuszczenie
dowodu nie wprost musimy odrzuci¢, co konczy dowdd lematu 5.
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Dowody lematéw: 4, 5 Twierdzenie Traktenbrota

Twierdzenie Traktenbrota

W dowodzie Il Twierdzenia Lindstroma wykorzystujemy tez:

Twierdzenie Traktenbrota.

Istnieje skoriczona sygnatura o taka, ze zbidr (numeréw) wszystkich zdan
(jezyka KRP o sygnaturze o) prawdziwych we wszystkich strukturach
skorniczonych nalezacych do Str, nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowdd Twierdzenia Traktenbrota znalezé mozna w dodatkach
zamieszczonych na stronie tych wyktadéw:

@ Stephen Simpson: Theorems of Church and Trakhtenbrot,
@ Jouko Vaandnen: A Short Course on Finite Model Theory.
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Niech L spetnia zatozenia twierdzenia. Pokazemy, ze £ <. Lo, W dwéch
krokach:

o () Najpierw pokazemy, ze spetniony jest nastepujacy warunek:

(%)  Dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o oraz kazdego ¢ € L(0)
istnieje ¢ € Ly (o) takie, ze Mod,(¢) = Mod(p).

o (xx) Potem pokazemy, ze przejscie od 1) do ¢ jest efektywne.

Poniewaz L jest efektywna, wiec wystarczy rozwazaé skohnczone sygnatury
rekurencyjne. Poniewaz dla L istnieje efektywny odpowiednik wtasnosci
zastepowania symboli funkcyjnych i statych indywidualnych przez
predykaty, mozemy ograniczy¢ sie do sygnatur o czysto relacyjnych.

Niech zatem o bedzie: rekurencyjna, skoiczona i relacyjna.
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Poprowadzimy dowéd kroku () metoda nie wprost, korzystajac z lematéw
415 oraz z Twierdzenia Traktenbrota.

Przypuszczamy zatem, ze (%) nie zachodzi, czyli ze ¢ € L(0) oraz ze
zadne zdanie pierwszego rzedu nie ma dokfadnie tych samych modeli co .
Na mocy lematu 5, dla kazdej m istniejg A, B, € Str, takie, ze:

° le gm SBm

o Ay =X 1
o B, =X b

Spetnione s3 wiec zafozenia lematu 4. Istniejg zatem: sygnatura o1 oraz
zdanie x; z tezy tego lematu.
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Rozszerzamy o1 przez dodanie jednoargumentowego predykatu W i
rozwazamy zdanie ¥ € L(o3 U {W?}) o nastepujacej postaci:

x1 A Ix W(x) AVx (W(x) — x < c).

Na mocy wtasnosci zdania y; mamy wtedy:

o (a) Jesli 2 € Str, gy oraz A =£ 19, to zbiér WA jest niepusty i
skonczony.

o (b) Dla kazdej m > 1 istnieje 2 taka, ze A |= ¥ oraz W* ma
doktadnie m elementéw.

Tak wiec, jesli 2 przebiega wszystkie modele zdania ¥, to W przebiega
wszystkie (niepuste) zbiory skonczone (pamietajmy, ze wszystkie rozwazane
logiki maja wtasnos¢ izomorfizmu).

Z powyzszych warunkéw (a) i (b) otrzymamy sprzeczno$¢ z
przypuszczeniem dowodu nie wprost.
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Na mocy twierdzenia Traktenbrota istnieje rekurencyjna i skoficzona
sygnatura oy taka, ze zbiér wszystkich o,-zdan prawdziwych we wszystkich
strukturach skonczonych (tej sygnatury) nie jest zbiorem rekurencyjnie
przeliczalnym.

Mozemy zatozy¢, ze oy jest czysto relacyjna i roztaczna z o3 U {W}.
Niech F bedzie odwzorowaniem rekurencyjnym ¢ — F(y), ze zbioru L(o2)
w L(o2) takim, ze Mod(yp) = Mod(F(p)). Wtedy dla wszystkich zdan

@ € L(om):

o (#) o jest prawdziwe we wszystkich strukturach skonczonych
(sygnatury o3) wtedy i tylko wtedy, gdy =5 9 — (F(¢))".

Aby udowodni¢ réwnowaznos¢ (¢), trzeba dowies¢ implikacji prostej oraz
odwrotnej.
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= Niech ¢ bedzie prawdziwe we wszystkich strukturach skofnczonych oraz
2 € Str,,u{wyuo, bedzie taka, ze 2A =£ 9. Na mocy (a), W# jest
niepusty i skoficzony, a wiec [WA]?172 =X o, a stad [WAJ*2 =5 F (o).
Wtedy 24 | o2 =2 (F(¢)".

< Na mocy (b), dla kazdej m > 1 istnieje 2 taka, ze 2 =9 i WA ma
doktadnie m elementéw. Stad A =- (F(0))W, czyli 2 =X oW,
W konsekwencji, [WA]*o2 = o

To koriczy dowdd (#), a tym samym dowdd kroku (). )
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Przechodzimy do dowodu kroku (xx). Niech g7 bedzie funkcja

rekurencyjna, przypisujaca numery (np. numery Godlowskie) zdaniom logiki
L, czyli zdaniom ustalonej sygnatury rekurencyjnej o.

Na mocy faktu, ze zbiér zdan prawdziwych logiki £ jest rekurencyjnie
przeliczalny, dla kazdej rekurencyjnej sygnatury o istnieje dwuargumentowa
relacja rekurencyjna, powiedzmy R, taka, ze dla wszystkich zdan ¢ € L(0):

o =X ¢ wtedy i tylko wtedy, gdy 3m R(m, gZ(¢)). J
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Ustalmy wyliczenie (¢, : n € w) wszystkich o-zdan logiki L., takie, ze
przyporzadkowanie n — g7 (i) jest rekurencyjne. Niech G bedzie
funkcja rekurencyjna taka, ze dla o-zdan logiki L:

o G(gZ(¢)) = ((1u{m, n))R(m, gZ (¢ =c (¥n)*)

(tu () jest np. pierwotnie rekurencyjng funkcja kodujaca (pary) Cantora, a
()1 jest pierwotnie rekurencyjng funkcja rzutu, na pierwszy argument pary;
wx [...] jest efektywnym p-operatorem, czytanym: ,najmniejsze x takie, ze
[...]"). Powyzej zaznaczylismy wyraznie, ze bierzemy spéjnik
réwnowaznosci z logiki £ oraz, ze rozwazamy ,przektad” formuty 1, na
stosowne zdanie logiki L.

Niech ¢* bedzie formuta V6 (g2(9))- Wtedy rekurencyjne odwzorowanie
@ — ©* poswiadcza, ze L <.g L. Dowdd Il Twierdzenia Lindstroma
zostat tym samym zakonczony.
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Inne twierdzenia limitacyjne

Oprécz powyzszych twierdzen Lindstroma, znaleziono caty szereg innych
jeszcze twierdzen, charakteryzujacych logiki abstrakcyjne maksymalne jesli
chodzi o wybrane (zestawy) wtasnosci, np.:

@ wtasnoéé Betha,
@ wiasnosci interpolacyjne,

o wiasnos¢ Karp.

Twierdzenia te dotycza zaréwno logik z uogdlnionymi kwantyfikatorami, jak
i logik infinitarnych. Takze logiki wyzszych rzedéw moga by¢ oczywiscie
traktowane jako logiki abstrakcyjne w oméwionym wyzej sensie.
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