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Wst¦p

Wst¦p

Klasyczne Twierdzenia Lindströma charakteryzuj¡ logik¦ pierwszego rz¦du
jako maksymaln¡ logik¦ abstrakcyjn¡ o pewnych wªasno±ciach
metalogicznych:

zwarto±¢ i wªasno±¢ Löwenheima-Skolema, lub

rekurencyjna przeliczalno±¢ zbioru zda« prawdziwych i wªasno±¢
Löwenheima-Skolema.

Niniejsza prezentacja opiera si¦ na: Ebbinghaus, H.D., Flum, J.,
Thomas, W. 1996. Mathematical logic. Springer.

De�nicj¦ logiki abstrakcyjnej podano w poprzednim wykªadzie.
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Preliminaria logiczne

Wªasno±¢ spójników Boolowskich

Powiemy, »e logika L ma wªasno±¢ spójników Boolowskich, gdy:

Dla ka»dej σ oraz ϕ ∈ L(σ) istnieje χ ∈ L(σ) taka, »e dla ka»dej
A ∈ Strσ:
A |=L χ wtedy i tylko wtedy, gdy nie zachodzi A |=L ϕ.
Dla ka»dej σ oraz ka»dych ϕ,ψ ∈ L(σ) istnieje χ ∈ L(σ) taka, »e dla
ka»dej A ∈ Strσ:
A |=L χ wtedy i tylko wtedy, gdy A |=L ϕ lub A |=L ψ.

Je±li L ma wªasno±¢ spójników Boolowskich, to b¦dziemy u»ywa¢
oznacze«, odpowiednio, ¬ϕ oraz ϕ ∨ ψ dla formuªy χ, o której mowa
powy»ej. W podobny sposób okre±lamy te» pozostaªe spójniki Boolowskie
logiki L. Jest to oczywi±cie uproszczenie notacyjne: dla peªnej poprawno±ci
trzeba byªoby u»ywa¢ np. symboli ¬L, ∨L, itd.
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Preliminaria logiczne

Wªasno±¢ relatywizacji

Powiemy, »e logika L ma wªasno±¢ relatywizacji, gdy dla ka»dej σ oraz
ϕ ∈ L(σ) oraz ka»dego jednoargumentowego predykatu U istnieje
ψ ∈ L(σ ∪ {U}) takie, »e: (A,UA) |=L ψ wtedy i tylko wtedy, gdy
[UA]A |=L ϕ, dla wszystkich A ∈ Strσ oraz wszystkich σ-domkni¦tych
podzbiorów UA ⊆ A = dom(A).

Tutaj [UA]A jest podstruktur¡ A o uniwersum UA, gdzie UA jest
interpretacj¡ U w A.

Je±li L ma wªasno±¢ relatywizacji, to niech ϕU oznacza formuª¦ ψ, o której
mowa w powy»szej de�nicji.
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Preliminaria logiczne

Przypomnienie z KRP

Przypomnijmy, »e dla dowolnej σ, dowolnego zbioru zda« Φ z Lωω oraz
symboli: n-argumentowego predykatu P , n-argumentowego symbolu
funkcyjnego F oraz staªej indywidualnej c takich, »e P /∈ σ, F /∈ σ oraz
c /∈ σ mówimy, »e:

formuªa ∀v0 . . . ∀vn−1(P(v0, . . . , vn−1) ≡ ϕ(v0, . . . , vn−1)) jest
σ-de�nicj¡ P w Φ;

formuªa ∀v0 . . . ∀vn−1∀vn(F (v0, . . . , vn−1) = vn ≡ ϕ(v0, . . . , vn−1, vn))
jest σ-de�nicj¡ F w Φ, gdy Φ |= ∃!vnϕ(v0, . . . , vn−1, vn);

formuªa ∀v0(c = v0 ≡ ϕ(v0)) jest σ-de�nicj¡ c w Φ, gdy
Φ |= ∃!v0ϕ(v0).
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Preliminaria logiczne

Przypomnienie z KRP

Je±li ∆ jest zbiorem σ-de�nicji dla predykatów P ∈ τ − σ, symboli
funkcyjnych F ∈ τ − σ oraz staªych indywidualnych c ∈ τ − σ, to dla
ka»dej A ∈ Strσ takiej, »e A |= Φ istnieje dokªadnie jedna struktura
A∆ ∈ Strτ−σ taka, »e A∆ � σ = A oraz A∆ |= ∆.
Rozwa»amy teraz sygnatury σ∆ takie, »e σ ⊆ σ∆ oraz ∆ jest zbiorem
σ-de�nicji symboli z σ∆ − σ.

Niech Φ b¦dzie zbiorem zda« sygnatury σ. Wtedy ka»dej formule ψ o n

zmiennych wolnych mo»na przyporz¡dkowa¢ formuª¦ ψ∆ tak¡, »e:

Je±li A ∈ Strσ, A |= Φ oraz a0, . . . , an−1 ∈ dom(A), to:
A∆ |= ψ[a0, . . . , an−1] wtedy i tylko wtedy, gdy A |= ψ∆[a0, . . . , an−1].

Φ ∪∆ |= ψ ≡ ψ∆.

W konsekwencji, je±li A ≡ B, to A∆ ≡ B∆.
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Preliminaria logiczne

Przypomnienie z KRP

Mo»emy wi¦c rozwa»a¢ tylko sygnatury czysto relacyjne: mo»emy ka»dy
n-argumentowy symbol funkcyjny f zamieni¢ na n + 1-argumentowy
symbol relacyjny (predykat) F oraz ka»d¡ staª¡ indywidualn¡ c zast¡pi¢
jednoargumentowym predykatem C . Niech σr oznacza sygnatur¦ w ten
sposób utworzon¡ z sygnatury σ. Ka»dej strukturze A ∈ Strσ
przyporz¡dkowujemy wtedy struktur¦ Ar okre±lon¡ w sposób nast¦puj¡cy:

Ar = dom(Ar ) = A = dom(A);

dla predykatów P ∈ σ niech: interpretacja P w Ar b¦dzie identyczna z
interpretacj¡ P w A;

dla n-argumentowego symbolu funkcyjnego f ∈ σ niech FAr

b¦dzie
wykresem funkcji f A, czyli FAr

(a0, . . . , an−1, an) wtedy i tylko wtedy,
gdy f A(a0, . . . , an−1) = an;

dla staªej indywidualnej c ∈ σ, niech CAr

(a) wtedy i tylko wtedy, gdy
cA = a.
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Preliminaria logiczne

Przypomnienie z KRP

Dla ka»dej formuªy ψ o n zmiennych wolnych w j¦zyku o sygnaturze σ
istnieje wtedy formuªa ψr w j¦zyku o sygnaturze σr taka, »e dla wszystkich
A oraz wszystkich a0, . . . , an−1 ∈ dom(A): A |= ψ[a0, . . . , an−1] wtedy i
tylko wtedy, gdy Ar |= ψr [a0, . . . , an−1].

W konsekwencji, dla dowolnych A,B ∈ Strσ: A ≡ B wtedy i tylko wtedy,
gdy Ar ≡ Br .

Te wiadomo±ci wystarczaj¡ do sformuªowania nast¦pnej wªasno±ci logik
abstrakcyjnych.
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Preliminaria logiczne

Logiki regularne

Powiemy, »e logika L dopuszcza zast¡pienie symboli funkcyjnych oraz

staªych indywidualnych poprzez symbole relacyjne, gdy dla dowolnej
sygnatury σ:

dla ka»dego ϕ ∈ L(σ) istnieje ψ ∈ L(σr ) takie, »e dla wszystkich
A ∈ Strσ: A |=L ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy Ar |=L ψ.

Je±li logika L ma powy»sz¡ wªasno±¢, to zdanie ψ istniej¡ce na mocy
powy»szej de�nicji b¦dziemy oznacza¢ przez ϕr .

Powiemy, »e logika L jest regularna, gdy:

L ma wªasno±¢ spójników Boolowskich;

L ma wªasno±¢ relatywizacji;

L dopuszcza zast¡pienie symboli funkcyjnych oraz staªych
indywidualnych poprzez symbole relacyjne.
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Preliminaria logiczne

Kilka poj¦¢ semantycznych

Nast¦puj¡ce poj¦cia przenosimy z KRP na wypadek logik abstrakcyjnych:

zdanie ϕ ∈ L(σ) nazywamy speªnialnym w logice L, gdy ModσL 6= ∅;
zbiór Φ ⊆ L(σ) nazywamy speªnialnym w logice L, gdy⋂
ϕ∈Φ

ModσL 6= ∅;

zdanie ϕ ∈ L(σ) nazywamy prawdziwym w logice L, gdy
ModσL = Strσ;

piszemy Φ |=L ϕ, gdy ka»dy L-model wszystkich zda« z Φ jest tak»e
L-modelem ϕ (czyli gdy Mod(Φ) =

⋂
{Mod(ψ) : ψ ∈ Φ} ⊆ Mod(ϕ));

ThLσ (A) = {ϕ ∈ L(σ) : A |=L ϕ}, dla A ∈ Strσ; opuszczamy indeksy,
gdy nie powoduje to nieporozumie«.
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Preliminaria logiczne

Kilka poj¦¢ semantycznych

Niech A,B ∈ Strσ. Powiemy, »e A jest L-równowa»na z B, gdy dla
ka»dego σ-zdania ψ z L: A |=L ψ wtedy i tylko wtedy, gdy B |=L ψ.

Je±li A i B s¡ L-równowa»ne, to piszemy A ≡L B.

Relacja elementarnej równowa»no±ci pokrywa si¦ z relacj¡
Lωω-równowa»no±ci i b¦dzie, jak dotychczas oznaczana przez ≡.
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Preliminaria logiczne

Zwarto±¢ i wªasno±¢ Löwenheima-Skolema

Mówimy, »e logika L ma wªasno±¢:

Löwenheima-Skolema, gdy ka»de zdanie L-speªnialne ma model
przeliczalny.

zwarto±ci, gdy dla dowolnego Φ ⊆ L(σ), je±li ka»dy sko«czony
podzbiór zbioru Φ jest L-speªnialny, to Φ jest L-speªnialny.
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Preliminaria logiczne Cz¦±ciowe izomor�zmy

Cz¦±ciowe izomor�zmy

Niech A,B ∈ Strσ. Mówimy, »e f jest cz¦±ciowym izomor�zmem A w
B, gdy:

f jest injekcj¡ o dziedzinie dom(f ) zawartej w dom(A) oraz zbiorze
warto±ci rng(f ) zawartym w dom(B)

dla dowolnego n-argumentowego predykatu P ∈ σ oraz dowolnych
elementów a0, . . . , an−1 ∈ dom(f ): PA(a0, . . . , an−1) wtedy i tylko
wtedy, gdy PB(f (a0), . . . , f (an−1));

dla dowolnego n-argumentowego symbolu funkcyjnego F ∈ σ oraz
dowolnych a0, . . . , an−1 ∈ dom(f ): FA(a0, . . . , an−1) = a wtedy i tylko
wtedy, gdy FB(f (a0), . . . , f (an−1)) = f (a);

dla dowolnej staªej indywidualnej c ∈ σ oraz a ∈ dom(f ): cA = a

wtedy i tylko wtedy, gdy cB = f (a).
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Preliminaria logiczne Cz¦±ciowe izomor�zmy

Cz¦±ciowe izomor�zmy

Przez Part(A,B) b¦dziemy oznacza¢ rodzin¦ wszystkich cz¦±ciowych
izomor�zmów z A w B.
Gdy σ jest czysto relacyjna oraz a0, . . . , an−1 ∈ dom(A),
b0, . . . , bn−1 ∈ dom(B), oraz f ∈ Part(A,B) jest taki, »e f (ai ) = bi dla
wszystkich i < n, to dla ka»dej formuªy atomowej ψ o n zmiennych
wolnych zachodzi: A |= ψ[a0, . . . , an−1] wtedy i tylko wtedy, gdy
B |= ψ[b0, . . . , bn−1].
Pojedyncze cz¦±ciowe izomor�zmy nie zachowuj¡ jednak (w powy»szym
sensie) dowolnych formuª. Jak si¦ oka»e, dopiero pewne rodziny

cz¦±ciowych izomor�zmów pozwalaj¡ o takim zachowywaniu dowolnych
formuª przes¡dza¢, a tym samym rodziny takie pozwalaj¡ scharakteryzowa¢
elementarn¡ równowa»no±¢ struktur relacyjnych.
B¦dziemy identy�kowa¢ odwzorowania z ich (teorio-mnogo±ciowymi)
wykresami, czyli odwzorowanie f identy�kujemy z wykresem
{(x , f (x)) : x ∈ dom(f )}.
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Preliminaria logiczne Cz¦±ciowe izomor�zmy

Cz¦±ciowe izomor�zmy

Powiemy, »e A oraz B s¡ sko«czenie izomor�czne, gdy istnieje ci¡g
(In)n∈ω o nast¦puj¡cych wªasno±ciach:

Ka»dy In jest niepustym zbiorem cz¦±ciowych izomor�zmów z A w B.

Je±li f ∈ In+1 oraz a ∈ dom(A), to istnieje g ∈ In taki, »e f ⊆ g oraz
a ∈ dom(g).

Je±li f ∈ In+1 oraz b ∈ dom(B), to istnieje g ∈ In taki, »e f ⊆ g oraz
b ∈ rng(g).

Je±li rodzina (In)n∈ω ma powy»sze wªasno±ci, to piszemy:
(In)n∈ω : A ∼=e B. Je±li A oraz B s¡ sko«czenie izomor�czne, to piszemy
A ∼=e B.
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Preliminaria logiczne Cz¦±ciowe izomor�zmy

Cz¦±ciowe izomor�zmy

Powiemy, »e A oraz B s¡ cz¦±ciowo izomor�czne, gdy istnieje zbiór I
taki, »e:

I jest niepustym zbiorem cz¦±ciowych izomor�zmów z A w B.

Je±li f ∈ I oraz a ∈ dom(A), to istnieje g ∈ I taki, »e f ⊆ g oraz
a ∈ dom(g).

Je±li f ∈ I oraz b ∈ dom(A), to istnieje g ∈ I taki, »e f ⊆ g oraz
b ∈ rng(g).

Je±li rodzina I ma powy»sze wªasno±ci, to piszemy: I : A ∼=p B. Je±li A
oraz B s¡ sko«czenie izomor�czne, to piszemy A ∼=p B.
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Preliminaria logiczne Cz¦±ciowe izomor�zmy

Cz¦±ciowe izomor�zmy

Zachodz¡ nast¦puj¡ce fakty:

Je±li A ∼= B, to A ∼=p B.

Je±li A ∼=p B, to A ∼=e B.

Je±li A ∼=e B oraz A jest sko«czona, to A ∼= B.

Je±li A ∼=p B oraz A i B s¡ co najwy»ej przeliczalne, to A ∼= B.

Algebraiczn¡ charakterystyk¦ elementarnej równowa»no±ci podaje
Twierdzenie Fraïssé'go:

Dla dowolnej sko«czonej σ oraz A,B ∈ Strσ: A ≡ B wtedy i tylko

wtedy, gdy A ∼=e B.
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Preliminaria logiczne Cz¦±ciowe izomor�zmy

Cz¦±ciowe izomor�zmy

Przypomnijmy poj¦cie kwanty�katorowego rz¦du formuªy:

qr(ϕ) = 0, gdy ϕ jest atomowa;

qr(¬ϕ) = qr(ϕ)

qr(ϕ ∨ ψ) = max{qr(ϕ), qr(ψ)} (podobnie dla innych funktorów
dwuargumentowych);

qr(∃xϕ) = qr(ϕ) + 1.
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Preliminaria logiczne Cz¦±ciowe izomor�zmy

Cz¦±ciowe izomor�zmy

Powiemy, »e struktury A oraz B s¡ m-izomor�czne, gdy istnieje ci¡g
I0, . . . , Im niepustych zbiorów cz¦±ciowych izomor�zmów z A w B taki, »e:

Je±li n + 1 6 m, f ∈ In+1 oraz a ∈ dom(A), to istnieje g ∈ In taki, »e
f ⊆ g oraz a ∈ dom(g).

Je±li n + 1 6 m, f ∈ In+1 oraz b ∈ dom(B), to istnieje g ∈ In taki, »e
f ⊆ g oraz b ∈ rng(g).

Je±li I0, . . . , Im jest ci¡giem o powy»szych wªasno±ciach, to piszemy
(In)n6m : A ∼=m B. Je±li A oraz B s¡ m-izomor�czne, to piszemy A ∼=m B.
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Preliminaria logiczne Cz¦±ciowe izomor�zmy

W dowodzie twierdzenia Fraïssé'go wykorzystujemy nast¦puj¡ce fakty:

Niech (In)n∈ω : A ∼=e B. Wtedy dla ka»dej formuªy ϕ o k zmiennych
wolnych: je±li qr(ϕ) 6 n, f ∈ In oraz a0, . . . ak−1 ∈ dom(f ), to:

A |= ϕ[a0, . . . ak−1] wtedy i tylko wtedy, gdy B |= ϕ[f (a0), . . . f (ak−1)].

Je±li A ∼=m B, to A oraz B speªniaj¡ te same zdania o rz¦dzie
kwanty�katorowym 6 m.

Dla ka»dych n i r istnieje tylko sko«czenie wiele klas równowa»no±ci
wzgl¦dem relacji równowa»no±ci logicznej w zbiorze wszystkich formuª o r

zmiennych wolnych i o rz¦dzie kwanty�katorowym 6 n.

Je±li A ≡ B, to A ∼=e B.

Je±li A i B speªniaj¡ te same zdania o rz¦dzie kwanty�katorowym 6 m, to
A ∼=m B.

Niech σ b¦dzie sko«czona i czysto relacyjna. Wtedy dla ka»dych struktur
A,B ∈ Strσ nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

1 A ∼=m B
2 A i B speªniaj¡ te same zdania o rz¦dzie kwanty�katorowym 6 m.
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Sformuªowanie I Twierdzenia Lindströma

I Twierdzenie Lindströma

Rozwa»amy logiki regularne L takie, »e Lωω 6 L.

Je±li ϕ jest zdaniem Lωω sygnatury σ, to przez ϕ∗ b¦dziemy oznacza¢
zdanie z L o tych samych modelach, co ϕ, czyli takie, »e:

ModσLωω = ModσL(ϕ∗).

Dla zbioru Φ zda« j¦zyka Lωω (ustalonej sygnatury σ) niech:

Φ∗ = {ϕ∗ : ϕ ∈ Φ}.
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Sformuªowanie I Twierdzenia Lindströma

I Twierdzenie Lindströma

I Twierdzenie Lindströma.

Niech L b¦dzie regularna i Lωω 6 L. Je±li L jest zwarta i ma wªasno±¢

Löwenheima-Skolema, to L ∼ Lωω.

Dowód twierdzenia Lindströma nie jest caªkiem prosty � wygodnie jest
najpierw udowodni¢ trzy lematy, a nast¦pnie wywie±¢ z nich samo
twierdzenie.
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Lematy: 1, 2, 3

Lematy: 1, 2, 3

Lemat 1. Je±li L jest zwarta oraz Φ ∪ {ϕ} jest zbiorem zda« logiki L
sygnatury σ takim, »e Φ |=L ϕ, to istnieje sko«czony zbiór Φ0 ⊆ Φ taki, »e
Φ0 |=L ϕ.

Lemat 2. Niech L b¦dzie zwarta oraz ψ ∈ L(σ). Wtedy istnieje sko«czony
zbiór σ0 ⊆ σ taki, »e dla wszystkich A,B ∈ Strσ: je±li A � σ0 ∼= B � σ0, to
A |=L ψ wtedy i tylko wtedy, gdy B |=L ψ.

Lemat 3. Niech L b¦dzie zwarta. Je±li ka»de dwie elementarnie
równowa»ne struktury s¡ tak»e L-równowa»ne, to L ∼ Lωω.
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Dowody lematów: 1, 2, 3

Dowód Lematu 1

Niech L b¦dzie zwarta. Poniewa» L ma wªasno±¢ spójników Boolowskich,
istnieje formuªa ¬ϕ. Dokªadniej, powinni±my pisa¢ np.: ¬Lϕ, ale poniewa»
istotne dalej b¦d¡ jedynie wªasno±ci semantyczne logiki, upraszczamy ten
pedantyczny zapis.

Skoro Φ |=L ϕ, to zbiór Φ ∪ {¬ϕ} nie jest speªnialny. Na mocy zwarto±ci
L, istnieje sko«czony podzbiór Φ0 ⊆ taki, »e Φ0 ∪ {¬ϕ} nie jest speªnialny.
Wtedy jednak Φ0 |=L ϕ, co ko«czy dowód lematu 1.
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Dowody lematów: 1, 2, 3

Dowód Lematu 2

Ograniczymy si¦ do przypadku, gdy σ jest czysto relacyjna (tylko taki
przypadek b¦dzie nam pó¹niej potrzebny). Wybierzmy nowe symbole
jednoargumentowe (predykaty): U, V oraz jednoargumentowy symbol
funkcyjny f . Zbudujemy zbiór Φ zda« w sygnaturze σ ∪ {U,V , f },
�mówi¡cych�, »e f jest izomor�zmem podstruktury generowanej przez U w
podstruktur¦ generowan¡ przez V . Elementami Φ s¡:

∃x U(x), ∃x V (x)

∀x (U(x)→ V (f (x))), ∀y (V (y)→ ∃x (U(x) ∧ f (x) = y))

∀x∀y ((U(x) ∧ V (y) ∧ f (x) = f (y))→ x = y)

∀x1 . . . ∀xn ((U(x1) ∧ . . . ∧ U(xn))→ (R(x1, . . . , xn) ≡
R(f (x1), . . . , f (xn)))

(ostatni z warunków zapisujemy dla ka»dego n-argumentowego predykatu
R ∈ σ; symbol = jest tu predykatem identyczno±ci).
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Dowody lematów: 1, 2, 3

Dowód Lematu 2

Wtedy zachodzi:

(1) Φ∗ |=L (ψU ≡ ψV ).

Udowodnimy (1). Je±li A ∈ Strσ jest taka, »e (A,UA,V A, f A) |=L Φ∗

(czyli (A,UA,V A, f A) |= Φ), to: UA oraz V A s¡ niepuste, a f A � UA jest
izomor�zmem [UA]A na [V A]A. Przypominamy, »e stosujemy nast¦puj¡ce
konwencje notacyjne:

A oznacza dom(A)

UA oznacza interpretacj¦ predykatu U w A

[UA]A oznacza podstruktur¦ struktury A, której uniwersum jest zbiór
UA i której relacje otrzymujemy z relacji w A, ograniczaj¡c je do UA.
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Dowód Lematu 2

Na mocy wªasno±ci izomor�zmu (zobacz: de�nicja logik abstrakcyjnych)
mamy: [UA]A |=L ψ wtedy i tylko wtedy, gdy [V A]A |=L ψ.

Poniewa» L ma wªasno±¢ relatywizacji (zobacz: de�nicja logik regularnych),
wi¦c: (A,UA) |=L ψU wtedy i tylko wtedy, gdy (A,V A) |=L ψV .

Poniewa» L ma wªasno±¢ spójników Boolowskich (zobacz: de�nicja logik
regularnych) oraz wªasno±¢ reduktów (zobacz: de�nicja logik
abstrakcyjnych), wi¦c: (A,UA,V A, f A) |=L ψU ≡ ψV . To ko«czy dowód
warunku (1).
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Dowód Lematu 2

Na mocy zwarto±ci L otrzymujemy sko«czony zbiór Φ0 ⊆ Φ taki, »e:

(2) Φ∗0 |=L (ψU ≡ ψV ).

Poniewa» Φ skªada si¦ ze zda« pierwszego rz¦du, mo»emy wybra¢
sko«czony zbiór σ0 ⊆ σ taki, »e Φ0 skªada si¦ z σ0-zda« (czyli zda« z
j¦zyka o sygnaturze σ0). Poka»emy, »e σ0 speªnia tez¦ lematu 2.

Niech A,B ∈ Strσ i niech π : A � σ0 ∼= B � σ0. Mo»emy zaªo»y¢, »e
dziedziny tych struktur, czyli A i B s¡ rozª¡czne: A ∩ B = ∅. Gdyby tak nie
byªo, to wzi¦liby±my izomor�czn¡ kopi¦ B o uniwersum rozª¡cznym zA,
korzystaj¡c z wªasno±ci izomor�zmu (zobacz: de�nicja logik
abstrakcyjnych).
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Dowód Lematu 2

Zde�niujemy struktur¦ (C,UC ,V C , f C ) ∈ Strσ∪{U,V ,f }. Uniwersum tej
struktury to C = A ∪ B . Jej relacje (i jedn¡ funkcj¦) de�niujemy
nast¦puj¡co:

RC = RA ∪ RB dla R ∈ σ [uwaga: σ jest czysto relacyjna]

UC = A

V C = B

f C de�niujemy tak, aby f C � UC = π.
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Dowód Lematu 2

Wtedy (C,UC ,V C , f C ) jest modelem Φ0, a wi¦c mamy tak»e:

(C,UC ,V C , f C ) |=L Φ∗0.

Na mocy (2) dostajemy: (C,UC ,V C , f C ) |=L (ψU ≡ ψV ).

Poniewa» [UC ]C = A oraz [V C ]C = B, wi¦c (skoro L ma wªasno±¢
spójników Boolowskich oraz relatywizacji): A |=L ψ wtedy i tylko wtedy,
gdy B |=L ψ. To ko«czy dowód lematu 2.
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Dowód Lematu 3

Poniewa» Lωω 6 L (co zakªadali±my na pocz¡tku rozwa»a« w caªym tym
punkcie), wi¦c musimy pokaza¢, »e L 6 Lωω, czyli »e dla ka»dego σ oraz
ka»dego zdania ψ ∈ L(σ) istnieje σ-zdanie pierwszego rz¦du ϕ takie, »e
ModLωω(ϕ) = ModL(ψ).
Niech ψ b¦dzie zdaniem speªnialnym. W przeciwnym przypadku mo»emy
wzi¡¢ za ϕ np. zdanie ∀x ¬x = x i teza lematu b¦dzie trywialnie speªniona.
Twierdzimy, »e:

(1) Dla ka»dej A ∈ ModL(ψ) istnieje σ-zdanie ϕA ∈ L(σ) takie, »e
A |= ϕA oraz ϕ∗A |= ψ.

Jerzy Pogonowski (MEG) Metalogika Twierdzenia Lindströma 31 / 66



Dowody lematów: 1, 2, 3

Dowód Lematu 3

Dowód (1) przeprowadzimy metod¡ wprost. Niech A ∈ ModL(ψ). Wtedy
zachodzi: Th(A)∗ |=L ψ. Jest tak, poniewa» je±li B |=L Th(A)∗, czyli
B |= Th(A), to A ≡ B. Z zaªo»enia mamy A ≡L B, a wi¦c B |=L ψ.

Na mocy zwarto±ci L istnieje liczba r oraz zdania ϕ0, . . . , ϕr ∈ Th(A)
takie, »e {ϕ∗0, . . . , ϕ∗r } |=L ψ. Niech ϕA b¦dzie koniunkcj¡ ϕ0 ∧ . . . ∧ ϕr .
Wtedy ϕA ∈ Th(A), czyli A |= ϕA oraz ϕ∗A |=L ψ. To ko«czy dowód (1).

Na mocy (1) otrzymujemy teraz:

(2) ModL(ψ) =
⋃

A∈ModL(ψ)

ModL(ϕ∗A).
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Dowód Lematu 3

Poka»emy, »e istniej¡ A0, . . . ,An ∈ ModL(ψ) takie, i»:
(3) ModL(ψ) = ModL(ϕ∗A0

) ∪ . . . ∪ModL(ϕ∗An

).
W przeciwnym przypadku (tj. gdyby (3) miaªo nie zachodzi¢), dla ka»dej
sko«czonej liczby modeli A0, . . . ,An ∈ ModL(ψ) mieliby±my:
ModL(ϕ∗A0

) ∪ . . . ∪ModL(ϕ∗An

) & ModL(ψ).
Wtedy ka»dy sko«czony podzbiór zbioru {¬ψ} ∪ {¬ϕ∗A : A ∈ ModL(ψ)}
byªby speªnialny, a wi¦c na mocy zwarto±ci L caªy ten zbiór byªby
speªnialny, co daje sprzeczno±¢ z (2).

Na mocy (3) otrzymujemy:
ModL(ψ) = ModLωω(ϕA0)∪. . .∪ModLωω(ϕAn

) = ModLωω(ϕA0∨. . .∨ϕAn
).

Dla ϕ o postaci ϕA0 ∨ . . . ∨ ϕAn
zachodzi zatem ModLωω = ModL(ψ). To

ko«czy dowód lematu 3.
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Wystarczy pokaza¢, »e L 6 Lωω.

Ponadto, na mocy lematu 3 wystarczy pokaza¢, »e dla wszystkich σ:

(F) Dla wszystkich A,B ∈ Strσ, je±li A ≡ B, to A ≡L B.

Mo»emy przy tym ograniczy¢ si¦ do sygnatur relacyjnych σ, z
nast¦puj¡cego powodu. Je±li (F) zachodzi dla sygnatur relacyjnych σ, to
gdy A ≡ B przechodzimy do σr , Ar oraz Br i otrzymujemy Ar ≡ Br .
Teraz (F) zachodzi dla sygnatur relacyjnych σr i mamy: Ar ≡L Br .
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Na mocy wªasno±ci zamiany symboli funkcyjnych i staªych indywidualnych
na predykaty (zobacz: de�nicja logiki regularnej), dla dowolnego ψ ∈ L(σ)
nast¦puj¡ce warunki s¡ równowa»ne:

A |=L ψ
Ar |=L ψr

Br |=L ψr (poniewa» Ar ≡L Br )

B |=L ψ,

a zatem zachodzi A ≡L B.
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Dowód (F) dla sygnatur relacyjnych σ poprowadzimy nie wprost.
Przypu±¢my, »e dla pewnych A,B ∈ Strσ oraz pewnej ψ ∈ L(σ):

(1) A ≡ B, A |=L ψ oraz B |=L ¬ψ
(jak pami¦tamy, powinni±my wªa±ciwie pisa¢ np. ¬L; korzystamy z tego, »e
L ma wªasno±¢ spójników Boolowskich).
Wybieramy ψ speªniaj¡c¡ (1) oraz (na mocy lematu 2) sko«czon¡ sygnatur¦
σ0 ⊆ σ. Wtedy �znaczenie ψ zale»y tylko od sko«czenie wielu symboli�.
Skoro A ≡ B, to oczywi±cie tak»e A � σ0 ≡ B � σ0, wi¦c na mocy
twierdzenia Fraïssé'go struktury A � σ0 oraz B � σ0 s¡ sko«czenie
izomor�czne. Otrzymujemy zatem, dla odpowiedniego (In)n∈ω:

(2) (In)n∈ω : A � σ0 ∼=e B � σ0, A |=L ψ, B |=L ¬ψ.
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Istota dowodu zasadza si¦ w tym, aby otrzyma¢ teraz (na mocy wªasno±ci
zwarto±ci oraz wªasno±ci Löwenheima-Skolema) struktury przeliczalne A′

oraz B′ takie, »e:

(3) A′ � σ0 ∼=p B′ � σ0, A′ |=L ψ, B′ |=L ¬ψ.

Gdy otrzymamy (3), to twierdzenie b¦dzie udowodnione: poniewa»
przeliczalne cz¦±ciowo izomor�czne struktury A′ � σ0 oraz B′ � σ0 s¡
izomor�czne, a zatem, na mocy wyboru σ0 mamy: A′ |=L ψ wtedy i tylko
wtedy, gdy B′ |=L ψ, a to jest sprzeczno±¢ z (3). Trzeba zatem odrzuci¢
przypuszczenie dowodu nie wprost warunku (F) i twierdzenie zachodzi.
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Trzeba wi¦c jedynie udowodni¢ (3). Dowód mo»e sprawia¢ wra»enie nieco
zawiªego. B¦dziemy, intuicyjnie mówi¡c, podawa¢ �opis� warunku (2) w
logice L. Mo»emy zaªo»y¢, »e A i B , czyli dziedziny struktur A i,
odpowiednio, B, s¡ rozª¡czne. Pami¦tajmy tak»e, »e sygnatura σ jest
czysto relacyjna. Tworzymy sygnatur¦ σ+ dodaj¡c do σ nowe symbole:

jednoargumentowy symbol funkcyjny f

jednoargumentowe predykaty P,U,V

dwuargumentowe predykaty <, I

trójargumentowy predykat G .

Zbudujemy struktur¦ C ∈ Strσ+ , której uniwersum C b¦dzie zawieraªo
uniwersa struktur A oraz B, a tak»e (jako elementy) wszystkie cz¦±ciowe
izomor�zmy In. W ten sposób L �opisze� sko«czon¡ izomor�czno±¢
(In)n∈ω : A � σ0 ∼=e B � σ0.
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Niech zatem:

(a) C = A ∪ B ∪ ω ∪
⋃
n∈ω

In

(b) UC = A oraz [UC ]C�σ0 = A

(c) V C = B oraz [V C ]C�σ0 = B

(d) <C jest naturalnym porz¡dkiem w ω, a f C � ω jest funkcj¡
poprzednika, czyli f C (n + 1) = n, a f C (0) = 0

(e) PC =
⋃
n∈ω

In

(f) IC (n, p) wtedy i tylko wtedy, gdy n ∈ ω oraz p ∈ In

(g) GC (p, a, b) wtedy i tylko wtedy, gdy PC (p), a ∈ dom(p) oraz
p(a) = b.
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Teraz zbudujemy koniunkcj¦ χ sko«czenie wielu poni»szych zda« (i)�(viii) z
L(σ+), dla której C b¦dzie modelem.

(i) ∀p (P(p)→ ∀x∀y (G (p, x , y)→ (U(x) ∧ V (y))))

(ii) ∀p (P(p)→ ∀x∀y∀u∀v ((G (p, x , y) ∧ G (p, u, v))→ (x = u ∧ y = v)))

(iii) ∀p (P(p)→ ∀x1 . . . xn∀y1 . . . yn ((G (p, x1, y1) ∧ . . . ∧ G (p, xn, yn))→
(R(x1, . . . , xn) ≡ R(y1, . . . yn))))

dla ka»dego n-argumentowego predykatu R ∈ σ0
(iv) aksjomaty cz¦±ciowego porz¡dku dla < oraz fakt,»e pole < jest
uporz¡dkowane przez < wraz z funkcj¡ poprzednika f :

∀x (∃y (y < x)→ (f (x) < x ∧ ¬∃z (f (x) < z ∧ z < x)))

(v) ∀x (∃y (x < y ∨ y < x)→ ∃p (P(p) ∧ I (x , p)))

(czyli: je±li x jest w polu <, to Ix = {p : P(p) ∧ I (x , p)} 6= ∅)
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(vi) ∀x∀p∀u ((f (x) < x ∧ I (x , p) ∧ U(u))→
∃q∃v (I (f (x), q) ∧ G (q, u, v) ∧ ∀x ′∀y ′ (G (p, x ′, y ′)→ G (q, x ′, y ′))))

(to jest, jak wida¢, wªasno±¢ rozszerzania cz¦±ciowych izomor�zmów �w
przód�)

(vii) ∀x∀p∀v ((f (x) < x ∧ I (x , p) ∧ V (v))→
∃q∃u (I (f (x), q) ∧ G (q, u, v) ∧ ∀x ′∀y ′ (G (p, x ′, y ′)→ G (q, x ′, y ′))))

(to jest, jak wida¢, wªasno±¢ rozszerzania cz¦±ciowych izomor�zmów �w tyª�)

(viii) ∃x U(x) ∧ ∃y V (y) ∧ ψU ∧ (¬ψ)V

(pami¦tamy, »e UC = A, V C = B oraz A |=L ψ i B |=L ¬ψ).

Uwaga: tu (i wcze±niej) u»ywamy predykatu identyczno±ci =, którego nie nale»y
myli¢ z (metaj¦zykowym) symbolem relacji identyczno±ci =.
Na mocy (i)�(iii), G opisuje wykres cz¦±ciowego izomor�zmu z σ0-podstruktury
generowanej przez U w σ0-podstruktur¦ generowan¡ przez V .
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Wybieramy now¡ staª¡ indywidualn¡ c . Termy c , f (c), f (f (c)), . . .
b¦dziemy oznacza¢ f 0c , f 1c, f 2c , . . .. Niech
Ψ = {χ} ∪ {f n+1c < f nc : n ∈ ω}.

Ka»dy sko«czony podzbiór zbioru Ψ ma model, a mianowicie model
C′ = (C, cC

′
), gdzie cC

′
jest wystarczaj¡co du»¡ liczb¡ naturaln¡. Na mocy

zwarto±ci logiki L istnieje model (D, cD) dla caªego zbioru Ψ.

Zbiór D zawiera niesko«czony ci¡g <D -zst¦puj¡cy, a mianowicie:
. . . (f 2c)D <D (f 1c)D <D cD . Potrzebujemy przeliczalnego modelu o tej
wªasno±ci. Nie mo»emy jednak skorzysta¢ bezpo±rednio z wªasno±ci
Löwenheima-Skolema, bo dotyczy ona tylko pojedynczych zda«, a zbiór Ψ
jest niesko«czonym zbiorem zda«.
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Rozszerzamy teraz sygnatur¦ σ+ ∪ {c} o nowy jednoargumentowy predykat
Q. Niech ϑ b¦dzie (σ+ ∪ {c ,Q})-zdaniem:

Q(c) ∧ ∀x (Q(x)→ (f (x) < x ∧ Q(f (x))))

(wida¢, »e Q jest podzbiorem pola <: Q zawiera c i ka»dy element Q ma
bezpo±redni poprzednik, który tak»e nale»y do Q).

Niech QD = {(f nc)D : n ∈ ω}. Wtedy (D, cD ,QD) |=L χ ∧ ϑ.

Poniewa» χ ∧ ϑ jest speªnialna, wi¦c na mocy wªasno±ci
Löwenheima-Skolema istnieje (co najwy»ej) przeliczalny model (E, cE ,QE )
dla χ ∧ ϑ.
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Skoro w E zachodzi (viii), to UE 6= ∅ oraz V E 6= ∅. Poniewa» σ jest
relacyjna, wi¦c UE oraz V E s¡ uniwersami podstruktur. Niech:

A′ = [UE ]E�σ

B′ = [V E ]E�σ.

Poka»emy, »e (co najwy»ej) przeliczalne struktury A′ oraz B′ speªniaj¡ (3).
Na mocy (viii) mamy: E |=L ψU oraz E |=L (¬ψ)V , a st¡d otrzymujemy
(na mocy wªasno±ci relatywizacji):
(4) A′ |=L ψ, B′ |=L ¬ψ.

Z warunków (i)�(iii) wiemy, »e ka»dy p ∈ PE odpowiada cz¦±ciowemu
izomor�zmowi z A′ � σ0 w B′ � σ0 (b¦dziemy ka»dy taki cz¦±ciowy
izomor�zm oznacza¢ przez p).
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Poniewa» (E, cE ,QE ) |= ϑ, wi¦c dla ka»dej n ∈ ω element en = (f nc)E

nale»y do QE oraz elementy en tworz¡ ci¡g zst¦puj¡cy:

. . . e3 <
E e2 <

E e1 <
E e0.

Niech I = {p : istnieje n taka, »e IE (en, p)}. Na mocy (v) otrzymujemy, »e
I 6= ∅. Na mocy (vi) oraz (vii) otrzymujemy, »e I ma wªasno±¢ rozszerzania
w przód i w tyª.

Dostajemy zatem:

(5) I : A′ � σ0 ∼=p B′ � σ0.

Teraz (4) i (5) daj¡ ª¡cznie (3). Tym samym, dowód I Twierdzenia
Lindströma jest zako«czony.
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Zakªadamy, »e czytelnik ma podstawowe wiadomo±ci dotycz¡ce
elementarnej teorii rekursji, a wi¦c »e zna np. poj¦cie zbioru
rekurencyjnego, zbioru rekurencyjnie przeliczalnego, funkcji rekurencyjnej,
itp.
Powiemy, »e logika L jest efektywna, gdy dla ka»dej rekurencyjnej
sygnatury σ zbiór L(σ) jest rekurencyjny oraz dla ka»dego zdania ψ ∈ L(σ)
istnieje sko«czona σ0 ⊆ σ taka, »e ψ ∈ L(σ0).

Niech logiki L i L′ b¦d¡ efektywne. Piszemy:

(a) L 6e� L′ wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje funkcja rekurencyjna F

taka, »e dla ka»dego ψ ∈ L(σ) mamy: F (ψ) ∈ L′(σ) oraz
ModσL(ψ) = ModσL′(F (ψ)).

(b) L ∼e� L′ wtedy i tylko wtedy, gdy L 6e� L′ oraz L′ 6e� L. Je±li
L ∼e� L′, to mówimy, »e L i L′ s¡ efektywnie równowa»ne.
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Dla przykªadu:

Lωω, logika drugiego rz¦du L2, sªaba logika drugiego rz¦du Lw2,
logika L(Q1) (czyli logika z kwanty�katorem �istnieje nieprzeliczalnie
wiele�) s¡ efektywne;

Lω1ω nie jest efektywna;

Lωω 6e� Lw2;
Lw2 6e� L2.
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Mówimy, »e logika L jest efektywnie regularna, gdy L jest efektywna
oraz dla ka»dej rekurencyjnej sygnatury σ zachodz¡ nast¦puj¡ce warunki:

(i) istniej¡ funkcje rekurencyjne ϕ 7→ ¬ϕ oraz (ϕ,ψ) 7→ ϕ ∨ ψ (i
podobnie dla pozostaªych spójników)

(ii) dla ka»dego jednoargumentowego predykatu U istnieje funkcja
rekurencyjna ϕ 7→ ϕU

(iii) istnieje funkcja rekurencyjna ϕ 7→ ϕr (przy tym sygnatura σr musi
by¢ rekurencyjna).
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Niech logika L b¦dzie efektywna. Mówimy, »e zbiór zda« prawdziwych
logiki L jest rekurencyjnie przeliczalny, gdy dla ka»dej rekurencyjnej
sygnatury σ zbiór {ϕ ∈ L(σ) : ∅ |=L ϕ} jest rekurencyjnie przeliczalny.
Mówi¡c, »e ten ostatni zbiór jest rekurencyjnie przeliczalny mamy
oczywi±cie na my±li to, »e zbiór kodów jego elementów (uzyskanych przez
jak¡± funkcj¦ rekurencyjn¡, czyli np. przez numeracj¦ Gödlowsk¡) jest
rekurencyjnie przeliczalny.

II Twierdzenie Lindströma.

Niech L b¦dzie efektywnie regularna i Lωω 6e� L. Je±li L ma wªasno±¢

Löwenheima-Skolema oraz zbiór zda« prawdziwych logiki L jest

rekurencyjnie przeliczalny, to Lωω ∼e� L.
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Lematy: 4, 5

Lemat 4

Lemat 4. Niech L b¦dzie logik¡ regularn¡, Lωω 6 L. Niech L b¦dzie
zwarta i niech ma wªasno±¢ Löwenheima-Skolema. Niech wreszcie σ0
b¦dzie sko«czon¡ sygnatur¡ czysto relacyjn¡, c staª¡ indywidualn¡ spoza
σ0 oraz ψ niech b¦dzie σ0-zdaniem logiki L. Niech dla ka»dego m ∈ ω
istniej¡ struktury Am, Bm takie, »e:

(†) Am
∼=m Bm, Am |=L ψ, Bm |=L ¬ψ.

Wtedy istnieje σ1-zdanie χ1, gdzie σ0 ∪ {<, c} ⊆ σ1 oraz σ1 jest
sko«czona, takie, »e:

(a) Je±li A |=L χ1, to (A, <A) jest cz¦±ciowym porz¡dkiem, a cA

elementem A o sko«czonej liczbie <A-poprzedników.

(b) Dla ka»dej m ∈ ω istnieje A taka, »e A |= χ1 oraz cA ma co
najmniej m <A-poprzedników.
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Lematy: 4, 5

Lemat 5

Lemat 5. Niech L b¦dzie logik¡ regularn¡, Lωω 6 L. Niech σ b¦dzie
sko«czon¡ sygnatur¡ czysto relacyjn¡. Je±li dla ψ ∈ L(σ) nie istnieje zdanie
pierwszego rz¦du o tych samych modelach, co ψ, to dla ka»dego m ∈ ω
istniej¡ struktury Am,Bm ∈ Strσ takie, »e:

(‡) Am
∼=m Bm, Am |=L ψ oraz Bm |=L ¬ψ.
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Dowody lematów: 4, 5

Dowód lematu 4

W oznaczeniach dowodu I Twierdzenia Lindströma, niech σ = σ0,
σ1 = σ+ ∪ {c} oraz χ1 niech b¦dzie koniunkcj¡ χ i zdania stwierdzaj¡cego,
»e c le»y w polu <.
Najpierw udowodnimy (b). Niech dla danej m ∈ ω struktury Am, Bm

speªniaj¡ (†) oraz niech (In)n6m : Am
∼= Bm.

De�niujemy C tak, jak w dowodzie I Twierdzenia Lindströma, z
nast¦puj¡cymi mody�kacjami:

(i) <C jest naturalnym porz¡dkiem na {0, 1, . . . ,m}
(ii) PC =

⋃
n6m

In.

Niech cC = m. Wtedy (C, cC ) speªnia (b).
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Dowody lematów: 4, 5

Dowód lematu 4

Dla dowodu (nie wprost) (a), przypu±¢my, »e istnieje model (D, cD) dla
χ1, w którym cD ma niesko«czenie wiele <D -poprzedników.

Tak jak w dowodzie I Twierdzenia Lindströma, z (D, cD) otrzymujemy
dwie izomor�czne struktury A′ i B′ takie, »e: A′ |=L ψ oraz B′ |=L ¬ψ.

To daje sprzeczno±¢ (izomor�czne modele musz¡ speªnia¢ dokªadnie te
same zdania), a wi¦c przypuszczenie dowodu nie wprost trzeba odrzuci¢.
Tym samym dowód (a) oraz caªego lematu 4 jest zako«czony.
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Dowody lematów: 4, 5

Dowód lematu 5

Zaªó»my, »e ψ jest speªnialna. W przeciwnym przypadku, teza lematu
speªniona jest trywialnie: ModL(ψ) = ModLωω(∃v ¬v = v).
Przeprowadzimy dowód nie wprost. Przypu±¢my, »e dla pewnej m ∈ ω oraz
wszystkich struktur A,B ∈ Strσ:

(1) je±li A ∼=m B, to A |=L ψ wtedy i tylko wtedy, gdy B |=L ψ.

Niech ϕ0, . . . , ϕk b¦d¡ wszystkimi nierównowa»nymi logicznie zdaniami
pierwszego rz¦du o rz¦dzie kwanty�katorowym 6 m. Pami¦tamy, »e je±li σ
b¦dzie sko«czon¡ sygnatur¡ czysto relacyjn¡, to istnieje tylko sko«czenie
wiele takich nierównowa»nych logicznie formuª (dowodzimy tego faktu w
KRP, przez indukcj¦ po zªo»ono±ci formuª). Wtedy:

(2) A ∼=m B wtedy i tylko wtedy, gdy dla wszystkich 0 6 i 6 k mamy:
A |= ϕi wtedy i tylko wtedy, gdy B |= ϕi .
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Dowody lematów: 4, 5

Dowód lematu 5

Dla A ∈ Strσ niech ϕA b¦dzie koniunkcj¡ wszystkich zda« ze zbioru:

{ϕi : 0 6 i 6 k ∧ A |= ϕi} ∪ {¬ϕi : 0 6 i 6 k ∧ A |= ¬ϕi}.

Na mocy (2) mamy wtedy, dla dowolnej B:

(3) A ∼=m B wtedy i tylko wtedy, gdy B |= ϕA.

Niech ϕ b¦dzie alternatyw¡ (sko«czenie wielu!) zda« ϕA, dla których
zachodzi A |= ψ, czyli ϕ jest zdaniem:

(4)
∨
{ϕA : A ∈ Strσ oraz A |= ψ}.

Poka»emy, »e:

(5) ModL(ψ) = ModLωω(ϕ)

i uzyskamy sprzeczno±¢ z przypuszczeniem dowodu nie wprost.
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Dowody lematów: 4, 5

Dowód lematu 5

Je±li B jest modelem ψ, to ϕB nale»y do alternatywy (4) (jest jednym z jej
czªonów). Poniewa» B |= ϕB, wi¦c B |= ϕ.

Je±li, z drugiej strony, B |= ϕ, to (na mocy (4)) istnieje A taka, »e
A |=L ψ oraz B |= ϕA. Na mocy (3) mamy wtedy A ∼=m B, a na mocy
(1) mamy B |=L ψ.

Mamy st¡d sprzeczno±¢, gdy» równowa»no±¢: B |=L ψ wtedy i tylko wtedy,
gdy B |= ϕ oznacza, »e ModL(ψ) = ModLωω(ϕ). Tak wi¦c, przypuszczenie
dowodu nie wprost musimy odrzuci¢, co ko«czy dowód lematu 5.
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Dowody lematów: 4, 5 Twierdzenie Traktenbrota

Twierdzenie Traktenbrota

W dowodzie II Twierdzenia Lindströma wykorzystujemy te»:

Twierdzenie Traktenbrota.
Istnieje sko«czona sygnatura σ taka, »e zbiór (numerów) wszystkich zda«

(j¦zyka KRP o sygnaturze σ) prawdziwych we wszystkich strukturach

sko«czonych nale»¡cych do Strσ nie jest rekurencyjnie przeliczalny.

Dowód Twierdzenia Traktenbrota znale¹¢ mo»na w dodatkach
zamieszczonych na stronie tych wykªadów:

Stephen Simpson: Theorems of Church and Trakhtenbrot,

Jouko Väänänen: A Short Course on Finite Model Theory.
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Dowód II Twierdzenia Lindströma

Dowód II Twierdzenia Lindströma

Niech L speªnia zaªo»enia twierdzenia. Poka»emy, »e L 6e� Lωω w dwóch
krokach:

(∗) Najpierw poka»emy, »e speªniony jest nast¦puj¡cy warunek:

(F) Dla ka»dej rekurencyjnej sygnatury σ oraz ka»dego ψ ∈ L(σ)
istnieje ϕ ∈ Lωω(σ) takie, »e ModL(ψ) = Mod(ϕ).

(∗∗) Potem poka»emy, »e przej±cie od ψ do φ jest efektywne.

Poniewa» L jest efektywna, wi¦c wystarczy rozwa»a¢ sko«czone sygnatury
rekurencyjne. Poniewa» dla L istnieje efektywny odpowiednik wªasno±ci
zast¦powania symboli funkcyjnych i staªych indywidualnych przez
predykaty, mo»emy ograniczy¢ si¦ do sygnatur σ czysto relacyjnych.
Niech zatem σ b¦dzie: rekurencyjna, sko«czona i relacyjna.
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Dowód II Twierdzenia Lindströma

Dowód II Twierdzenia Lindströma

Poprowadzimy dowód kroku (∗) metod¡ nie wprost, korzystaj¡c z lematów
4 i 5 oraz z Twierdzenia Traktenbrota.
Przypuszczamy zatem, »e (F) nie zachodzi, czyli »e ψ ∈ L(σ) oraz »e
»adne zdanie pierwszego rz¦du nie ma dokªadnie tych samych modeli co ψ.
Na mocy lematu 5, dla ka»dej m istniej¡ Am,Bm ∈ Strσ takie, »e:

Am
∼=m Bm

Am |=L ψ
Bm |=L ¬ψ.

Speªnione s¡ wi¦c zaªo»enia lematu 4. Istniej¡ zatem: sygnatura σ1 oraz
zdanie χ1 z tezy tego lematu.
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Dowód II Twierdzenia Lindströma

Dowód II Twierdzenia Lindströma

Rozszerzamy σ1 przez dodanie jednoargumentowego predykatu W i
rozwa»amy zdanie ϑ ∈ L(σ1 ∪ {W }) o nast¦puj¡cej postaci:
χ1 ∧ ∃x W (x) ∧ ∀x (W (x)→ x < c).
Na mocy wªasno±ci zdania χ1 mamy wtedy:

(a) Je±li A ∈ Strσ1∪{W } oraz A |=L ϑ, to zbiór W A jest niepusty i
sko«czony.

(b) Dla ka»dej m > 1 istnieje A taka, »e A |= ϑ oraz W A ma
dokªadnie m elementów.

Tak wi¦c, je±li A przebiega wszystkie modele zdania ϑ, to W A przebiega
wszystkie (niepuste) zbiory sko«czone (pami¦tajmy, »e wszystkie rozwa»ane
logiki maj¡ wªasno±¢ izomor�zmu).
Z powy»szych warunków (a) i (b) otrzymamy sprzeczno±¢ z
przypuszczeniem dowodu nie wprost.
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Dowód II Twierdzenia Lindströma

Dowód II Twierdzenia Lindströma

Na mocy twierdzenia Traktenbrota istnieje rekurencyjna i sko«czona
sygnatura σ2 taka, »e zbiór wszystkich σ2-zda« prawdziwych we wszystkich
strukturach sko«czonych (tej sygnatury) nie jest zbiorem rekurencyjnie
przeliczalnym.
Mo»emy zaªo»y¢, »e σ2 jest czysto relacyjna i rozª¡czna z σ1 ∪ {W }.
Niech F b¦dzie odwzorowaniem rekurencyjnym ϕ 7→ F (ϕ), ze zbioru L(σ2)
w L(σ2) takim, »e Mod(ϕ) = Mod(F (ϕ)). Wtedy dla wszystkich zda«
ϕ ∈ L(σ2):

(�) ϕ jest prawdziwe we wszystkich strukturach sko«czonych
(sygnatury σ2) wtedy i tylko wtedy, gdy |=L ϑ→ (F (ϕ))W .

Aby udowodni¢ równowa»no±¢ (�), trzeba dowie±¢ implikacji prostej oraz
odwrotnej.
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Dowód II Twierdzenia Lindströma

Dowód II Twierdzenia Lindströma

⇒ Niech ϕ b¦dzie prawdziwe we wszystkich strukturach sko«czonych oraz
A ∈ Strσ1∪{W }∪σ2 b¦dzie taka, »e A |=L ϑ. Na mocy (a), W A jest

niepusty i sko«czony, a wi¦c [W A]A�σ2 |=L ϕ, a st¡d [W A]A�σ2 |=L F (ϕ).
Wtedy A � σ2 |=L (F (ϕ))W .

⇐ Na mocy (b), dla ka»dej m > 1 istnieje A taka, »e A |= ϑ i W A ma
dokªadnie m elementów. St¡d A |=L (F (ϕ))W , czyli A |=L ϕW .
W konsekwencji, [W A]A�σ2 |= ϕ.

To ko«czy dowód (�), a tym samym dowód kroku (∗).
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Dowód II Twierdzenia Lindströma

Dowód II Twierdzenia Lindströma

Przechodzimy do dowodu kroku (∗∗). Niech gσL b¦dzie funkcj¡
rekurencyjn¡, przypisuj¡c¡ numery (np. numery Gödlowskie) zdaniom logiki
L, czyli zdaniom ustalonej sygnatury rekurencyjnej σ.

Na mocy faktu, »e zbiór zda« prawdziwych logiki L jest rekurencyjnie
przeliczalny, dla ka»dej rekurencyjnej sygnatury σ istnieje dwuargumentowa
relacja rekurencyjna, powiedzmy R , taka, »e dla wszystkich zda« ϕ ∈ L(σ):

|=L ϕ wtedy i tylko wtedy, gdy ∃m R(m, gσL(ϕ)).
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Dowód II Twierdzenia Lindströma

Dowód II Twierdzenia Lindströma

Ustalmy wyliczenie 〈ψn : n ∈ ω〉 wszystkich σ-zda« logiki Lωω takie, »e
przyporz¡dkowanie n 7→ gσLωω(ψn) jest rekurencyjne. Niech G b¦dzie
funkcj¡ rekurencyjn¡ tak¡, »e dla σ-zda« logiki L:

G (gσL(ϕ)) = ((µ〈m, n〉)R(m, gσL(ϕ ≡L (ψn)L)))1

(tu 〈〉 jest np. pierwotnie rekurencyjn¡ funkcj¡ koduj¡c¡ (pary) Cantora, a
()1 jest pierwotnie rekurencyjn¡ funkcj¡ rzutu, na pierwszy argument pary;
µ x [. . .] jest efektywnym µ-operatorem, czytanym: �najmniejsze x takie, »e
[. . .]�). Powy»ej zaznaczyli±my wyra¹nie, »e bierzemy spójnik
równowa»no±ci z logiki L oraz, »e rozwa»amy �przekªad� formuªy ψn na
stosowne zdanie logiki L.

Niech ϕ∗ b¦dzie formuª¡ ψG(gσL(ϕ)). Wtedy rekurencyjne odwzorowanie
ϕ 7→ ϕ∗ po±wiadcza, »e L 6e� Lωω. Dowód II Twierdzenia Lindströma
zostaª tym samym zako«czony.
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Inne twierdzenia limitacyjne

Inne twierdzenia limitacyjne

Oprócz powy»szych twierdze« Lindströma, znaleziono caªy szereg innych
jeszcze twierdze«, charakteryzuj¡cych logiki abstrakcyjne maksymalne je±li
chodzi o wybrane (zestawy) wªasno±ci, np.:

wªasno±¢ Betha,

wªasno±ci interpolacyjne,

wªasno±¢ Karp.

Twierdzenia te dotycz¡ zarówno logik z uogólnionymi kwanty�katorami, jak
i logik in�nitarnych. Tak»e logiki wy»szych rz¦dów mog¡ by¢ oczywi±cie
traktowane jako logiki abstrakcyjne w omówionym wy»ej sensie.
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