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Wprowadzenie

Plan na dzi±:

Argumenty dedukcyjne � przykªady

1 O dowodach nie wprost
2 O wnioskowaniach erotetycznych
3 Smutna Ziuta
4 Reguªa Stalina
5 Kapitalizm, recesja, bezrobocie i bieda
6 Magdola w szpitalach (A, B, C)
7 Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste
8 Uwaga na kapust¦

Dodatek: Wielkie Twierdzenie Apta.
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Argumenty dedukcyjne

Wracamy do omawiania procesu przekonywania.
Na pocz¡tek przyjrzymy si¦ wybranym przykªadom argumentów
dedukcyjnych.
Wyró»niona rola peªniona przez te argumenty polega na tym, i» oparte s¡
one na wynikaniu logicznym.
Oznacza to, »e je±li przesªanki argumentu s¡ prawdziwe, to wniosek (teza,
konkluzja) tego argumentu nie mo»e by¢ faªszywy (faªszywa).
W precyzyjnej de�nicji wynikania logicznego eliminuje si¦ oczywi±cie
wyst¦puj¡c¡ w powy»szym okre±leniu modalno±¢.
Przypomnijmy, »e de�nicja ta jest formuªowana zawsze dla ±ci±le
okre±lonego j¦zyka.
Uwaga. Poj¦cie wynikania logicznego nie ma bezpo±redniego zastosowania
do j¦zyków naturalnych (etnicznych). Mówi¡c o wynikaniu (a tak»e o
innych zale»no±ciach logicznych � np. o sprzeczno±ci, wykluczaniu, itd.)
dla zda« j¦zyków naturalnych odwoªujemy si¦ zawsze wybranych aspektów
struktur skªadniowych rozwa»anych zda« oraz do ich przekªadu na stosowny
j¦zyk formalny (dla którego jest okre±lone poj¦cie wynikania logicznego).
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Argumenty dedukcyjne

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

Uzasadnianie przekona« zwi¡zane jest z (obiektywn¡, niezale»n¡ od
podmiotów poznaj¡cych) relacj¡ wynikania logicznego. Poprzedniki tej
relacji nazywamy racjami, a jej nast¦pniki nast¦pstwami.

Racja −→ Nast¦pstwo
Wynikanie logiczne

Na mocy de�nicji wynikania logicznego (znanej z kursu logiki), nast¦pstwo
nie mo»e by¢ faªszywe przy prawdziwej racji.
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Argumenty dedukcyjne

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

Poszczególne czªony relacji wynikania logicznego mog¡ by¢ znane b¡d¹
nieznane, a tak»e prawdziwe lub faªszywe. W zale»no±ci od tego, mamy
ró»ne typy uzasadnie« (a wi¦c poszukiwa« czªonu nieznanego).

Racja Prawdziwa Faªszywa
Znana x1 x2

Nieznana x3 x4

Nast¦pstwo Prawdziwe Faªszywe
Znane y1 y2

Nieznane y3 y4

Nie wszystkie ukªady (xi , yj) (gdzie 1 6 i , j 6 4) s¡ mo»liwe. Nadto,
niektóre z mo»liwych nie s¡ interesuj¡ce.
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Argumenty dedukcyjne

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

Do najwa»niejszych (interesuj¡cych metodologi¦ nauk) nale»¡ nast¦puj¡ce
z powy»szych mo»liwo±ci:

dowodzenie

wyja±nianie

sprawdzanie (kon�rmacja i falsy�kacja).

Jak pami¦tamy z pierwszych dwóch wykªadów, w teorii argumentacji
zajmujemy si¦ wszelkimi zwi¡zkami inferencyjnymi mi¦dzy przesªankami a
tez¡. Dowodzenie jest argumentacj¡, jak zobaczymy za chwil¦. Nie ma
powszechnej zgody, czy do przedmiotu zainteresowania teorii argumentacji
wª¡cza¢ wyja±nianie oraz sprawdzanie.
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Argumenty dedukcyjne

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

W dowodzeniu dla znanej prawdziwej racji szukamy jej (nieznanych dot¡d)
prawdziwych nast¦pstw.

W wyja±nianiu dla znanego prawdziwego nast¦pstwa szukamy jego
(nieznanej dot¡d) prawdziwej racji.

W przypadku sprawdzania, mamy jakie± zdanie, traktowane jako racja o
nieznanej warto±ci logicznej i szukamy jej nast¦pstw. W przypadku
znalezienia nast¦pstw faªszywych mamy do czynienia z falsy�kacj¡, a dla
nast¦pstw prawdziwych � z kon�rmacj¡.
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Argumenty dedukcyjne

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

Procedury DEDUKCYJNE i INDUKCYJNE:

DEDUKCJA WYNIKANIE REDUKCJA
LOGICZNE (INDUKCJA)

Przesªanka RACJA Wniosek
↓ ⇓ ↑

Wniosek NAST�PSTWO Przesªanka

Wa»nym rodzajem dowodzenia jest dowód nie wprost.
Jest u»ywany cz¦sto w argumentacji (dyskusji, sporze), np. gdy chcemy
wykaza¢, i» zaªo»enia czynione przez oponenta prowadz¡ do sprzeczno±ci.

Jerzy Pogonowski (MEG) O przekonaniach i przekonywaniu (5) 28 marca 2007 8 / 59



Dwa szkolne przykªady dowodów nie wprost

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

Zaczynamy od tego, co lubicie najbardziej, tj. od matematyki i logiki
matematycznej.

Typow¡ (a wªa±ciwie: jedyn¡) form¡ uzasadniania twierdze« w naukach
formalnych (matematyce oraz logice matematycznej) jest DOWODZENIE,
a wi¦c procedura szukania prawdziwych nast¦pstw dla znanych i
prawdziwych racji.
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Dwa szkolne przykªady dowodów nie wprost

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

Przykªady dowodów.

1. Liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele.
Przypu±¢my, »e jest tylko sko«czenie wiele liczb pierwszych (tj. takich liczb
n, które maj¡ dokªadnie dwa podzielniki: 1 oraz n): 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17,. . . ,p
Zatem p jest (rzekomo) najwi¦ksz¡ liczb¡ pierwsz¡.
Tworzymy iloczyn: m = 2 · 3 · 5 · 7 · 11 · 13 · 17 · . . . · p (rzekomo) wszystkich
liczb pierwszych.
Liczba m + 1 jest liczb¡ pierwsz¡, poniewa» nie dzieli si¦ bez reszty przez
»adn¡ z liczb pierwszych 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17,. . . ,p. Nadto, m + 1 jest
wi¦ksza od p.
Otrzymujemy sprzeczno±¢: m + 1 jest liczb¡ pierwsz¡ wi¦ksz¡ od
(rzekomo) najwi¦kszej liczby pierwszej p. Zatem, musimy odrzuci¢
przypuszczenie, i» liczb pierwszych jest sko«czenie wiele. W konsekwencji,
liczb pierwszych jest niesko«czenie wiele. Nie istnieje najwi¦ksza liczba
pierwsza.
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Dwa szkolne przykªady dowodów nie wprost

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

2. Istniej¡ liczby niewymierne. Przypomnimy szkolny dowód, i»
√
2 nie jest

liczb¡ wymiern¡, tj. nie jest równa ilorazowi a
b dla »adnych liczb

caªkowitych a oraz b takich, »e b 6= 0 oraz a i b s¡ wzgl¦dnie pierwsze (tzn.
nie maj¡ wspólnego podzielnika ró»nego od którejkolwiek z nich i > 1).
Przypu±¢my, a contrario, »e istniej¡ takie a oraz b. Wtedy:√
2 = a

b
2 = a2

b2
2 · b2 = a2

Poniewa» lewa strona tego równania jest liczb¡ parzyst¡, wi¦c prawa te».
Je±li a2 jest parzysta, to i a jest parzysta. St¡d a = 2 · c dla pewnego c i
mamy:
2 · b2 = (2 · c)2

2 · b2 = 4 · c2
b2 = 2 · c2
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Dwa szkolne przykªady dowodów nie wprost

Uzasadnienia a wynikanie logiczne

Prawa strona tego równania jest liczb¡ parzyst¡, a wi¦c tak»e b2 jest liczb¡
parzyst¡. St¡d, b jest liczb¡ parzyst¡ i otrzymujemy sprzeczno±¢ z
przypuszczeniem, i» a oraz b s¡ wzgl¦dnie pierwsze: wszak pokazali±my
przed chwil¡, »e obie s¡ parzyste (a wi¦c obie dziel¡ si¦ bez reszty przez 2).
Zatem musimy odrzuci¢ uczynione przypuszczenie, »e

√
2 jest liczb¡

wymiern¡. Ostatecznie,
√
2 nie jest liczb¡ wymiern¡.

Uwaga. Odkrycie liczb niewymiernych, dokonane przez Pitagorejczyków,
byªo � mo»na bez przesady u»y¢ tego okre±lenia � szokiem
cywilizacyjnym. To tak, jakby± ujrzaªa DUCHA: oto okazuje si¦, »e w
Kosmosie, który (wedle Pitagorejczyków) rz¡dzony jest wyª¡cznie przez
Liczby (wymierne) istniej¡ byty, niedost¦pne dotychczasowemu rozumieniu
poj¦cia liczby.
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Argumenty dedukcyjne

Na kursie logiki poznali Pa«stwo niektóre z metod dowodowych u»ywanych
w logice matematycznej:

metoda aksjomatyczna;

metoda zaªo»eniowa;

dedukcja naturalna;

rachunki sekwentów;

metoda rezolucji;

metoda tablic analitycznych (drzew semantycznych).

Podamy teraz kilka przykªadów argumentacji dedukcyjnych. Wa»n¡ rol¦
b¦d¡ peªni¢: dowody nie wprost oraz wnioskowania erotetyczne (czyli
zwi¡zane z zadawaniem pyta«).
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Wnioskowania erotetyczne

Cho¢ pytania nie s¡ ani prawdziwe, ani faªszywe, u»ywamy ich jednak w
rozumowaniach, a wi¦c np. w ustaleniach, czy zachodzi wynikanie logiczne
mi¦dzy przesªankami a wnioskiem, czy dany tekst jest semantycznie
niesprzeczny, itd.

Na wnioskowaniach erotetycznych bazuje ka»de ±ledztwo: naukowe,
kryminalne, maª»e«skie, itd.

Zasad¡ wnioskowania erotetycznego jest przechodzenie od pyta« o
prawdziwo±¢ b¡d¹ faªszywo±¢ zda« zªo»onych do pyta« o warto±¢ logiczn¡
zda« coraz prostszych, a» do uzyskania odpowiedzi, których warto±¢
logiczna jest oczywista.
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Wnioskowania erotetyczne

Pytanie zªo»one postaci Czy A ∧ B? sprowadzi¢ mo»na do dwóch pyta«
prostszych: Czy A? oraz Czy B?

Pytanie zªo»one postaci Czy A ∨ B? sprowadzi¢ mo»na do dwóch pyta«
prostszych: Czy A? b¡d¹ Czy B?

Pytanie zªo»one postaci Czy ¬(A→ B)? sprowadzi¢ mo»na do dwóch
pyta« prostszych: Czy A? oraz Czy ¬B?
Pytanie zªo»one postaci Czy ¬(A ∧ B)? sprowadzi¢ mo»na do dwóch pyta«
prostszych: Czy ¬A? b¡d¹ Czy ¬B?
Pytanie zªo»one postaci Czy ¬¬A? sprowadzi¢ mo»na do prostszego: Czy
A?,

itd., itp. (zob. np. www.logic.amu.edu.pl/pliki/dydaktyka/krp311.pdf �
omówiono tam odno±ne reguªy).
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Prawo Demokratycznego Upowa»nienia Poprzez Aplauz

Dla przykªadu, aby sprawdzi¢, czy formuªa:

(F) ((p → q) ∧ (¬p → q)) → q

jest tautologi¡ Klasycznego Rachunku Zda«, rozwa»amy, czy mo»na
wykluczy¢, i» jej negacja, tj.:

(FF) ¬(((p → q) ∧ (¬p → q)) → q)

jest przy jakimkolwiek warto±ciowaniu zmiennych prawdziwa.

Je±li przypu±cimy, »e (FF) jest prawdziwa (przy jakim± warto±ciowaniu
zmiennych), to musimy kolejno uzna¢, »e (przy tym»e warto±ciowaniu):
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Prawo Demokratycznego Upowa»nienia Poprzez Aplauz

(1) formuªa ((p → q) ∧ (¬p → q)) → q jest faªszywa;

(2.1) formuªa (p → q) ∧ (¬p → q) jest prawdziwa, a jednocze±nie
(2.2) formuªa q jest faªszywa;

(3.1) formuªa p → q jest prawdziwa oraz (3.2) formuªa ¬p → q jest
prawdziwa;

(4) skoro p → q prawdziwa, to b¡d¹: (4.1) p faªszywa, b¡d¹ (4.2) q
prawdziwa;

(5) warunki (2.2) oraz (4.2) s¡ wzajem sprzeczne;

(6) skoro ¬p → q prawdziwa, to b¡d¹: (6.1) ¬p faªszywa, b¡d¹ (6.2)
q prawdziwa;
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Prawo Demokratycznego Upowa»nienia Poprzez Aplauz

(7) warunki (2.2) oraz (6.2) s¡ wzajem sprzeczne;

(8) skoro ¬p faªszywa (z (6.1)), to (8.1) p prawdziwa;

(9) warunki (4.1) oraz (8.1) s¡ wzajem sprzeczne;

(10) przypuszczenie (1) musimy odrzuci¢;

(11) nie ma warto±ciowania, przy którym formuªa:
¬(((p → q) ∧ (¬p → q)) → q) byªaby prawdziwa;

(12) zatem formuªa ((p → q) ∧ (¬p → q)) → q jest prawdziwa przy
ka»dym warto±ciowaniu.
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Powy»sze rozumowanie reprezentowane jest przez drzewo:

¬(((p → q) ∧ (¬p → q)) → q)

(p → q) ∧ (¬p → q)

¬q

p → q

¬p → q

�� HH

¬p
�� HH

¬¬p

p

×

q

×

q

×
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Wnioskowania erotetyczne

W powy»szym drzewie ka»da z gaª¦zi zawiera par¦ formuª wzajem
sprzecznych (w takim przypadku gaª¡¹ zamykamy, ko«cz¡c j¡ znakiem ×).
Ka»da gaª¡¹ zamkni¦ta jest wi¦c wykluczeniem jakiej± mo»liwo±ci
(warto±ciowania zmiennych).

Rozpatrzmy jeszcze jeden przykªad; sprawd¹my, czy formuªa:

(p → q) ∧ (p ∨ q)

jest prawdziwa przy jakim± warto±ciowaniu. Rozumujemy wtedy tak:
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

(1) je±li (p → q) ∧ (p ∨ q) prawdziwa, to (1.1) p → q

prawdziwa oraz (1.2) p ∨ q prawdziwa;

(2) skoro p → q prawdziwa, to b¡d¹: (2.1) p faªszywa, b¡d¹
(2.2) q prawdziwa;

(3) w przypadku (2.1) mamy, skoro p ∨ q prawdziwa, to
b¡d¹: (3.1.) p prawdziwa, b¡d¹ (3.2) q prawdziwa;

(4) w przypadku (2.2) mamy, skoro p ∨ q prawdziwa, to
b¡d¹: (4.1) p prawdziwa, b¡d¹ (4.2) q prawdziwa;

(5) przypadki (2.1) oraz (3.1) s¡ wzajem sprzeczne;

(6) wszystkie (trzy) pozostaªe powy»sze przypadki s¡
mo»liwe;

(7) formuªa (p → q) ∧ (p ∨ q) jest prawdziwa przy pewnych
warto±ciowaniach zmiennych zdaniowych.
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Wnioskowania erotetyczne

Rozumowanie to reprezentowane jest przez drzewo:

(p → q) ∧ (p ∨ q)

p → q

p ∨ q

�
��

H
HH

¬p
�� HH
p

×

q

q

�� HH
¬p q
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Dowodzenie nie wprost � uwagi ogólne

Wnioskowania erotetyczne

Poniewa» powy»sze drzewo ma gaª¦zie, na których nie wyst¦puje para
formuª wzajem sprzecznych, wi¦c badana formuªa jest prawdziwa przy
pewnych warto±ciowaniach zmiennych zdaniowych. Warto±ciowania te
�odczyta¢� mo»na wªa±nie z tych gaª¦zi.

Na koniec, kilka przykªadów z tzw. �ycia.

Zach¦cam do samodzielnego utworzenia odno±nych drzew dowodowych.
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Smutna Ziuta

Smutna Ziuta

Przykªad.

Rozmy±lania Ziuty przerywa powrót Zenka:

ZIUTA MY�LI:

Je±li dzi± byªa wypªata, to mój Zenek jest pijany.

WCHODZI ZENEK

Ale przecie � chwaªa Panu Najwy»szemu � mój Zenu± dzi± nie jest pijany.

ZIUTA KONKLUDUJE:

Tak wi¦c � psiako±¢ � nie byªo dzi± wypªaty.

Czy konkluzja Ziuty wynika logicznie z jej przesªanek?
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Smutna Ziuta

Smutna Ziuta

Gdyby wniosek mógª by¢ faªszywy, przy prawdziwych przesªankach, to nie
zachodziªoby wynikanie logiczne.

Pytamy: czy wniosek mo»e by¢ faªszywy, przy prawdziwych przesªankach?
Lub: czy przesªanki oraz negacja wniosku mog¡ by¢ jednocze±nie
prawdziwe?

Zdania proste we wnioskowaniu Ziuty:

p � Dzi± byªa wypªata.

q � Dzi± Zenek jest pijany.
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Smutna Ziuta

Smutna Ziuta

Schemat wnioskowania Ziuty:

p → q

¬q
¬p

Pytamy zatem, czy prawd¡ s¡:

p → q

¬q
¬¬p.

Jerzy Pogonowski (MEG) O przekonaniach i przekonywaniu (5) 28 marca 2007 26 / 59



Smutna Ziuta

Smutna Ziuta

1 Gdyby ¬q byªo prawdziwe, to q byªoby faªszywe.
2 Gdyby ¬¬p byªo prawdziwe, to ¬p byªoby faªszywe.
3 Gdyby ¬p byªo faªszywe, to p byªoby prawdziwe.
4 Gdyby p byªo prawdziwe, a q faªszywe, to p → q byªoby faªszywe.
5 Ale przypu±cili±my, »e p → q jest prawdziwe: sprzeczno±¢ � p → q

nie mo»e by¢ jednocze±nie prawdziwe i faªszywe.

Zatem przypuszczenie, i» przesªanki we wnioskowaniu Ziuty mog¡ by¢
prawdziwe, a jego wniosek faªszywy nale»y odrzuci¢ � znaczy to, i»
wniosek wynika tu logicznie z przesªanek: gdy przesªanki s¡ prawdziwe, to i
wniosek jest prawdziwy.
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Reguªa Stalina

Reguªa Stalina

Przykªad.

Rozwa»my nast¦puj¡ce wnioskowanie oparte na Regule Stalina:

Jest czªowiek, jest problem. Zatem: nie ma czªowieka, nie ma problemu.

Poka»emy, »e Reguªa Stalina jest zawodna, a zatem tak»e i» powy»sze
wnioskowanie nie jest dedukcyjne: wniosek mo»e by¢ faªszywy, a przesªanka
prawdziwa.
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Reguªa Stalina

Reguªa Stalina

Zdania proste w powy»szym wnioskowaniu:

p � Jest czªowiek.

q � Jest problem.

Schemat powy»szego wnioskowania:

p → q

¬p → ¬q

Pytamy, czy mog¡ by¢ jednocze±nie prawdziwe: przesªanka oraz negacja
wniosku, tj.:

p → q

¬(¬p → ¬q).
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Reguªa Stalina

Reguªa Stalina

1 Gdyby ¬(¬p → ¬q) byªo prawdziwe, to ¬p → ¬q byªoby faªszywe.
2 Gdyby ¬p → ¬q byªo faªszywe, to ¬p byªoby prawdziwe, a ¬q byªoby

faªszywe.
3 Gdyby ¬p byªo prawdziwe, to p byªoby faªszywe.
4 Gdyby ¬q byªo faªszywe, to q byªoby prawdziwe.
5 Dla p faªszywego oraz q prawdziwego przesªanka oraz zaprzeczenie

wniosku s¡ prawdziwe.
6 Inaczej mówi¡c, dla p faªszywego oraz q prawdziwego przesªanka jest

prawdziwa, a wniosek faªszywy.
7 Zatem: wniosek nie wynika logicznie z przesªanki.

Pokazali±my wi¦c, »e Reguªa Stalina jest zawodna.
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Reguªa Stalina
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Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Przykªad.

Czy nast¦puj¡cy tekst jest semantycznie niesprzeczny?

Jest kapitalizm lub nie ma bezrobocia. Je±li jest recesja, to jest tak»e

bezrobocie. Nie ma jednak jednocze±nie: biedy oraz braku recesji. Jest

bieda, a nie ma kapitalizmu.

Gdyby ten tekst byª semantycznie niesprzeczny (opisywaª sytuacj¦ mog¡c¡
zaj±¢), to prawdziwa byªaby koniunkcja zda« tego tekstu.

Przypu±¢my, »e koniunkcja ta jest prawdziwa.
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Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Zdania proste w powy»szym tek±cie to:

p � Jest kapitalizm.

q � Jest bezrobocie.

r � Jest recesja.

s � Jest bieda.

Schematy skªadniowe zda« badanego tekstu to:

A1: p ∨ ¬q
A2: r → q

A3: ¬(s ∧ ¬r)
A4: s ∧ ¬p.
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Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Koniunkcja A1 ∧ A2 ∧ A3 ∧ A4 byªaby prawdziwa dokªadnie wtedy, gdy
ka»dy z jej czªonów byªby prawdziwy.

Zadajemy wi¦c pytania:

Czy A1 jest prawdziwe?

Czy A2 jest prawdziwe?

Czy A3 jest prawdziwe?

Czy A4 jest prawdziwe?

Na te pytania ªatwo odpowiedzie¢ korzystaj¡c z wªasno±ci spójników
prawdziwo±ciowych:
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Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

1 Gdyby s ∧ ¬p byªo prawdziwe, to prawdziwe byªoby s i prawdziwe
byªoby ¬p.

2 Zatem p byªoby faªszywe.
3 Gdyby p ∨ ¬q byªo prawdziwe, przy faªszywym p, to ¬q musiaªoby by¢

prawdziwe.
4 St¡d, q musiaªoby by¢ faªszywe.
5 Gdyby r → q byªo prawdziwe, przy faªszywym q, to r musiaªoby by¢

faªszywe.
6 Gdyby ¬(s ∧ ¬r) byªo prawdziwe, to s ∧ ¬r byªoby faªszywe.
7 Poniewa» ustalili±my, »e r faªszywe, wi¦c ¬r jest prawdziwe.
8 Poniewa» zarówno s, jak i ¬r s¡ prawdziwe, wi¦c s ∧ ¬r jest

prawdziwe.
9 Sprzeczno±¢: s ∧ ¬r nie mo»e by¢ jednocze±nie prawdziwe i faªszywe.
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Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Kapitalizm, recesja, bezrobocie, bieda

Poniewa» przypuszczenie, i» koniunkcja A1 ∧ A2 ∧ A3 ∧ A4 jest prawdziwa
doprowadziªo do sprzeczno±ci, wi¦c musimy przypuszczenie to odrzuci¢.

Zatem: badany tekst jest semantycznie sprzeczny, skªadaj¡ce si¦ na«
zdania zªo»one nie mog¡ by¢ jednocze±nie prawdziwe.

Uwaga: w tej analizie dokonali±my pewnych uproszcze« � poprawne
wnioskowanie erotetyczne prowadzone jest a» do uzyskania pyta« o zdania
proste i ich negacje.
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Magdola w szpitalach

Szpital A

A. Le»ysz w szpitalu. Doktor stoi przy ªó»ku i mówi:
Je±li pacjentka ma przerzuty nowotworowe, to zaatakowana jest w¡troba.

Pacjentka ma krew w moczu, chocia» nie ma wysokiej gor¡czki. Nie jest

tak, aby jednocze±nie byªa krew w moczu a nie byªo przerzutów

nowotworowych. Pacjentka ma wysok¡ gor¡czk¦, o ile zaatakowana jest

w¡troba.

Z powy»szych rozwa»a« wynika logicznie ka»de ze zda«:

1 Pacjentka wªa±nie umiera.
2 Pacjentka symuluje.
3 Je±li usuniemy lewe pªuco, to pacjentka wyzdrowieje.
4 Je±li usuniemy prawe pªuco, to pacjentka wyzdrowieje.
5 Je±li usuniemy oba pªuca, to pacjentka wyzdrowieje.

Je±li lekarz zastosuje si¦ do któregokolwiek z tych wniosków (zwªaszcza
ostatniego), to przyjmiesz to z wdzi¦cznym u±miechem, prawda?
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Magdola w szpitalach

Szpital A

Poka»emy, »e tekst wygªoszony przez doktora jest semantycznie sprzeczny.
Zrobimy to metod¡ zaªo»eniow¡.
Znajdujemy zdania proste w tek±cie:

p � Pacjentka ma przerzuty nowotworowe.

q � Zaatakowana jest w¡troba.

r � Pacjentka ma krew w moczu.

s � Pacjentka ma wysok¡ gor¡czk¦.

Zdania zªo»one w tek±cie doktora maj¡ nast¦puj¡ce struktury skªadniowe:

1. p → q

2. r ∧ ¬s
3. ¬(r ∧ ¬p)

4. q → s.
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Magdola w szpitalach

Szpital A

Poka»emy, »e formuªy 1.�4. implikuj¡ sprzeczno±¢. Zakªadamy przy tym,
»e ju» wcze±niej udowodniono pewne tezy KRZ. W naszym przypadku
potrzebne b¦d¡ tezy charakteryzuj¡ce implikacj¦ oraz negacj¦ implikacji
(poprzez formuªy, w których wyst¦puje tylko koniunkcja i negacja):

T1. (r → p) ↔ ¬(r ∧ ¬p)

T2. ¬(r → s) ↔ (r ∧ ¬s).

Wida¢, »e T1 oraz T2 s¡ tautologiami KRZ:

implikacja jest prawdziwa dokªadnie wtedy, gdy nie jest tak, »e jej
poprzednik jest prawdziwy, a nast¦pnik faªszywy;

implikacja jest faªszywa dokªadnie wtedy, gdy jej poprzednik jest
prawdziwy, a nast¦pnik faªszywy.
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Magdola w szpitalach

Szpital A

Budujemy dowód zaªo»eniowy:

1. p → q zaªo»enie
2. r ∧ ¬s zaªo»enie
3. ¬(r ∧ ¬p) zaªo»enie
4. q → s zaªo»enie
5. p → s 1,4, prawo sylogizmu hipotetycznego
6. r → p 3, T1
7. r → s 6,5 prawo sylogizmu hipotetycznego
8. ¬(r → s) 2, T2
9. sprzeczno±¢ 7,8.

Tak wi¦c, temu doktorowi ju» dzi¦kujemy. Uciekamy ze szpitala.
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Magdola w szpitalach

Szpital B

B. Dobra. Udaªo Ci si¦ uciec z tamtego szpitala. Tra�ªa± do innego.
Lekarz mówi:
Rozpocz¡ª si¦ nieodwracalny rozpad szpiku kostnego, je±li pacjentka

wymiotuje krwi¡ i ma zaburzenia widzenia. W Pani przypadku nie ma

jednak »adnych powodów do obaw! Przecie» z tego, co wªa±nie

powiedziaªem wynika, »e nie ma rozpadu szpiku kostnego, o ile pacjentka

nie wymiotuje krwi¡ lub nie ma zaburze« widzenia.

Czy po usªyszeniu takiej diagnozy natychmiast opu±cisz szpital na wªasn¡
pro±b¦?
Poka»emy, »e wnioskowanie lekarza nie jest dedukcyjne, tzn., »e wniosek
nie wynika logicznie z przesªanki. Zrobimy to skrócon¡ metod¡ 0− 1.
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Magdola w szpitalach

Szpital B

Znajdujemy zdania proste w tek±cie lekarza:

p � Pacjentka wymiotuje krwi¡.

q � Pacjentka ma zaburzenia widzenia.

r � Nast¡piª rozpad szpiku kostnego.

Lekarz wnioskuje wedle nast¦puj¡cej reguªy:

(p ∧ q) → r

(¬p ∨ ¬q) → ¬r

Poka»emy, »e jest to zawodna reguªa wnioskowania.
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Magdola w szpitalach

Szpital B

Jak wiadomo z Twierdzenia o dedukcji, reguªa:

(p ∧ q) → r

(¬p ∨ ¬q) → ¬r

jest niezawodna wtedy i tylko wtedy, gdy tautologi¡ KRZ jest implikacja:

(∗) ((p ∧ q) → r) → ((¬p ∨ ¬q) → ¬r).

Poka»emy, »e (∗) nie jest tautologi¡ KRZ, a wi¦c »e tym samym badana
reguªa nie jest niezawodna.
Dla dowodu nie wprost przypuszczamy, »e (∗) jest faªszywa przy jakim±
warto±ciowaniu zmiennych zdaniowych. Wtedy:
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Magdola w szpitalach

Szpital B

1 (p ∧ q) → r jest prawdziwa.
2 (¬p ∨ ¬q) → ¬r jest faªszywa.
3 (¬p ∨ ¬q) jest prawdziwa.
4 ¬r jest faªszywa.
5 r jest prawdziwa.
6 Skoro (p ∧ q) → r jest prawdziwa, a r jest prawdziwa, to p ∧ q mo»e

by¢: 6.1. prawdziwa lub 6.2. faªszywa.
7 Gdyby jednak p ∧ q byªa prawdziwa, to zarówno p, jak i q byªaby

prawdziwa, a wtedy ¬p ∨ ¬q, jako alternatywa formuª faªszywych,
sama byªaby faªszywa, a to jest sprzeczne z ustaleniem z punktu 3.

8 Zatem p ∧ q jest faªszywa. Jest tak wtedy, gdy co najmniej jedna z
formuª p oraz q jest faªszywa.
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Magdola w szpitalach

Szpital B

Przypuszczenie, »e formuªa (∗) jest faªszywa przy jakim±
warto±ciowaniu zostaªo wi¦c potwierdzone. Jest ona mianowicie
faªszywa np. gdy: r jest prawdziwa oraz co najmniej jedna z formuª p,
q jest faªszywa.

Zatem formuªa (∗) nie jest tautologi¡ KRZ.

St¡d, badana reguªa nie jest niezawodna.

Ostatecznie, wnioskowanie lekarza nie jest dedukcyjne.

Có», pozostaje nam tylko doradzi¢: Biegnij, Magda, biegnij. Uciekaj z tego
szpitala.
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Magdola w szpitalach

Szpital C

Szpital C. Teraz to ju» jeste± na intensywnej terapii. Trzeba Ci
natychmiast poda¢ lek zawieraj¡cy jednocze±nie alfamin¦, betamin¦ oraz
deltamin¦. Piel¦gniarce trz¦s¡ si¦ r¦ce i próbuje sobie przypomnie¢:

Zaraz, jak to byªo. . . Ten stary ªysy profesor co± tam o tym bredziª, na tym

wykªadzie, podczas którego podrywaªam Roberta. . . Ka»da alfamina jest

te» betamin¡. Niektóre betaminy s¡ deltaminami. Je»eli lek jest betamin¡

lub deltamin¡, to jest równie» alfamin¡. Co prawda, nie ma leku, który jest

alfamin¡ i betamin¡, lecz nie jest deltamin¡. Ale czy to wszystko oznacza,

»e jest lek, którego ona potrzebuje?! Jezus, Maria!!! Dla niej nie ma

ratunku!

Ona rozmy±la, czas pªynie. Twój czas wªa±nie si¦ ko«czy. . . Bo przecie»
nie ma dla Ciebie ratunku, prawda?
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Magdola w szpitalach

Szpital C

Oznaczmy:

A � zbiór alfamin;
B � zbiór betamin;
D � zbiór deltamin.

Aby Ci¦ uratowa¢, musimy pokaza¢, »e zbiór A ∩ B ∩ C jest niepusty.
Zaªó»my, »e jest prawd¡ to, co piel¦gniarka pami¦ta z wykªadu (gdy,
przypominamy, musiaªa dzieli¢ uwag¦ na sªuchanie starego ªysola i
podrywanie Roberta):

1 A ⊆ B , tj. A− B = ∅
2 B ∩ D 6= ∅
3 (B ∪ D) ⊆ A, tj. (B ∪ D)− A = ∅
4 (A ∩ B) ∩ D ′ = ∅.

Poka»emy, »e ju» z samych tylko zaªo»e« 2. oraz 3. wynika, »e
A ∩ B ∩ D 6= ∅. Nadto, poka»emy, »e zgromadzona przez piel¦gniark¦
wiedza jest semantycznie niesprzeczna.
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Magdola w szpitalach

Szpital C

Poniewa», na mocy 3., B ∪ D ⊆ A, wi¦c zarówno B ⊆ A, jak i D ⊆ A.
Oznacza to, »e B ∩ A = B oraz D ∩ A = D. St¡d,
(B ∩ A) ∩ (D ∩ A) = B ∩ D. Zatem A ∩ B ∩ D = B ∩ D. Poniewa», na
mocy 2., B ∩ D 6= ∅, wi¦c tak»e A ∩ B ∩ D 6= ∅. Jeste± uratowana.
Teoretycznie, na razie. Inaczej mówi¡c, Twoja rodzina mo»e, w przypadku
Twojego zgonu spowodowanego zaniechaniem podania Ci na czas
stosownego leku, »¡da¢ od Narodowego Funduszu Zdrowia np. miliona PLN
odszkodowania: wystarczy przedstawi¢ powy»szy dowód jako uzasadnienie.
Mamy jednak nadziej¦, »e piel¦gniarka szybko upora si¦ z rozwa»anym
problemem � logicznie banalnym, lecz decyduj¡cym o Twoim »yciu.
Z 1. mamy: A ∩ B = A. Poniewa» A ∩ B = (A ∩ B ∩ D) ∪ (A ∩ B ∩ D ′),
wi¦c, na mocy 4., A ∩ B = A ∩ B ∩ D. St¡d A = A ∩ B ∩ D. Wy»ej
pokazali±my, »e B ∩ A = B , a zatem mamy A = B (bo
A = A ∩ B = B ∩ A = B). Z 4. oraz z równo±ci A = A ∩ B mamy:
A− D = ∅, czyli A ⊆ D. St¡d i z pokazanej wy»ej inkluzji D ⊆ A mamy:
A = D. Oczywi±cie, wtedy tak»e B = D.
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Magdola w szpitalach

Szpital C

Ostatecznie zatem A = B = D = A∩B ∩D 6= ∅. Okazuje si¦, »e je±li stary
ªysol mówiª prawd¦, to:

jest dla Ciebie ratunek, bo A ∩ B ∩ D 6= ∅;
nadto, cokolwiek to ±liczne dziewcz¦ w piel¦gniarskim czepku Ci
zaaplikuje � alfamin¦, betamin¦, czy te» deltamin¦, to tym samym
jednocze±nie zaaplikuje Ci wszystkie te leki, bo
A = B = D = A ∩ B ∩ D.

Robertowi »yczymy, aby mógª by¢ dumny ze swojej piel¦gniareczki, która w
por¦ zadziaªa, co dla Ciebie z kolei, mªoda Humanistko, oznacza, »e kwot¦
przeznaczon¡ na cudn¡ sukienk¦ do trumienki mo»esz przehula¢ lub
roztrwoni¢, z fantazj¡ na jak¡ Ci¦ sta¢. Albo zaoszcz¦dzi¢. Kupi¢
podr¦cznik logiki.
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Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Przykªad.
Przypu±¢my, »e faªszywe s¡ zdania: Nie wszystkie Pierzaste s¡ Myszaste.

W±ród Myszastych s¡ Ogoniaste. Nie ma Ogoniastych.

Co prawdziwie mo»na wtedy powiedzie¢ o zwi¡zkach mi¦dzy Ogoniastymi
a Pierzastymi?

S¡ ró»ne metody rozwi¡zania tego zadania. Wykorzystamy metod¦
diagramów Venna.
Oznaczmy:

M � zbiór wszystkich Myszastych;

P � zbiór wszystkich Pierzastych;

O � zbiór wszystkich Ogoniastych.
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Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Wiemy, »e faªszywe s¡ zdania:

P −M 6= ∅
M ∩ O 6= ∅
O = ∅

Zatem prawdziwe s¡ zdania:

1) P −M = ∅
2) M ∩ O = ∅
3) O 6= ∅

Na diagramie Venna dla zbiorów P , O oraz M zaznaczamy, które obszary
s¡ puste (stawiaj¡c w takim obszarze znak �−�), a które niepuste

(stawiaj¡c w takich obszarach znak �+�); indeksy wskazuj¡, na podstawie
którego z powy»szych zda« umieszczono dan¡ informacj¦:
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Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste
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Z rysunku mo»emy odczyta¢, co da si¦ prawdziwie powiedzie¢ o
zale»no±ciach mi¦dzy zakresami nazw Pierzaste oraz Ogoniaste. Wida¢
mianowicie, »e:

�aden Pierzasty nie jest Ogoniasty.

S¡ Ogoniaste, które nie s¡ Pierzaste.
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Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Przykªad.
Przypu±¢my, »e faªszywe s¡ zdania: Pewien Myszasty jest Pierzasty. Nie

wszystkie Myszaste s¡ Ogoniaste. Myszastych nie ma.

Co prawdziwie mo»na wtedy powiedzie¢ o zwi¡zkach mi¦dzy Pierzastymi a
Ogoniastymi?

Oznaczmy, jak poprzednio:

M � zbiór wszystkich Myszastych;

P � zbiór wszystkich Pierzastych;

O � zbiór wszystkich Ogoniastych.
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Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Wiemy, »e faªszywe s¡ zdania:

P ∩M 6= ∅
M − O 6= ∅
M = ∅

Zatem prawdziwe s¡ zdania:

1) P ∩M = ∅
2) M − O = ∅
3) M 6= ∅
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Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Pierzaste, Myszaste i Ogoniaste

Na diagramie Venna dla zbiorów P , O oraz M zaznaczamy, które obszary
s¡ puste, a które niepuste:
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Z rysunku mo»emy odczyta¢, co da si¦ prawdziwie powiedzie¢ o
zale»no±ciach mi¦dzy zakresami nazw Pierzaste oraz Ogoniaste. Wida¢
mianowicie, »e istniej¡ Ogoniaste, które nie s¡ Pierzaste.
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Uwaga na kapust¦

Uwaga na kapust¦

Wnioskowanie:
Kto± donosi na wszystkich. S¡ zatem tacy, którzy donosz¡ na siebie

nawzajem.

jest prowadzone wedle reguªy:

∃x∀y xPy

∃y∃x (xPy ∧ yPx)

Poka»emy, »e jest ona niezawodna, a wi¦c, »e w ka»dej interpretacji, w
której prawdziwa jest przesªanka, prawdziwy jest te» wniosek. Zgodnie z
reguªami sztuki, przekonamy wszelkich niedowiarków o tym w ten sposób,
i» wykluczymy mo»liwo±¢, aby istniaªa interpretacja, w której prawdziwa
jest przesªanka oraz zaprzeczenie wniosku. Istotnie, drzewo, w którego pniu
jest przesªanka oraz zaprzeczony wniosek ma wszystkie gaª¦zie zamkni¦te:
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Uwaga na kapust¦

∃x∀y xPy 1.
√

a

¬∃y∃x (xPy ∧ yPx) 3.?a

(1) ∀y aPy 2.?a

(2) aPa

(3) ¬∃x (xPa ∧ aPx) 4.?a

(4) ¬(aPa ∧ aPa) 5.¬∧

�
����

H
HHHH

(5l ) ¬aPa

×2,5l

(5p) ¬aPa

×2,5p

Wszystkie gaª¦zie zamkni¦te. Reguªa niezawodna. Wniosek wynika
logicznie z przesªanki.
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Na koniec, przytoczmy za Profesorem Markiem Tokarzem (dla uciechy)
Wielkie Twierdzenie Apta jako ±wiadectwo tego, »e nie zawsze trzeba
obawia¢ si¦ matematycznego »argonu:

WTA: Ka»da przeliczalnie zwarta przestrze« Lindelöfa jest zwarta.

Brzmi tajemniczo (a wi¦c m¡drze), prawda? Ale, przestrze« jest:

przeliczalnie zwarta, gdy z ka»dego jej pokrycia (zbiorami otwartymi)
mo»na wybra¢ pokrycie przeliczalne;

przestrzeni¡ Lindelöfa, gdy z ka»dego jej przeliczalnego pokrycia
(zbiorami otwartymi) mo»na wybra¢ pokrycie sko«czone;

zwarta, gdy z ka»dego jej pokrycia (zbiorami otwartymi) mo»na
wybra¢ pokrycie sko«czone.

Jerzy Pogonowski (MEG) O przekonaniach i przekonywaniu (5) 28 marca 2007 58 / 59



Wielkie Twierdzenie Apta

Wielkie Twierdzenie Apta

Niech teraz A, B i C b¦d¡ odpowiednimi (by¢ mo»e skomplikowanymi, to
nieistotne) formuªami takimi, i» wªa±ciwe s¡ odczytania:

A→ C : Z ka»dego pokrycia przestrzeni (zbiorami otwartymi) mo»na
wybra¢ pokrycie sko«czone.

A→ B : Z ka»dego pokrycia przestrzeni (zbiorami otwartymi) mo»na
wybra¢ pokrycie przeliczalne.

B → C : Z ka»dego przeliczalnego pokrycia przestrzeni (zbiorami
otwartymi) mo»na wybra¢ pokrycie sko«czone.

Wtedy WTA sprowadza si¦ do sprawdzenia prawdziwo±ci formuªy:

(F) ((A→ B) ∧ (B → C )) → (A→ C ),

a to potra� uczyni¢ nawet Pani Przedszkolanka, poniewa» (F) jest
tautologi¡ Klasycznego Rachunku Zda«.
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