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1. Wazne twierdzenia metalogiczne

W tej czesci wyktadéw podamy wybrane przyktady waznych twierdzen metalo-
gicznych, zwiazanych przede wszystkim z klasyczng logika pierwszego rzedu. Poswie-
cimy tez nieco uwagi metodom dowodzenia tych twierdzen.

Stuchacze elementarnego kursu logiki mieli by¢ moze okazj¢ zdoby¢ informacje
o niektérych twierdzeniach metalogicznych. Z pewnosScia wszyscy styszeli o twier-
dzeniach o trafnosci i petnoSci, twierdzeniu o zwartosci, twierdzeniu Lowenheima-
Skolema, twierdzeniach Godla.

By¢ moze, ramy czasowe kursu pozwalaty na oméwienie innych jeszcze twierdzen,

np.:
e Twierdzenia Lowenheima-Skolema-Tarskiego.
e Twierdzenia o trafnoSci i pelnosci.
e Twierdzenie o zwarto$ci.
e Twierdzenie o dedukcji.
e Twierdzenie Herbranda.
e Hauptsatz Gentzena.
e Twierdzenie Skolema (o eliminacji kwantyfikatoréw egzystencjalnych).

e Twierdzenie o neutralnosci logiki wzgledem stalych pozalogicznych (Grzegor-
czyk).

e Twierdzenia o postaciach normalnych.

e Twierdzenie Churcha (o nierozstrzygalnos$ci klasycznej logiki kwantyfikatorow).
e Twierdzenie Godla (o nierozstrzygalnosci arytmetyki liczb naturalnych).

e Twierdzenie Godla (o niedowodliwosci niesprzecznosci arytmetyki).

e Twierdzenie Rossera.



e Twierdzenie Loba.

e Twierdzenie Tarskiego (o niedefiniowalnosci pojecia prawdy arytmetycznej).
e [emat interpolacyjny Craiga.

e Twierdzenie Betha.

e Twierdzenie Trachtenbrota.

e Twierdzenie o niewsp6tmozliwosci (Tennant).

e Wybrane twierdzenia z teorii modeli.

e Wybrane twierdzenia z teorii rekursji.

W niniejszych wyktadach nie bedziemy przypominaé wszystkich tych twierdzen
oraz ich dowodéw. Ograniczmy si¢ do analizy dowodéw niektérych z podanych wyzej
twierdzen. W szczegdlnosci, przyjrzymy si¢ roznym metodom dowodzenia twierdzenia
o petnosci. Interesowaé nas bgdzie, jakie Srodki matematyczne sa wykorzystywane w
tych dowodach. W konsekwencji, powinno to pozwoli¢ na u§wiadomienie sobie, jakie
zalozenia czynimy w metalogice oraz jakie musimy przyjmowaé w niej ograniczenia.

1.1. Dowody twierdzenia o pelnosci

W elementarnym kursie logiki dowodzi si¢ twierdzenia o trafnosci oraz petnosci
KRP. Twierdzenie o trafnoSci KRP glosi, ze kazda teza KRP jest tautologia KRP i
jest stosunkowo tatwe w dowodzie. Trudniejsze do udowodnienia jest twierdzenie o
petnosci KRP, gtoszace, ze kazda tautologia KRP jest tezg KRP.

Przyjrzymy si¢ kilku metodom dowodu twierdzenia o pelnosci KRP, zwracajac
szczeg6lng uwage na Srodki matematyczne uzywane w dowodach.

Bedziemy istotnie wykorzystywaé artykul Jana Zygmunta A survey of the methods
of proof of the Godel-Malcev’s completeness theorem, zamieszczony w podanej w od-
no$nikach bibliograficznych monografii pod redakcja Stanistawa Surmy, szczegétowo
omawiajacy rézne wersje tego twierdzenia oraz sposoby jego dowodu. Ponizej po-
dajemy szkic dowodu, wykorzystujacy metode Henkina. Ograniczamy si¢ przy tym
jedynie do oméwienia gtéwnej konstrukcji, pomijajac szczegétowe uzasadnienia. W
rozwazanym ujeciu buduje si¢ pewien model z ,,materiatu jezykowego”, tj. ze stosow-
nego zbioru statych indywidualnych. Korzysta si¢ z niektérych pojeé metalogicznych
(teoria, teoria niesprzeczna, teoria zupetna), o ktérych wspominamy krétko w punkcie
20.8. ponizej. W poprzednich wyktadach wspominano juz takze o metodzie budowania
modelu ilorazowego, wykorzystywanej ponizej.

TWIERDZENIE 20.4.2.1.
Kazda tautologia KRP jest teza systemu aksjomatycznego KRP.
DowOD (SzKIC).

Wprowadzamy, na potrzeby niniejszego dowodu, kilka uzytecznych oznaczen:



e S oznacza zbidr wszystkich formut jezyka KRP o sygnaturze ztozonej z jednego
predykatu jednoargumentowego P, jednego predykatu dwuargumentowego ()
oraz predykatu identyczno$ci =. Ograniczenie do takiej sygnatury nie powoduje
utraty ogé6lnosci dowodu.

e Przez Sys oznaczamy rodzing wszystkich systemow dedukcyjnych (wszystkich
teorii) relacji konsekwencji -1, tj. rodzing tych wszystkich zbioréw formut X,
dla ktérych zachodzi: C,p(X) = X.

e Przez C'on oznaczamy rodzing wszystkich niesprzecznych zbioréw formul, tj.
takich zbioréw X, dla ktérych Cj,,(X) # S (warunek ten jest rtéwnowazny
warunkowi: nie istnieje formuta o taka, ze X Fprp o 0raz X bppp —0).

e Przez C'om oznaczamy rodzing wszystkich zupetnych zbioréw formut, tj. takich
zbioréw X, dla ktérych: X Fp,p, o lub X ., ~c, dla dowolnej formuty o

Do (schematéw) aksjomatéw podanych powyzej (w 20.1.1.) dodajemy aksjomaty
dla predykatu identyczno$ci =, oméwione w wyktadzie dotyczacym tablic analitycz-
nych dla KRP z identycznoscia (wyklady 18-19).

W dowodzie twierdzenia wykorzystuje si¢ Lemat Lindenbauma (zob. punkt 20.8.)
oraz twierdzenie o dedukcji nie wprost (twierdzenie 20.2.2.).

Dowdd twierdzenia dzieli si¢ w sposob naturalny na dwie czesci:
o I. Dowdd, iz kazdy niesprzeczny zbiér formut jezyka KRP ma model.
o II. Dowdd (nie wprost), ze kazda tautologia KRP jest teza KRP, wykorzystujacy
czesc 1.
I. KONSTRUKCJA MODELU.
Rozpoczynamy od jezyka L o sygnaturze wspomnianej wyzej. Niech
C={¢:icw}

bedzie zbiorem statych indywidualnych (w jest tu zbiorem wszystkich skonczonych
liczb porzadkowych). Przez L(C') oznaczamy rozszerzenie jezyka L otrzymane po-
przez dodanie do L wszystkich statych indywidualnych ze zbioru C.

Niech Y bedzie dowolnym niesprzecznym i zupelnym systemem dedukcyjnym w
jezyku L(C). Definiujemy relacje ~ na zbiorze C' w sposGb nastgpujacy:

¢; ~ ¢; wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; = c¢; nalezy do Y.

Wykorzystujac wlasnosci Y mozna pokazad, ze ~ jest relacja rownowaznosci w C.
Niech ¢~ oznacza klase réwnowaznosci elementu ¢; wzgledem tej relacji.
Budujemy strukturg relacyjna

S)J?(Y,C) = <UaP»Q7{si S w}vid>

w sposéb nastepujacy:



e WU ={c):¢;, €C}

o (ii) s; = ¢

e (iii) ¢;” € P wtedy i tylko wtedy, gdy P(¢;) €Y

e (iv) (cf7, c}) € Q wtedy i tylko wtedy, gdy Q(ci, c;j) €Y
o (V) (¢, c}) € id wtedy i tylko wtedy, gdy ¢; = c; € Y.

Z powyzszego wynika, ze id jest relacja identycznosci w uniwersum U.

Powiemy, ze zbidr zdan Y spetnia warunek (H) (warunek Henkina) w zbiorze sta-
tych C, gdy dla kazdego zdania egzystencjalnego 3z «(x) z faktu, ze Iz «(x) jest
elementem Y wynika, iz istnieje stata ¢ € C' taka, ze a(z/c) jest elementem Y.

Dowodzi si¢ teraz szeregu lematéw, ktére postuza do wykazania, ze kazdy nie-
sprzeczny zbiér formut ma model.

LEMAT 1.

Jesli Y jest zbiorem zdai jezyka L(C') takim, zZe:

e (1) Y jest teoria niesprzeczng i zupetna (tj. elementem rodziny Sys N Con N
Com),

e (2) Y spetnia warunek (H) w zbiorze C,
to dla dowolnego zdania «a:

e B3)M(Y,C) | « wtedy i tylko wtedy, gdy o € Y.

DowOD.

Zat6zmy (1) i (2). Dowdd (3) prowadzi si¢ przez indukcje strukturalng po budowie
formuty a.

Dla formut atomowych réwnowaznos¢ (3) zachodzi na mocy definicji modelu (Y, C).

Zatézmy, ze (3) zachodzi dla a; 1 ao. Trzeba pokazaé, ze zachodzi wtedy takze
dla: —aq, o A g, aq V g, @) — Qa, a1 = @, 3x oy () oraz Vo a4 (z). Pokazemy
to dla =, ay A ag oraz 3z o (z). Dowody w pozostatych przypadkach przebiegaja
podobnie.

Przy zalozeniu, ze (3) zachodzi dla «, nastgpujace warunki sa réwnowazne:

e M(Y,C) =~y

e nie zachodzi M(Y,C) = oy
e ¢Y

e o €Y.

Z kolei, przy zatozeniu, ze (3) zachodzi dla a; oraz as, nastgpujace warunki sa
rownowazne:



e MY,C)Eay Nay

e M(Y,C) E ay orazM(Y,C) E ay

e a1 €EYorazas €Y

e a1 ANas €Y.

Zatézmy teraz, ze 3x « () jest zdaniem oraz ze:

e (4) warunek (3) zachodzi dla dowolnej formuty o postaci a; (c).
Zatézmy ponadto, ze:

e O)MY,C) = Iz ay(x)

oraz przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze:

e (6)Izay(z) ¢Y.

Otrzymujemy wtedy kolejno:

e (7)Vx —ay(x) € Y, namocy (1)1 (6),

e (8) —ai(c) € Y dla wszystkich ¢ € C, na mocy (1) oraz (A14),

e (9)M(Y,C) = —ai(c) dla wszystkich ¢ € C, na mocy zatozenia indukcyjnego
“),

e (10) dla wszystkich ¢ € C': nie zachodzi M(Y,C) = a1(c), na mocy definicji
relacji =,

e (11) istnieje ¢ € C'i wartoSciowanie w takie, ze M(Y, C) e~ a1 (z),

e (12) istnieje ¢ € C taka, ze M(Y, C) = aq(c), na mocy definicji relacji |=,
e (13) sprzecznosc: (9), (12).

Tak wigc, przypuszczenie (6) trzeba odrzucié i otrzymujemy:

o (14)Ix ay(z) €Y.

Zatézmy teraz, ze zachodzi (14). Wtedy, na mocy (2), istnieje ¢ € C taka, ze:
. (15) MY, C) = as(c).

Na mocy definicji relacji = otrzymujemy stad:

o (16) M(Y,C) = Tz aq(z).



PokazaliSmy wigc, ze (3) zachodzi réwniez dla formut egzystencjalnie skwantyfi-
kowanych. Ostatecznie, otrzymujemy z powyzszego, ze (3) zachodzi dla wszystkich
formut.

LEMAT 2.

Jesli a oraz (3 sq zdaniami, to z X U {a} Fipp 0 wynika X by, o — .
DowOD.

Zobacz dowdd twierdzenia o dedukcji wprost.
LEMAT 3.

Jezeli:

e (1) stata indywidualna c nie wystgpuje w formutach ze zbioru X,

e (2) a(z) powstaje z a(c) przez wstawienie zmiennej = w miejsce ¢ w formule
a(c) oraz x nie jest w () na zadnym miejscu zwigzana,

® (3) X Firp afc),
to

o (4) X Fppp a(z).

DoOwWOD.

Jest to w istocie twierdzenie o tym, ze KRP nie wyrdznia zadnej statej indywidu-
owej.

Zatézmy, ze X b a(c). Weedy istnieje dowéd (71, . ..,7,) formuly a(c) ze
zbioru zalozen X. Mozemy zatozyé, ze formuly tego ciagu nie zawieraja zmiennej
x. Sposréd formut ~4, ..., v, przynajmniej niektére zawieraja stata c. Przez v;(x)
oznaczmy formule powstata poprzez zastapienie wszystkich wystapien statej ¢ w ;
zmienng .

Przez indukcje po i pokazuje sig, ze wszystkie zdania Vz ~;(x) sa konsekwen-
cjami X. W szczeg6lnosci wige, Va v, (x) jest konsekwencja X . Poniewaz v, (x) jest
identyczna z a(x), otrzymujemy, iz Vo «(z) jest konsekwencja X. Na mocy (A14*) i
reguly odrywania, réwniez () jest konsekwencja X, czyli X Fp,pp ().

LEMAT 4.
Jezeli:
e () X € Con
e (2) stata c nie wystepuje w elementach zbioru X,

e (3) 3z a(x) jest elementem X,

to



o () X U{a(z/c)} € Con.

DowoD.

Zatézmy, ze zachodza (1)—(3) i przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze:

e 5) X U{a(z/c)} ¢ Con.

Otrzymujemy wtedy kolejno:

e (6) X U{a(c)} Frrp ma(c), na mocy definicji Con,

e (7) X Frprp a(c) — —a(c), na mocy lematu 2,

e (8) X Fprp ma(c), namocy tezy (8 — —f5) — =43,

¢ (9) X Firp ma(x), namocy (2) oraz lematu 3,

e (10) X Fgpp Vo —a(z), na mocy reguly generalizacji,

e (11) X Fgpp =3z o(z), na mocy prawa De Morgana,

e (12) sprzecznos¢: (3)i (11).

Tak wigc, trzeba odrzuci¢ przypuszczenie (5) i dowdd lematu jest zakoriczony.

Do sformutowania nastgpnego lematu potrzeba kilku poje¢ pomocniczych. Dla
kazdej liczby naturalnej ¢ niech C; bedzie nieskoficzonym ciagiem wzajemnie jedno-
znacznym <c;>, gdzie j przebiega wszystkie liczby naturalne. Kazdy ciag C; jest zatem
ciaggiem bez powtérzen. Niech C = | C;.

€W

Okreslamy ciag jezykéw L,,. Za Lg bierzemy L. Jezyk L,, otrzymujemy z Lq po-

przez dodanie do niego zbioru statych | J C;. Przez S(,,) rozumiemy zbidr zdan jezyka
i=1

Ly,.

LEMAT 5.

Jezeli:

e () X € Con,

® (2) X C S,
to istnieje zbidr Y taki, ze:

e 3)XCY,

e DY C Sy

e 5Y € Con,



n+1
e (6) Y spetnia wzgledem X warunek (H) w zbiorze |J Cj, tj. dla dowolnego
i=1
n+1
zdania 3z a(z) € X istnieje statac € |J C; taka, ze a(c) € Y.
i=1

DowOD.

Niech (Jxy,cvj(zy,;)) bedzie ciagiem wszystkich zdan egzystencjalnych naleza-
cych do zbioru X. Zdefiniujmy:

e NY =X U{a;(cf):j>1}

Na mocy (1), definicji zbioréw C; oraz lematu 4 otrzymujemy, ze zachodzi waru-
nek (5). Z kolei, (3), (4) oraz (6) sa bezpoSrednimi konsekwencjami (7).

LEMAT 6.
Jezeli:
e (1) X C S0,
e (2) X € Con,
to istnieje zbioér Y taki, ze:
e (3)Y jest zbiorem zdan jezyka L(C),
e HXCY,
e 5Y e SysnConnCom,

e (6) Y spetnia warunek (H) w C.

DoOwWOD.

Zatézmy, ze zachodza (1) i (2). Zbudujemy ciag zbioréw:
[ ) (7)X0,XJ,X1,XY,X2,X;_,...
zdefiniowanych warunkami:

e (7.1) Xg = X = X.

+

e (7.2) X,,, dlan > 1, jest niesprzecznym rozszerzeniem X, _,

mocy lematu 5.

ktére istnieje na

e (7.3) X;I, dlan > 1, jest niesprzeczna i zupelng teorig zawierajaca X, (istnie-
jaca na mocy Lematu Lindenbauma, zob. punkt 20.8.); ponadto, zaréwno X,,,
jaki X ;f sq zbiorami formut jezyka L,,.

Zdefiniujmy:



e ®)Y = (X;UuX;).

1EW
Na mocy (7) oraz (8) mamy:

e Y = X .

1EW
Z definicji (8) wynika, ze:
e (10) Y spetnia warunki (3) oraz (4).

Z (9) oraz twierdzenia o sumie niesprzecznych teorii zupeinych (zob. punkt 20.8.)
wynika, ze:

e (11) Y spelnia warunek (5).

Trzeba jeszcze udowodnic (6). Zatézmy, ze:

e (12)Iz a(x) €Y

Na mocy (9) otrzymujemy stad, ze istnieje n taka, ze:
e (13)3z a(r) € X, .

Na mocy (13) oraz (7.2), istnieje ¢ € C taka, ze:

e (14) alc) € X,,.

Z (8) oraz (14) wynika, ze:

e (15 afc) €Y.

Wreszcie, na mocy (12) oraz (15), otrzymujemy:

e (16) Y spelnia warunek (6).

Na mocy lematéw 1 i 6 otrzymujemy:

KAZDY NIESPRZECZNY ZBIOR ZDAN MA MODEL.

II. KAZDA TAUTOLOGIA KRP JEST TEZA KRP.

Zat6zmy, ze « jest tautologia KRP i przypu$émy, Ze « nie jest teza KRP. Pokazemy,
ze przypuszczenie to prowadzi do sprzecznosci, a zatem trzeba je odrzucic.

Przypominamy: uniwersalne domknigcie formuty « to formuta powstajaca z a po-
przez poprzedzenie o kwantyfikatorami generalnymi wiazacymi wszystkie zmienne
wolne w a.. Uniwersalne domknigcie dowolnej formuty jest oczywiScie zdaniem.

Jesli « nie jest teza, to rowniez jej uniwersalne domknigcie @ nie jest teza. Gdyby
bowiem & bylo teza, to (na mocy (A14)) takze « bylaby teza, wbrew przypuszczeniu.



Skoro @ nie jest teza, to nie zachodzi ) -y, &. Poniewaz @ jest zdaniem, wigc
mozna skorzystac z twierdzenia o dedukeji nie wprost: nie zachodzi () -, @ wtedy i
tylko wtedy, gdy nie istnieje formuta (3 taka, ze:

{_‘a} Flm"p {Ba _‘ﬂ}

Oznacza to, ze zbiér {—a} jest niesprzeczny. Na mocy czesci I dowodu, istnieje model
I tego zbioru, a zatem:
(t) MmE -

Z zalozenia, « jest tautologia. Réwniez & jest wigc tautologia, poniewaz reguta
generalizacji zachowuje wtasno$¢ bycia tautologia. Tak wigc, & jest prawdziwa w kaz-
dej strukturze relacyjnej (stosownej sygnatury). W szczegdélnosci, o jest prawdziwa w
kazdej strukturze relacyjnej 2%, skonstruowanej na mocy czgsci I dowodu:

) MmEa

Warunki (}) oraz (1) sa jednak wzajem sprzeczne, ze wzglgdu na definicje relacji |=.
Tak wigc, przypuszczenie, ze « nie jest teza nalezy odrzuciC. Ostatecznie, kazda tauto-
logia KRP jest teza KRP.

* X Xk

Powiemy teraz kilka stéw o innych metodach dowodu twierdzenia o petnosci KRP.

Konsekwencja: twierdzenie o zwartosci

TWIERDZENIE 20.5.1.

Dla dowolnego zbioru formut X oraz formuly a zachodzi nastepujaca réwnowaz-
nos¢:

o X Fppp a wtedy i tylko wtedy, gdy Y 1, o dla pewnego skoriczonego zbioru
formut Y C X.

DoOwOD.

Dowdd implikacji odwrotnej <= jest natychmiastowy: skoro Y i-1,., o dla pewnego
skoficzonego zbioru formut Y C X, to — ze wzgledu na monotonicznos¢ relacji -y
— zachodzi takze X Fppp o

Dowdéd implikacji prostej = réwniez nie jest trudny. Skoro X k.., «, to istnieje
dowdd « z X w KRP, a wigc skoriczony ciag formut (vq,...,v,) taki, ze 7, jest
identyczna z «, a kazdy element ciagu (71, ..., v, ) jest badZ aksjomatem opartym na
ktéryms ze schematéw (A1)—(A17), badZ wynikiem zastosowania reguty podstawiania
lub reguly generalizacji do wyrazéw wcze$niejszych w tym ciagu. Niech teraz Y be-
dzie zbiorem tych wyrazéw ciagu (71, ..., vn), ktére sa elementami zbioru X . Zbiér
Y jest oczywisScie skoniczony. Jest takze oczywiste, ze mozna zbudowaé dowdéd w KRP
formuty o w oparciu o zbiér Y, czyli ze Y ., .
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W dowodzie powyzszego twierdzenia odwotujemy si¢ w istocie do finitystycznosci
operatora konsekwencji Cj,p.

Konsekwencja: niesprzeczno$sé¢ KRP

Przypomnijmy: méwimy, ze zbidr formut X jest (syntaktycznie) niesprzeczny wtedy
i tylko wtedy, gdy nie istnieje formuta o taka, ze X ., o oraz X by, —o. W prze-
ciwnym przypadku méwimy, ze X jest (syntaktycznie) sprzeczny.

TWIERDZENIE 20.6.1.
Zbiér wszystkich tez KRP jest niesprzeczny.
DowoOD.

Przypusémy, dla dowodu nie wprost, ze zbiér wszystkich tez KRP nie jest nie-
sprzeczny. Istnieje wtedy formuta « taka, ze zardwno «, jak i -« sa konsekwencjami
zbioru wszystkich tez KRP, czyli sa tezami KRP.

Na mocy twierdzenia o petnosci, zaréwno «, jak i —« sa tautologiami KRP, czyli
sa obie spetnione w kazdej interpretacji. Niech 9t bedzie dowolna strukturg relacyjna,
a w dowolnym warto$ciowaniem w 91. Wtedy zachodzitoby zaréwno 9 |=,, «, jak i
M =, —a, co jest jednak sprzeczne z definicja relacji spetniania. Ostatecznie zatem
nie istnieje formula o o podanej wyzej witasnosci, a wigc zbioér wszystkich tez KRP
jest (syntaktycznie) niesprzeczny.

Konsekwencja: twierdzenie Lowenheima-Skolema

Choc¢ historycznie rzecz biorac, twierdzenie Lowenheima-Skolema poprzedza twier-
dzenie o petnosci, to obecnie zwykle to pierwsze wyprowadza si¢ z tego drugiego.

2. Wybrane twierdzenia klasycznej teorii modeli
— dokonaj wyboru

3. Twierdzenia dotyczace (nie)rozstrzygalnosci oraz (nie)-
zupelnosci

— przypomnienie: PA
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3.1. Pojecie obliczalnosci i jego matematyczne reprezentacje

— reprezentowalno$¢ funkcji rekurencyjnych w PA

3.2. Arytmetyzacja skladni

— numeracja Godlowska

3.3. Twierdzenia: Churcha, Godla, Tarskiego, Rossera, L.oba

— nierozstrzygalno$¢ KRP
— twierdzenia o niezupelnosci, nierozstrzygalnosci, itd. niektérych teorii pierw-
szego rzedu

4. Twierdzenie Herbranda i TA

Twierdzenie Herbranda oferuje swoista ,,redukcje” KRP do KRZ, oczywiscie w
Scisle sprecyzowanym sensie.

Przypomnijmy niektdre potrzebne pojecia (uniwersa Herbranda, modele Herbranda).

Jesli S jest dowolnym zbiorem formut jezyka KRP (ustalonej sygnatury), to przez
uniwersum Herbranda dla S rozumiemy zbiér Hg okreslony indukcyjnie nastgpujaco:

e (i) jesli stata indywiduowa aj wystepuje w jakiej$ formule ze zbioru S, to ax €
Hs

e (ii)jeSlity, ..., t,, sadowolnymi termami nalezacymido Hg, to ff-j (t1, .- tn;)
takze nalezy do Hg, dla dowolnego symbolu funkcyjnego f;” .

Jesli w formutach z S nie wystgpuje zadna stata indywiduowa, to warunek (i) de-
finicji zbioru Hg zastgpujemy warunkiem: a;, € Hg dla dowolnie wybranej stalej
indywiduowej ay.

Jesli w formutach z S wystegpuje co najmniej jeden symbol funkcyjny, to Hg jest
zbiorem nieskoiczonym.

Uniwersum Herbranda dla danego zbioru formut S jest zatem zbiorem wszystkich
termOow bez zmiennych utworzonych (z uzyciem symboli funkcyjnych) ze statych in-
dywiduowych wystepujacych w formutach zbioru S.

Interpretacjq Herbranda dla zbioru formut S nazywamy interpretacje (Hg, Ag)
spetniajaca nastgpujace warunki:

e Ag(a) = ay dla dowolnej stalej indywiduowej ay, nalezacej do Hg;
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o As(ff-j(tl,...7tnj)) = f;j (t1,...,tn,) dladowolnych terméw t, . .., t,, na-
lezacych do Hg.

Modelem Herbranda dla zbioru formut S nazywamy kazda interpretacj¢ Herbranda
dla S, w ktdrej prawdziwe sa wszystkie formuty z S.

Zauwazmy, ze uniwersa Herbranda tworzone sa z wyrazen jezyka KRP. Alfabetem
Herbranda dla zbioru formut S nazywamy zbiér wszystkich statych pozalogicznych
wystepujacych w formutach z S (jesli w S nie wystgpuje zadna stata indywiduowa, to
dodajemy dowolna ustalong stalg indywiduowa). Niech Vg oznacza alfabet Herbranda
dla S.

Wazna konsekwencja twierdzenia Herbranda jest mozliwo$¢ wykazania niespet-
nialnosci zbioru formut jezyka KRP w KRZ.

TWIERDZENIE 25.3.1. Niech I' = {4, As,..., A, ...} bedzie zbiorem formut w
skolemowych postaciach normalnych nie zawierajacych wystapiei symbolu identycz-
nosci. Wtedy: I jest spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy I' ma model Herbranda.

DowOD. Jesli I' ma model Herbranda, to I jest oczywiscie spetnialny. Pozostaje udo-
wodni¢ implikacje w druga strong.

Przypusémy, ze I jest spetnialny. Niech 91 bedzie dowolna struktura sygnatury Vg
taka, ze 9 |= I'. Niech 9 bedzie interpretacja Herbranda. Zbudujemy interpretacje
M sygnatury Vg taka, ze I =T

Uniwersum dla 91 jest uniwersum Herbranda Hp. Trzeba podaé interpretacje w 91
symboli funkcyjnych oraz predykatéw. Méwiac intuicyjnie:

e M interpretuje symbole funkcyjne tak, jak robi to 9’ (co nie wymaga uscislen,
poniewaz mowa tu o interpretacjach Herbranda: 901 jest interpretacja Herbranda
sygnatury Vr, tak samo jak 9);

o M interpretuje predykaty tak, jak robi to 91 (co wymaga uscislenia, bo uniwersa

struktur 907 oraz 1 moga by¢ rézne).

Dla dowolnego n-argumentowego predykatu R w Vr oraz terméw t1,...,t, na-
lezacych do Hr musimy okreslié, ktéra z ponizszych (nawzajem si¢ wykluczajacych
oraz dopelniajacych) mozliwosci zachodzi:

o R(t1,...,tpn)
o “R(t1,...,tn).

Poniewaz kazdy z powyzszych terméw ¢; jest termem bez zmiennych, a O jest
strukturg sygnatury Vr, wigc zachodzi doktadnie jedno z dwojga:

o ‘31|:R(t1,,tn)
o N —R(t,....tn).
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Definiujemy interpretacj¢ predykatu R w 9T w ten sposéb, aby zachodzita réwno-
waznos¢:

M = R(ty,...,tn) wtedy i tylko wtedy, gdy N |= R(t1,...,tn).
Trzeba teraz pokazaé, ze M = I'. Dowdd przeprowadzimy w trzech krokach:

e (1) pokazemy, ze dla dowolnego zdania A jezyka sygnatury Vr, ktére nie zawiera
ani kwantyfikatoréw, ani znaku identycznosci zachodzi: I = A wtedy i tylko
wtedy, gdy N = A.

e (2) pokazemy, ze z (1) wynika, ze dla dowolnego zdania A jezyka sygnatury Vp
w skolemowej postaci normalnej, ktére nie zawiera znaku identycznosci zacho-
dzi: jesli M = A, to M = A.

e (3) pokazemy, ze z (2) wynika 2% =T

DowoOD (1).

Niech A bedzie formutg bez kwantyfikatoréw. Pokazemy, ze 91 = A wtedy i tylko
wtedy, gdy 91 = A przez indukcje po ztozonosci A.

Jesli A jest formulg atomowa, to — poniewaz nie zawiera wystapien predykatu
identycznos$ci — musi by¢ postaci R(t1, . . ., t,,) dla pewnego predykatu n-argumentowego
R z alfabetu Vp oraz terméw tq,...,t,. Poniewaz A jest zdaniem, wigc zaden z ter-
moéw t; nie moze zawierac zmiennych. Oznacza to, ze wszystkie termy ¢; sa elemen-
tami Hr. Z definicji 9% otrzymujemy wtedy, ze 9 = A wtedy i tylko wtedy, gdy
N = A

Przypusémy, ze:

e M = A; wtedy i tylko wtedy, gdy Mt = A,
o M = A, wtedy i tylko wtedy, gdy N = As.

Wtedy oczywiscie takze:

o M | —A; wtedy i tylko wtedy, gdy 91 = -4,
e M = Ay A As wtedy i tylko wtedy, gdy 9T |= A1 A As.

(podobnie dla innych spdjnikéw zdaniowych). To koriczy dowdd (1).
DoOwOD (2).

Dowdéd przeprowadzimy przez indukcje wzgledem liczby kwantyfikatoréw w A.
Jesli A nie zawiera zadnych kwantyfikatoréw, to na mocy (1) mamy: 9 = A wtedy i
tylko wtedy, gdy 91 = A.
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Przypusémy, ze A jest postaci Vi ...Vz, B, gdzie B nie zawiera ani kwanty-
fikatoréw, ani predykatu identycznosci. Zatozenie indukcyjne glosi, ze (2) zachodzi
dla wszystkich formul, ktére maja mniej niz n kwantyfikatoréw. Niech C'(x;) bedzie
formuta otrzymana z Vz; ... Vx, B poprzez opuszczenie pierwszego kwantyfikatora.
Niech ¢ bedzie termem bez zmiennych z jezyka o sygnaturze Vi (oznacza to, ze ¢ jest
elementem Ht). Mamy:

o jesli N = C(xq), to N = C(t/x1) (z definicji relacji =),
o jesliN = C(t/x1), to M = C(t/x1) (z zatozenia indukcyjnego).

Tak wigc, jesli M = C(xq1), to M = C(t/z1). Term t byt dowolnie wybranym
elementem zbioru Hr. Mamy zatem: jesli 91 = A, to M = C(t/z1) dla wszystkich
t € Hr. Poniewaz Hr jest uniwersum struktury 9%, wigc z definicji relacji = otrzy-
mujemy: M = Va;C(xq). Poniewaz A jest identyczne z Va1 C(x1), dowdd (2) zostat
zakoriczony.

DowoOD (3).

Dla kazdego A; € I" mamy:

e MNE A
e A; jest w skolemowej postaci normalnej

e A; nie zawiera predykatu identycznosci.

Spetnione sg zatem wszystkie zatozenia (2). Tak wigc, 9t |= I'. To koriczy dow6d
(3), a zarazem catego twierdzenia 25.3.1.

Z powyzszego twierdzenia wynika w szczegdlnosci, ze:

e (1) Jesli A jest formuta w skolemowej postaci normalnej bez predykatu iden-
tycznosci, to: A jest spelnialna wtedy i tylko wtedy, gdy A ma model Herbranda.

Dlaczego w twierdzeniu 25.3.1. istotne bylo zatozenie, ze I" nie zawiera wystapien
znaku identycznos$ci? Ponizszy przyktad stanowi odpowiedZ na to pytanie.
PRZYKEAD 25.3.1. (Hedman 2004: 115).

Rozwazmy zdanie A postaci Vz ((f(z) # z) A (f(f(z)) = z)). Stownikiem
Herbranda dla A jest zbidr {c, f}, gdzie ¢ jest dowolna statg indywiduowa.

Uniwersum Herbranda dla A jest zbiorem nieskoriczonym: H4 = {c, f(¢), f(f(c)), f(f(f(c))),..

W kazdej interpretacji Herbranda elementy ¢ oraz f(f(c)) sa oczywiScie rézne.
Poniewaz konsekwencja A jest zdanie Vx f(f(z)) = =, wiec w szczegdlnosci ¢ =
f(f(c)) takze jest konsekwencja A. Zdanie A nie moze zatem posiadac¢ zadnego mo-
delu Herbranda. Latwo jednak zobaczy¢, ze zbiér { A} jest spelnialny: modelem dla A
jest np. zbiér wszystkich liczb catkowitych (bez zera), w ktérym symbol funkcyjny f
interpretujemy tak, aby f(z) = —x.

15

1.



Jak radzi¢ sobie w przypadku, gdy rozwazany zbiér formut zawiera wystapienia
znaku identycznosci? Oto stosowna procedura.

Przypusémy, ze A jest formuta w skolemowej postaci normalnej i ze w A wystepuje
predykat identycznos$ci. Wtedy (1) nie zachodzi dla A. Zdefiniujemy formute A* taka,
ze:

e (1) zachodzi dla A*

e (I) A jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy A* jest spetnialna.

Niech F bedzie dwuargumentowym predykatem nie wystepujacym w V4. Poszu-
kiwana formuta A* jest koniunkcja formut Ay, Ay, Az oraz Ay, zdefiniowanych naste-

pujaco:

e A jest formulg powstajaca z A poprzez zastapienie kazdej réwnosci termow
t1 = to wystepujacej w A przez formule E(t1,ts).

e A, jest koniunkcjg warunkéw stwierdzajacych, ze E denotuje relacje rownowaz-
nosci (tj. zwrotna, przechodnia i symetryczna).

o Dla kazdego n-argumentowego predykatu R z V4 niech Ag bedzie formuta:

n

V... Ve, Yy .. .Vyn(/\(E(:ci,yi AR(x1,...,20))) = R(y1,---,Yn)).
i=1

Niech A3 bgdzie koniunkcja wszystkich formut Ag.

e Dla kazdego n-argumentowego symbolu funkcyjnego f z V4 niech A bedzie
formuta:

n

Vry...Ve,Vyr .. Vyn(/\ E(zi,y:)) = E(f(z1,...yxn), f(Y1,- -+ Yn)))-
i=1

Niech A4 bedzie koniunkcja wszystkich formut Ay.

Niech A* bedzie skolemowa postacig normalng koniunkcji formut A;, Ay, A3 oraz
Ay. Z konstrukcji A* widaé, ze nie zawiera ona predykatu identycznosci. Tak wigc,
(t) zachodzi dla A*. Niech wykazanie, ze zachodzi takze (1) bedzie éwiczeniem dla
czytelniczek. Wskazdwka: nalezy oczywiScie rozwazy¢ model ilorazowy.

Rozwazmy jeszcze raz formute A postaci Vo ((f(xz) # z) A (f(f(z)) = x))
z przyktadu 8.3.1.1. i zastosujmy do niej powyzej opisana procedurg. Poniewaz for-
muta A* spetnia warunek (1), wigc A* posiada model Herbranda o uniwersum H4 =
{c, fle), f(f(c), fF(f(f(c))),...}. Mozemy interpretowaé E w tym modelu jako re-
lacjg réwnowaznosci o dwdch klasach: w jednej sa termy zawierajace parzysta liczbg
wystapiefi symbolu f, a w drugiej pozostate termy. Wynika stad réwniez, ze formuta
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A ma model dwuelementowy o uniwersum np. postaci {a, b}, w ktérym symbol funk-
cyjny f interpretujemy tak, aby: f(a) = b oraz f(b) = a.

Teraz mozemy opisac procedurg pozwalajaca ustalac, czy dowolna formuta jezyka
KRP jest niespetnialna.

Niech A bedzie dowolng formuta jezyka KRP w skolemowej postaci normalnej, nie
zawierajaca predykatu identycznosci. Tak wige, A jest postaci Vay . ..V, B(x1,...,x,),
gdzie B nie zawiera ani kwantyfikatoréw, ani predykatu identycznosci. Przypominamy,
ze H 4 jest uniwersum Herbranda dla A. Zdefiniujmy zbi6r:

E(A) ={B(t1,...,tn) : t1,...,tn € Ha}.

Zbiér E(A) otrzymujemy zatem przez podstawienia wszelkich mozliwych terméw z
H 4 za zmienne w B, na wszelkie mozliwe sposoby. Niech {A1, As, ...} bedzie wyli-
czeniem wszystkich elementéw zbioru E(A). Pokazemy, ze A jest spetnialna wtedy i
tylko wtedy, gdy F/(A) jest spetnialny.

LEMAT 25.3.2. Niech A bedzie dowolng formuta jezyka KRP w skolemowej postaci
normalnej, nie zawierajaca predykatu identycznosci. Wtedy: A jest spetnialna wtedy i
tylko wtedy, gdy FE(A) jest spetnialny.

DowoOD.
Dowdéd implikacji z lewa na prawo jest do$¢ prosty. Jesli 9t jest modelem dla A,
to:
M =V ...V, B(z,...,z,).

W szczeg6lnosci, M = B(tq, ..., t,) dlawszystkich ¢y,...,t, € H4.Oznacza to, ze
M = A; dla wszystkich 4, a wige M = E(A).

Dla dowodu implikacji w druga strone zat6zmy, ze E(A) jest spetnialny. Wtedy, na
mocy twierdzenia 8.3.1., E(A) ma model Herbranda 9. Alfabet Herbranda dla F(A)
jest taki sam jak alfabet Herbranda dla A. Tak wigc, uniwersum 91 jest rtéwne H 4. Dla
wszystkich t1,...,t, € Hy, mamy 9 = B(t1,...,t,), poniewaz B(t1,...,t,) €
E(A). Z definicji relacji = otrzymujemy, ze MM = Vi ... Va,, B(z1,...,2z,). Ozna-
czato, ze M = A, czyli ze A jest spetnialna.

Z powyzszego wynika, ze A nie jest spetnialna wtedy i tylko wtedy, gdy E(A)
nie jest spetnialny. Poniewaz F/(A) zawiera jedynie zdania bez kwantyfikatoréw, wigc
mozemy uwaza¢ FE(A) za zbiér formut jezyka KRZ (po stosownych podstawieniach
zmiennych zdaniowych za formuty atomowe). Poniewaz A jest w skolemowej postaci
normalnej, wigc kazda formuta w F(A) jest w koniunkcyjnej postaci normalnej. W
rozdziale II udowodniono, ze zbiér S formut jezyka KRZ jest niespetnialny wtedy i
tylko wtedy, gdy O € R(.S) (zob. tez Lemat 25.4.2. ponizej). Wiemy zatem, ze E(A)
jest niespetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy 0 € R(E(A)). Z TWIERDZENIA O ZWAR-
TOSCI dla KRZ (réwniez udowodnionego w rozdziale II) wynika, ze F(A) jest nie-
spetnialny wtedy i tylko wtedy, gdy pewien skoriczony podzbiér { Ay, ..., A, } zbioru
E(A) jest niespelnialny. Tak wigc, jesli A jest niespetnialna, toJ € R({41,...,4An})
dla pewnego m. Zauwazmy, ze [0 € R({A1,..., An}) jest zbiorem skoriczonym.

Procedura powyzsza dostarcza metody ustalania, ze A jest niespetnialna. Spraw-
dzamy, czy dla pewnego m zachodzi O € R({41,...,An}). Jesli odpowiedzZ jest
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twierdzaca, to A jest niespetnialna. W przeciwnym przypadku sprawdzamy, czy [J €
RH{A1, ..., Am, Amy1}), itd. Jesli A jest niespetnialna, to ta procedura poda tg od-
powiedzZ po skoriczonej liczbie krokéw. Jesli natomiast A jest spetnialna, to omawiana
procedura nie zakorczy sig.

Zauwazmy, ze nie ma zadnego ograniczenia (z gory) liczby krokéw, w ktérej po-
wyzsza procedura ewentualnie si¢ zakonczy.

TRZEBA DODAC O UNIFIKACIT ORAZ REZOLUCII

5. Formalizm Gentzena

Podajemy formalizm Gentzena dla KRZ oraz KRP, wzorujac si¢ na przedstawieniu
w monografiach W.A. Pogorzelskiego.

KLASYCZNY RACHUNEK ZDAN:
INFORMACIE O

RACHUNKU SEKWENTOW GENTZENA

Wazng metoda dowodowa jest RACHUNEK SEKWENTOW. W tym miejscu ogra-
niczymy si¢ jedynie do podania paru informacji o tym rachunku. Rézne jego wersje
znajduja istotne zastosowania np. w automatycznym przetwarzaniu informacji.

1. Reguly

Okreslimy relacje¢ IF migdzy zbiorami formut jezyka KRZ. Zachodzenie zaleznosci
X IF Y zwiazane ma by¢ z nastgpujaca intuicja: ze zbioru przestanek X wyprowa-
dzalna jest alternatywa element6w zbioru Y. Nie ograniczamy si¢ do skonczonych
zbioréw formul. Wyrazenia postaci X |- Y nazywamy sekwentami.

Relacjg IF definiujemy indukcyjnie:

1. X IF0 Y wtedy i tylko wtedy, gdy X N'Y # ()
2. X -1 Y weedy i tylko wtedy, gdy X IF™ Y lub istnieja zbiory formut X1, Y3
oraz formuty «, (3 takie, ze zachodzi jeden z warunkéw:
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(+—) X=XiU{a— B iX,U{B}IF"YiX, k" {a}UY

(-+) Y=YiU{a—ga}iXu{a}lF {8lUY

(+-) X =X, U{=a}iX; F" {a}UY

(~+) Y =YiU{-aliXU{a}F"1v;

(+A) X =XjU{aAB}iXiU{a,B}IF"Y

(AMH) Y=Y1U{aAp}iXIF"{a}UY;oraz X IF" {} UY;

(+v) X=XjuU{avpg}liXijU{a}lF"Y oraz X; U{8} IF"Y

(V+) Y=Y1U{aVp}iXIF"{a,pftUY;

(+=) X=X U{a=p8}iX1U{aB}IF" Y oraz X1 IF" {a, B} UY
=4+) Y=y 1U{a=ptiXU{a}IF {fUY;oraz X U{G} IF" {a} UY;.

3. X IFY wtedy i tylko wtedy, gdy X I Y dla pewnego n > 0.

Powszechnie stosowana umowa notacyjna w rachunku sekwentéw jest pisanie X, Y
zamiast XUY oraz pisanie o, . . . , v, zamiast skoficzonych zbioréw formut {aq, . .., . }.
Dla przyktadu, sekwent X U {&@ — 3, o} zapisujemy w postaci: X, a — 3, a.

Zwykle postugujemy si¢ nastgpujacymi diagramami, reprezentujacymi warunki okre-
Slajace relacje IF (kreske pozioma w tych diagramach odczytujemy [metajezykowo]
jako: ,jesli...,to...”):

XNY #90
(0) XIFY
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(+—)| ZEEiKba¥ (1)) Kdar
(+-) oy | ) =
SO - - (O v e
(+v) | X dEY (v ey
(+=) | PR gt | (=) | Mt

Znak ; jest tu separatorem. Zauwazmy, Ze poszczegOlne reguly dotycza wprowa-
dzania lub eliminacji statych logicznych (tu: spéjnikéw zdaniowych).

2. Niektore wlasnosci relacji |-
1. Relacja IF- jest monotoniczna, tj. dla dowolnych X, Y, X, Yi:
e jeSli X IFY,t0o X, X; IFY, Y.

2. Jesli X IF Y, to istnieja skoriczone zbiory X, oraz Y; takie, ze: X7 IF Y7.

3. Wszystkie reguly wymienione w tabeli w punkcie 1 sa odwracalne:
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(+ =) | xaeBl (= 4)|  Hempy
(+-)° ey () T
(+A)* ii?—?ﬂ&’f (A+)* Xw)of!')_fo;m)%fﬂ,y
V) | ey | (V) Kby
+=) | ooy | G | sy

4. Dowodzi si¢ nastgpujacego twierdzenia o cigciu:

Dla dowolnych X7, X5, Y7 i Y5 oraz formuty «:

_]eéll Xi,alFY1iXoIFa,Ys, to Xq, Xo IF Y7, Ys.

Tezg tego twierdzenia zapisa¢ mozna réwniez tak:

Xl,Oé I Yl, XQ I+ Oé,Y2
X1, X0 IFY1,Ys

3. Operacja konsekwencji

Zdefiniujemy operacje¢ Cyc,, konsekwencji w sensie Gentzena:
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Cgen(X) = {Oé € Fxrz : X I+ a}.

Tak okreslona operacja Cg.,, ma wiasnosci (C1)-(C4) podane na wyktadach 5-7,
czyli jest operacja konsekwencji (w sensie Tarskiego).

Ponadto, dla dowolnego zbioru formut X zbiér C., (X) jest domkniety na odry-
wanie:

jesli o, a0 — B € Cyen(X), 10 B € Cyen(X).

Relacja I jest domknigta na podstawianie, w nastgpujacym sensie:

jesli X IF Y, to he[X] IF he[Y], dla dowolnego e : Varxrz — Fxrz.

4. Przyklady dowodow

Zwykle dowody w rachunku sekwentéw Gentzena zapisuje si¢ jako ciagi ,,ulam-
kéw”, w ktorych ,licznikach” wystepuja zatozenia regul, a w ,,mianownikach” sto-
sowne tezy (tychze regut).

Postapimy tu nieco inaczej. Bedziemy mianowicie reprezentowaé dowody przez
drzewa. Bezposrednie nastgpniki danego wierzchotka to zatozenia reguty, dla ktérej
6w wierzchotek jest tezg (wnioskiem tej reguty). LiScie drzewa dowodowego sa zawsze
postaci X IFY, gdzie X N'Y # (). Dla sekwentéw nie bedacych 1lisémi podajemy (z
prawej strony, w gérnej frakcji) informacje o zastosowanej regule.

Sekwenty postaci () IF X nazywamy fezami systemu Gentzena.

Udowodnimy dla przyktadu, ze aksjomaty systemu podanego na wyktadach 5-7 sa
tezami systemu Gentzena.

1. Dowdd formuty: (« — 3) — (8 — 7v) — (@ — 7)).

(Z)\F(oz—>ﬁ)—>((B—‘w)—%a—w))(**)
a—ﬁ'ﬂﬁ—w)‘*(a—’v)b”
a—f.f—lFa—ny(

|
a,a— 3,0 —ylkyE)

4>+)

B8 —~kyE B —ylay

o, B,ylFy o, BB,y
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2. Dowdd formuty: @ — (o — 8) — (a — ).

DIFa— (a—B) = (a— p) =
\

a—(a—p)IFa—p =t

|
a,a— (a—F)IFg =)

a,a—pIFLET) alka,B

a, BB alka,p

3. Dowdd formuly: o — (8 — «).

DIFa— (B —a) 1)
|

alk g —a

|
a, [k«

4. Dow6d formuty: (o A B) — a.

DIF(aAB) —a =T

|
aABIFa M)

|
a, I«

5. Dowdd formuty: (o A 3) — £.

DI (anB) — 3D

\
aAflFa N

a,ﬂ‘H—ﬁ

6. Dow6d formuty: (o — ) — ((a — 7)) — (a — (BA7Y))).
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01k (a— B) a<<aﬂ‘>*<a~ (B A7) &
a—BIF(a—7) = (= (BAry) P

\
a—Ba—vylka— (BAy) H

|
a,a— By —ylkBAy A

a,a— B, —ylk ) a,a— fa—ylky )

a,f,a—=~vFE aa—vylkFa,f aa—G,7Fy a,a— BIFa,y
7. Dowéd formuty: oo — (a Vv ).

DIFa— (avp) &H
|
alFav gD

|
alFa, B

8. Dowdd formuty: a — (6 V «).

DIFa— (BVa)=H)
|
alkgva

|
alk B«

9. Dowéd formuty: (o — ) — ((8 — ) — ((aV 5) — 7)).

DI (a—=7) = ((B—=7) — (avp) —7y) D
GHWWWHVFhWVmHVW#)

a%%ﬂﬂvaV@Hv(

aV&@—»%g—vva”W

~>+)

a,0 =y, 8=y B,8—v,a—7lFy
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10. Dowdéd formuly: (o = 8) — (a — f).

DIF(a=8) = (a—p) =1

\
a=plFa—pEh

\
a,a=pIF3H=

a,o,0IFF alka,B,06

11. Dow6d formuly: (o = 8) — (8 — «).

DIk (@=5)— (3= a) =)

\
a=pIFp—al=h

|
B,a=p1Fa*=

B,a,0lFa BlFa,fB,«a

12. Dow6d formuty: (oo — 8) — (8 — a) — (o = ).

DIk (a—B) = (B —a) = (a=p5) &

\
a—fIF(B—a)— (a=p) D

\
a—pB,8—alla=3ED
a,a— B,0—=alFkp3 pf,a—p,8—alka

13. Dowdéd formuty: (-8 — —a) — (o — ().

DIk (=8 — —a) = (a— §) &)
\

-3 — -alka— 3=

|
a,=f — —alk 3 =h)

a,~alF3ED) oIk 3,-p CH)

alk‘a,ﬂ a,ﬁ‘lkﬂ
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5. ZwiazKki z innymi operacjami konsekwencji

Mozna pokaza¢, ze dla dowolnego zbioru formut X jezyka KRZ:

Coen(X) = Crrz(X).

Oznacza to, ze konsekwencja w sensie Gentzena jest identyczna z kazda z pozosta-
tych podanych w tych wyktadach operacji konsekwenc;ji:

Cgen(X) = Ckrrz(X) = CjaS(X) = Crez(X) = Ctab(X> =Csp, (X)

Oznacza to takze, ze konsekwencja w sensie Gentzena jest trafna oraz petna.

Wykorzystywana literatura

Gentzen, G. 1935. Untersuchungen iiber das logische Schliessen. Mathematische Ze-
itschrift 39, 176-210, 405-431.

Rasiowa, H., Sikorski, R. 1963. The Mathematics of Metamathematics. Pafnstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa.

Pogorzelski, W.A. 1981. Klasyczny rachunek kwantyfikatoréw. Zarys teorii. Panstwowe
Wydawnictwo Naukowe, Warszawa.

Smullyan, R. 1968. First-Order Logic. Springer Verlag, Berlin.

KLASYCZNY RACHUNEK PREDYKATOW:

INFORMACJA O RACHUNKU SEKWENTOW W KRP

Ostatnia z omawianych operacji konsekwencji w KRP jest konsekwencja Gent-
zenowska. Ograniczymy si¢ jedynie do podstawowych definicji, pomijajac dowody
twierdzen. Znajomos¢ tego materiatu nie bedzie wymagana na egzaminie.

Omawianie rachunkéw sekwentow staje si¢ coraz czgstsze we wspodtczesnej dy-
daktyce logiki (w Polsce), zastgpujac bardziej popularne wcze$niej metody: aksjo-
matyczng i zatozeniowa. Wiaze si¢ to prawdopodobnie po czgéci z waznymi zastoso-
waniami rachunkéw sekwentéw we wspoélczesnej informatyce teoretycznej. Podobnie
rzecz si¢ ma z metoda tablic analitycznych.

W ponizszym, bardzo skrétowym, przedstawieniu kilku intuicji dotyczacych ra-
chunkéw sekwentéw w KRP opieramy si¢ na pracach Lyndona i Pogorzelskiego, wspo-
mnianych w odno$nikach bibliograficznych.
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26.1. Konsekwencja Gentzenowska

Popularne sa dwa rachunki sekwentéw, pochodzace od Gentzena. Tu oméwimy
tylko jeden z nich, tzw. wnioskowania naturalne Gentzena.

W obu formalizmach zaktada sig¢, ze wszystkie zmienne indywidualne sa dwoch
rodzajow:

e zmienne wolne (zmienne realne)

e zmienne zwigzane (zmienne pozorne).

Niech R = {uq,ug, ...} bedzie zbiorem zmiennych wolnych, a P = {x1, zo, ...}
zbiorem zmiennych zwigzanych. Dokonujac podstawienn w formutach, mozemy zatem
zawsze wstawia¢ do formut zmienne ze zbioru R.

Formuty w systemie Gentzena (nazywane formutami Gentzenowskimi) maja wigc
zmienne wolne w zbiorze R, a zmienne zwiazane w zbiorze P.

26.1.1. Wnioskowania naturalne Gentzena

Kazda pare uporzadkowana (X, Y), gdzie X i Y sg skoficzonymi zbiorami formut,
nazywamy sekwentem. Uzywa si¢ takze terminu: sekwencja.

Jesli (X, Y) jest sekwentem, to uzywa si¢ np. zapisu X |- Y. Zamiast X; U X5 I
Y1 UY; pisze si¢ zwykle X7, X5 I+ Y7, Yo, W szczegblnosci, zamiast np. X U {a} IF
Y U {p} pisze si¢ X, o I Y, B (i analogicznie dla ({a} U X IF {} UY), itp.).

Najpierw pewne intuicje dotyczace rozwazanego systemu. Niech X = {ay, o, ..., ap}
iY = {p1,052,...0m} Méwimy, ze sekwent X |+ Y jest tautologiq Gentzenowskq
wtedy i tylko wtedy, gdy tautologia KRP jest:

(a1 ANag Ao Aay) — (B1V B2 V...V Bn).

Tak wigc, zamierzonym znaczeniem sekwentu X |- Y jest, iz z koniunkcji prze-
stanek ze zbioru X wynika logicznie co najmniej jeden wniosek ze zbioru Y.

Zdefiniujemy teraz w sposéb Scisty relacje I, dla dowolnych skoriczonych zbioréw
X, Y formut Gentzenowskich. Definicja jest indukcyjna.

o 1. X IF0 Y wtedy i tylko wtedy, gdy X NY # ()

o 2. X IF"t1 Y wtedy i tylko wtedy, gdy:
(A) X IF" Y,

Iub (B) istnieja zbiory formut X4, Y; oraz formuty «, (3 takie, ze zachodzi jeden
z warunkow:
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(+—) X=X,Ufa—BiXiU{B}IFYiX; F* {a}uY

(—+) Y=V1U{a—p}iXU{a}IF"{B}UY;

(+-) X =X,U{-a}iX; F" {a}UY

(++) Y=YiU{-aliXU{a}IF"v;

(+A) X =X U{aAB}iXiU{a, B} Y

(AM) Y=Y1U{aAnp}iXIF" {a}UY0raz X IF" {} UY;

(+v) X=XjU{aVvpg}liXiU{a}lF*Y oraz X; U{G} IF"Y

(V+) Y=Y 1U{aVF}iXIF {a,f}UY;

(+=) X=X1U{a=p}iX1U{a,B}IF"Y oraz X1 " {a, B} UY
(=+) Y=v1u{a=patiXU{a}IF" {fUY;oraz X U{F} IF" {a} U Y7,

lub (C): istnieja liczba naturalna k, term ¢ (z ewentualnymi zmiennymi jedynie
z R), formula o, w ktérej xj, jest zmienng z P oraz zbiory X1, Y; formul bez
zmiennych z P takie, ze:

(+Y) X =X U{Vapa}ti{S(t zk, o)} IF* Y lub

(V+) Y =Y, U{Vzra}iprzy pewnym m, zmienna w,, nie wystgpuje jako wolna
ani w «, ani w formutach z X UY; oraz X I+ {S(up, 2x, @)} UY] lub

(+3) X = X, U{3xka} iprzy pewnym m, zmienna u,, nie wystepuje jako wolna
ani w o, ani w formutach z X; UY oraz X; U {S(upm, zx, @)} IF" Y lub

F+) Y=Y1U{Fzra}i X F" {S(t,z,a)} UY7.

o X IFY wtedy i tylko wtedy, gdy X IF" Y dla pewnego n > 0.

Okreslona w ten sposéb relacja I ma wlasnosci przystugujace ogélnym relacjom
konsekwencji. Zachodza dla niej takze twierdzenia o trafnosci i pelnosci.

Reguty wnioskowania bedziemy zapisywali w postaci ,,utamkéw”, w ktérych nad
kreska zapisujemy sekwenty, bedace przestankami, a pod kreska wniosek. Gdy mamy
wigcej niz jedng przestanke, to oddzielamy je separatorem w postaci Srednika: ; .

Reguty dotyczace spdjnikéw zdaniowych sa oczywiscie takie same, jak w rachunku
sekwentéw dla KRZ. Przypomnijmy je tutaj:

XNY #0
(0) XIFY °
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(+—) | ZELLRY |, 4y Kebby
(+-) oy | ) =
SO - - (O v e
(+v) | TP (V) A
(+=) | PR gt | (=) | Mt

Znak ; jest tu separatorem, jak juz powiedziano. Zauwazmy, ze poszczegdlne reguty
dotycza wprowadzania lub eliminacji statych logicznych (tu: sp6jnikéw zdaniowych).
Dochodzg jeszcze cztery reguty dotyczace kwantyfikatoréw:

X,S(t,xp,0)lFY XIS (um,xp,a),Y
(—F\V/) X VrpolkY (\V/—l—) XIFVapoY
X, S (um,xp,a)lFY XIFS(t,xp,a),Y
(+EI) X, dzpalkY (EH_) XIFdzpa,Y
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Reguly (V+) oraz (+3) sa obwarowane dodatkowymi zastrzezeniami. Moga one
mianowicie by¢ stosowane, o ile:

e (V+) zmienna u,, nie jest zmienng wolng w « ani w zadnej z formut wystepu-
jacychw X lubw Y,

e (+3) zmienna w,, nie jest zmienng wolna w zadnej z formut wystepujacych w
XlubwY.

Operacje Gy konsekwencji Gentzenowskiej w KRP okreslamy nastepujaco dla
dowolnego zbioru formut Gentzena X:

Grp(X) = {a : a jest formuta Gentzena oraz Y |-
a dla pewnego skoriczonego zbioru Y C X'}.

Tak okreSlona operacja Gy, ma wlasnosci (C1)—(C4) z definicji ogdlnej operacji
konsekwencji.

26.1.2. Przyklady dowodéw

Zbioér Gy, (D), czyli ogét wszystkich IF-konsekwencji zbioru pustego, to zbiér
wszystkich tez systemu Gentzena dla KRP. Jesli wigc, stosujac podane wyzej reguty,
otrzymamy sekwent () I- «, to « jest teza systemu Gentzena. Zamiast @) I- X piszemy
Ik X, a zamiast () IF o piszemy I «.

Oto cztery proste przyktady dowodéw w rozwazanym systemie, zaczerpnigte z mo-
nografii W.A. Pogorzelskiego. W ostatniej z prawej kolumnie podawany jest symbol
reguly, na mocy ktérej formuta z rozwazanego wiersza zostata otrzymana jako wnio-
sek z formuly z wiersza poprzedzajacego.

DOWOD SEKWENTU: |- Voo — S(t, zk, o).
S(t,xp, ) - S(t, g, a)

Vapa lF St zpa) (+V)
IFVera — S(t zk, ) (— +).

DOWOD SEKWENTU: IF Vo, (o — 3) — (Vopa — Vi) Zaktadamy, ze u nie jest
zmienna wolng ani w «, ani w (3.

S(U7Ik7a)7 S(uaxkva - ﬂ) I- S(U,Ik,ﬂ)
Vegpa, S(u, xp, a0 — B) Ik S(u, zx, 5) (+V
Vaga,Vep(a — B) IF S(u, zk, 5) (+V)
Voo, Vo (o — () - Vg (V+

(

(

Vap(a — 0B) Ik Vara — Vo g
I Var(a — B) = (Vora — Vo)

)
— +)

DOWOD SEKWENTU: IF o — Vaja.
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alk S(u, g, a)
alF Vo (V+)
Foa—Vega (— ).

DOWOD SEKWENTU: IF dzpa = =V —«. Zaktadamy, ze u nie jest zmienng wolng
w Q.

S(u, g, ), =S (u, zg, @) -0 IF S(u, zk, ), =S (u, 2k, @)
S(u, T, ), Vor—a - (+V) Ik Jzka, =S (u, zk, @) (3+)
S(u, zk, ) IF =Vap-a (=+) Ik 3zka, Voo (V+)
Jdzro I Voo (+3) —Vzr—a lF Jzpa (+-)

IF 3zra = Var—a (34).

26.2. Rownowaznos$¢ wszystkich omawianych konsekwencji w KRP

Dla kazdej z operacji konsekwencji:

e wyznaczonej przez tablice analityczne,
e aksjomatycznej,

e zalozeniowej,

e rezolucyjnej,

e Gentzenowskiej,

zachodza twierdzenia o trafnosci i pelnosci. A zatem, zbiory tez w kazdym z wymienio-
nych ujec sa takie same. Nie jest to zadnym zaskoczeniem, gdyz w przypadku kazdej z
wymienionych metod dowodowych cel byt ten sam: syntaktyczne scharakteryzowanie
zbioru wszystkich tautologii KRP.

Zachodza zatem nastgpujace réwnosci, dla dowolnego zbioru formut X jezyka
KRP:

Ctab(X) = Ok'rp(X) = Csb(X) = Orez(X)-

Pewne zabiegi jezykowe oraz nieznaczna modyfikacja konsekwencji Gentzenow-
skiej pozwalaja przyréwnaé do powyzszych takze zbiér Gp(X).

Poszczegblne z wymienionych metod dowodowych réznig si¢ m.in. jesli chodzi o
walory aplikacyjne. Dla przyktadu, metoda aksjomatyczna ma zalety, gdy chcemy pro-
wadzi¢ rozwazania metalogiczne, jest natomiast dos¢ uciazliwa w przeprowadzaniu
codziennych, porannych lub wieczornych, dowodéw. R6zne odmiany metody tablic
analitycznych okazaty si¢ wielce uzyteczne w automatycznym dowodzeniu twierdzen.
metoda zalozeniowa (dedukcja naturalna) oraz rachunki sekwentéw sa bodaj najbar-
dziej przyjazne, gdy chodzi o praktyczne przeprowadzanie dowoddéw.
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Uwagi koncowe

Wyktady 27-30 beda poSwigcone w roku akademickim 2007-2008 powtdrce ca-
fego materiatu oraz przygotowaniu do egzaminu. W nastgpnym roku akademickim, za
przyzwoleniem Losu, na wyktadach 27-30 omawiane bgda: matematyczne reprezen-
tacje pojecia obliczalnosci, elementy metalogiki, teoria modeli oraz logiki modalne.

Powyzsze notatki nie sa pomyslane jako standardowy podrecznik logiki. Maja by¢
jedynie prezentacja kilku metod dowodowych. Notatki te sa obecnie poprawiane i roz-
szerzane. Celem jest przygotowanie, w miar¢ nowoczesnego podrgcznika logiki, na
ktéry maja ztozy¢ sig m.in. teksty wyktadéw, zamieszczane na stronach internetowych
Zaktadu Logiki Stosowanej UAM.

X K ok

Jak wiadomo, LOGIKA zajmuje si¢ pojeciami: DOWODU oraz WYNIKANIA LoO-
GICZNEGO. Zwiazki migdzy tymi pojeciami ustalaja twierdzenia metalogiczne: TWIER-
DZENIE O TRAFNOSCI oraz TWIERDZENIE O PELNOSCI. Pewne TWIERDZENIA LI-
MITACYJNE okreslaja samoograniczenia stosowalnosci metod KRP. Tak wigc, KLA-
SYCZNY RACHUNEK LOGICZNY jest dyscypling o dobrze rozwinigtej metodologii.
Nalezy jednak pamigtaé, ze LOGIKA nie jest dyscypling zamknigta. Nowe inspiracje
dla niej znajdujemy na kilku obszarach. Wymierimy trzy z nich:

e PRAKTYKA BADAWCZA MATEMATYKI. Pojecie DOWODU rozwazane w lo-
gice jest tylko idealizacja (normatywna wzgledem Przesztosci?) praktyki ma-
tematycznej. Przy tym, to owa praktyka matematykéw jest fundamentalna dla
tworzenia pojeé logicznych (a nie na odwrét). Tak wigc, rozwdj logiki moze
by¢ inspirowany przez badania matematyczne. W ten sposéb powstaly np. logiki
wyzszych rzedéw, logiki infinitarne, logiki z uogdlnionymi kwantyfikatorami,
logiki intuicjonistyczne, itd.

e TEORETYCZNE PODSTAWY INFORMATYKI. Z oczywistych powodéw badania
informatyczne musza by¢ wspomagane badaniami logicznymi. Zrédet informa-
tyki teoretycznej poszukiwac nalezy przeciez w rozwazaniach logicznych. Roz-
woj informatyki inspiruje z kolei nowe badania logiczne. W ten sposéb powstaly
np. logiki algorytmiczne, nowe interpretacje dla logik modalnych, itd.

e PRAGMATYKA LOGICZNA. Pojgcie NIEZAWODNEJ REGULY WNIOSKOWANIA
zostalo wyabstrahowane (w cywilizacji Zachodu) z rozumowan przeprowadza-
nych w jezykach etnicznych. W tej postaci, w jakiej stosowane jest ono obecnie
(odwotujacej si¢ do czysto FORMALNYCH, sktadniowych, wtasnosci komuni-
katéw oraz do znaczenia ustalonego zestawu STALYCH LOGICZNYCH) jest ono
adekwatne do opisu tworzenia i przeksztalcania WIEDZY w aparaturze pojgcio-
wej poszczegdlnych nauk. Jest problemem otwartym, czy obecnie znane systemy
logiczne potrafia trafnie reprezentowaé wszelkie rozumowania przeprowadzane
w jezykach etnicznych, ktérym chcieliby§my nadaé¢ walor — jako§ pragmatycz-
nie rozumianej — prawomocnosci. Stad kolejna inspiracja dla badan logicznych.
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Przypomnijmy, ze jednym ze skromnych celéw niniejszych notatek jest to, aby
uswiadomic ewentualnym czytelniczkom réznice migdzy:

o Wynikaniem logicznym a uzasadnianiem oraz uznawaniem zdan. Pierwsze z
tych poje¢ ma, w dzisiejszym rozumieniu, charakter obiektywny; drugie i trze-
cie moga odwolywac si¢ do réznych czynnikéw, takze natury pragmatyczne;j.
Uzasadnianie moze mie¢ postaé precyzyjnego dowodu, ale moze tez odwotywaé
si¢ do zabawnych regut LOGIKI UZNANIOWE]J.

e Dowodzeniem a procedurami czysto algorytmicznymi. Pierwsza z tych aktyw-

nosci ma charakter tworezy, drugie sa dziataniami wedle okreslonego przepisu.

Jesli lektura niniejszych notatek nie przeszkodzi w osiagnigciu tych celéw, to po-
zwolimy sobie uznaé, ze nasza praca miata SENS.

Literatura wykorzystywana w wykladzie 26

Lyndon, R.C. 1978. O logice matematycznej. PWN, Warszawa.

Lawrow, .A., Maksimowa, L.L. 2004. Zadania z teorii mnogosci, logiki matematycz-
nej i teorii algorytmow. Wydawnictwo Naukowe PWN, Warszawa.

Pogorzelski, W.A. 1981. Klasyczny rachunek predykatéow. PWN, Warszawa.

Pogorzelski, W.A. 1992. Elementarny stownik logiki formalnej. Uniwersytet War-
szawski, Filia w Biatymstoku, Bialystok.

Smullyan, R. 1968. First Order Logic. Springer Verlag, Berlin Heidelberg New York.
6. Metalogika a teoria mnogosSci
— informacje o zdaniach niezaleznych w ZF

Dodatek: Wielkie Twierdzenia Metalogiczne w Interpre-
tacjach Popularnych

Pokazemy na koniec kilka przyktadéw, ilustrujacych jak formulowaé mozna nie-
ktére twierdzenia metalogiczne w wersjach ,,popularnych”, przeznaczonych dla czy-
telnikéw, ktérzy z jakiego$ powodu nie cheg ponosié trudu (doznawaé przyjemnosci?)
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nauczenia si¢ skomplikowanego formalizmu matematycznego. Nie beda jednak owe
interpretacje podawane w wersjach ,,gazetowych”. Odwolamy si¢ do prac mistrza w
popularyzacji logiki, a mianowicie Raymonda Smullyana.

Troche bibliografii

Oto niektére ksigzki z zagadkami logicznymi Raymonda Smullyana:

e Jaki jest tytut tej ksiqzki? Tajemnica Drakuli, zabawy i tamigtowki logiczne. War-
szawa 1993. Przetozyl: Bohdan Chwedenczuk. Trzy wydania polskie.

e Dama czy tygrys oraz inne zagadki logiczne. Warszawa 1995, 2004. Przetozyt:
Bohdan Chwedenczuk.

e Szatan, Cantor i nieskoriczonos¢ oraz inne tamigtowki. Warszawa 1998. Przeto-
zyli z angielskiego: Anna i Krzysztof Wéjtowicz.

o Przedrzeiniaé Przedrzeiniacza. Oraz Inne Zagadki Logiczne tqcznie z Zadzi-
wiajqcq Przygodq w Krainie Logiki Kombinatorycznej. Warszawa 2007. Prze-
ktad z jezyka angielskiego: Jerzy Pogonowski.

o Forever Undecided. A Puzzle Guide to Godel. Oxford University Press, 1988. Z
angielskiego przetozyt Jerzy Pogonowski. Ukazato si¢ w 2007 jako: Na zawsze
nierozstrzygnigte. Zagadkowy Przewodnik po Twierdzeniach Godla.

Przyklad pierwszy: minijezyk Smullyana

Dla oswojenia si¢ z rozumowaniami przekatniowymi, ktére odgrywaja istotna role
np. w dowodzie Twierdzenia Godla o niezupelnosci Arytmetyki Peana pobawimy sig¢
pewnym matym systemem logicznym, skonstruowanym przez Raymonda Smullyana
(zob. rozdziat 15 w Szatan, Cantor i nieskoriczonoS¢ oraz inne tamigtowki.).

Minijezyk Smullyana

Rozwazmy jezyk o czterech symbolach: &, #, &, Q.

WyraZeniem tego jezyka jest dowolny skoficzony ciag tych symboli.

Zbudujemy miniaturowy system S, w ktéorym mozna dowodzi¢ pewnych wyrazen
tego jezyka.

Nie bedzie przy tym istotne, na czym polega owa dowodliwos¢.

Interesowad nas bgdzie jedynie jej zwiazek z okreslona dla tego jezyka prawdziwo-
Sciq jego wyrazen.

Wyrazenia, ktére nie sa prawdziwe w .S nazwiemy fafszywymi w S.

Nie bedzie istotne, czym jest prawdziwos¢. Wazne beda jedynie wzajemne zwiazki
dowodliwosci 1 prawdziwosci.
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Przypiszemy wyrazeniom tego jezyka nastgpujaca interpretacje:
o & X — stwierdza, ze wyrazenie X jest dowodliwe w .S,

o & X — stwierdza, ze wyrazenie X X jest dowodliwe w S;

o OX — stwierdza, ze wyrazenie X nie jest dowodliwe w S

o {X — stwierdza, ze wyrazenie X X nie jest dowodliwe w S.
Powiemy, ze:

e MX jest prawdziwe w S, gdy X jest dowodliwe w S

e &X jest prawdziwe w S, gdy X X jest dowodliwe w S;

o QX jest prawdziwe w S, gdy X nie jest dowodliwe w S’

o $X jest prawdziwe w S, gdy X X nie jest dowodliwe w S.

Wida¢, ze wazna cecha systemu S jest jego samozwrotnos¢ — mozna w nim udo-
wodnié rézne zdania, stwierdzajace, co w tym systemie jest, a co nie jest dowodliwe.

Jedyne zalozenie, ktére czynimy o systemie S to zalozenie jego poprawnosci:
wszystkie zdania dowodliwe w S sa prawdziwe w S.

Konsekwencjami tego zalozenia sa:

e W Jesli M X jest dowodliwe w S, to X jest dowodliwe w S.

o Wy Jesli VX jest dowodliwe w .S, to X nie jest dowodliwe w S.

e W3 Jesli X jest dowodliwe w S, to X X jest dowodliwe w S.

o Wy Jesli $X jest dowodliwe w S, to X X nie jest dowodliwe w S.

Twierdzenie Godla dla S

Istnieje wyrazenie prawdziwe w S, ktore nie jest dowodliwe w S.
DowOD. Takim wyrazeniem jest <.
Stwierdza ono, zZe podwojenie wyrazenia <) nie jest dowodliwe.
Podwojeniem < jest <.
Zatem <) jest prawdziwe w S wtedy i tylko wtedy, gdy nie jest dowodliwe w S.
Oznacza to, ze < jest:

e prawdziwe w S i niedowodliwe w S; albo

e falszywe w S i dowodliwe w S.
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Drugi czton tej alternatywy jest wykluczony ze wzgledu na poprawnos¢ S: tylko
zdania prawdziwe sa dowodliwe.

Zatem zachodzi pierwszy czton tej alternatywy.
UWAGA. Jest chyba dla wszystkich oczywiste, ze nasza zamierzona interpretacja mi-
nijezyka Smullyana jest jedna z wielu mozliwych interpretacji.

To, co jest istotne, to:

e W, mozliwos$¢ interpretowania ciggéw symboli;
o warunki W;—Wj.

Mozna wigc mySle¢ o innych jeszcze interpretacjach, spetniajacych te warunki. Dla
przyktadu, symbol & mozemy interpretowac jako:

e drukowalny (przez jaka$ maszyng);
e poznawalny (przez jaki$§ podmiot);
e akceptowalny (np. przez Watykan).

Anything goes, jesli tylko spelnione sa warunki Wy—Wj.
Nierozstrzygalnosc systemu S

Operacja sprzezenia.

Sprzgzeniem & X jest O.X.
e Sprzezeniem QX jest X

Sprzgzeniem & X jest $X.

Sprzgzeniem {X jest do X

Sprzgzenie X oznaczamy przez X . Dla dowolnej pary wyrazeii sprzezonych, jedno
z nich jest prawdziwe w .S, a drugie jest falszywe w .S.

Wyrazenie nazywamy obalalnym w S, gdy jego sprzezenie jest dowodliwe w S.
Zatem:

o QX obalane w S wtedy i tylko wtedy, gdy # X dowodliwe w S.
e A X obalane w S wtedy i tylko wtedy, gdy OX dowodliwe w S.
e &.X obalane w S wtedy i tylko wtedy, gdy {X dowodliwe w S.
e {X obalane w S wtedy i tylko wtedy, gdy &X dowodliwe w S.
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Wyrazenie, ktore nie jest ani dowodliwe w S, ani obalalne w S nazwiemy nieroz-
strzygalnym w S.

Pokazalismy, ze {><> jest prawdziwe i niedowodliwe w S.

Z prawdziwosci {><> wynika, Ze wyrazenie z nim sprzg¢zone, czyli <> jest fatszywe
wS.

Stad, na mocy poprawnosci .S, wyrazenie <> jest takze niedowodliwe w S.

Stad i z definicji &, mamy, iz ><> jest niedowodliwe w S.

Oznacza to, iz wyrazenie <> jest nierozstrzygalne w S.
UWAGA. Mozna przeprowadzi¢ powyzsza argumentacj¢ wcale nie odwotujac si¢ do
pojecia prawdy.

Istotnie, nierozstrzygalno$é wyrazenia <»<» udowodni¢ mozna bezposrednio z wa-
runkéw Wl—W4.

(1) Przypusémy, ze <> jest dowodliwe.

Podstawiajac za X w W, wyrazenie <) otrzymujemy, ze podwojenie <> jest niedo-
wodliwe, co znaczy, ze <> jest niedowodliwe. Sprzecznosé.

Zatem <) nie jest dowodliwe.

(2) Gdyby dowodliwe bylo sprzezenie wyrazenia ><>, czyli wyrazenic &<, to na
mocy warunku W3 (podstawiamy <} za X)) wyrazenie {><> byloby dowodliwe.

PokazaliSmy juz jednak, ze {><> nie jest dowodliwe.

Wynika stad, ze <> réwniez nie jest dowodliwe.

Ostatecznie, wyrazenie {><> nie jest rozstrzygalne w S

Ciekawe wyrazenia systemu S

o O stwierdza o sobie, ze jest obalalne.
o & stwierdza o sobie, ze nie jest obalalne.

o & stwierdza o sobie, ze jest dowodliwe.

e Dla dowolnego wyrazenia F istnieje wyrazenie X, ktére stwierdza, ze £ X jest
dowodliwe (tj. X jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy X jest dowodliwe).
DowoDp. X = QEQ.

e Dla dowolnego wyrazenia F istnieje wyrazenie X, ktére stwierdza, ze £’ X nie
jest dowodliwe.

Dowo6D. X = $CE.

e Dla dowolnego wyrazenia E istnieje wyrazenie X, ktére stwierdza, ze EX jest
dowodliwe.

Dla dowolnego wyrazenia F istnieje wyrazenie X, ktére stwierdza, ze EX nie

jest dowodliwe.

e Istniejag wyrazenia X i Y takie, ze:
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— X stwierdza, ze Y jest dowodliwe.

— Y stwierdza, ze X nie jest dowodliwe.

Co najmniej jedno z wyrazen X, Y musi by¢ prawdziwe, ale nie ma metody
ustalenia, ktore.

e Istnieja wyrazenia X 1Y takie, ze:

— X stwierdza, ze Y jest obalalne.

— Y stwierdza, ze X nie jest obalalne.
Co najmniej jedno z wyrazefi X, Y musi by¢ falszywe, ale nieobalalne.
e Istnieja wyrazenia X i Y takie, ze:

— X stwierdza, ze Y jest dowodliwe.

— Y stwierdza, ze X jest obalalne. Jedno z nich jest prawdziwe, ale niedowo-
dliwe, a drugie falszywe, ale nieobalalne.

e Istnieja wyrazenia X 1Y takie, ze:

— X stwierdza, ze Y nie jest dowodliwe.

— Y stwierdza, ze X nie jest obalalne.
e Istniejg wyrazenia X, Y i Z takie, ze:

— X stwierdza, ze Y jest obalalne.
— Y stwierdza, ze Z jest nieobalalne.

— Z stwierdza, ze X jest dowodliwe.
Nadto, zachodzi jedna z trzech mozliwosci:

— X jest prawdziwe, ale nie jest dowodliwe.
— Y jest falszywe, ale nie jest obalalne.

— Z jest falszywe, ale nie jest obalalne.
Systemy regularne
Powiemy, ze system S, spetniajacy warunki W;—W) jest regularny, jesli spetnione
sg takze warunki:

e Jesli X jest dowodliwe w .S, to #X jest dowodliwe w S.

e Jesli X X jest dowodliwe w S, to & X jest dowodliwe w S.

Z tej definicji oraz z warunkéw W7 i W3 wynika, ze jesli S jest systemem regular-
nym, to:
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A X jest dowodliwe wtedy i tylko wtedy, gdy X jest dowodliwe.
& X jest dowodliwe wtedy i tylko wtedy, gdy X X jest dowodliwe.

Wyrazenia pozytywne to wyrazenia postaci #X lub & X .
Wyrazenia negatywne to wyrazenia postaci QX lub $X.

System S jest regularny wtedy i tylko wtedy, gdy wszystkie prawdziwe wyraze-
nia pozytywne S sa dowodliwe w S.

Jesli system S jest regularny, to kazde falszywe wyrazenie negatywne jest oba-
lalne w S.

Jesli S jest regularny, to dla dowolnego wyrazenia X oraz dowolnego ciagu E
symboli #: wyrazenie £ X jest dowodliwe wtedy i tylko wtedy, gdy X jest do-
wodliwe.

W systemie regularnym & X jest dowodliwe wtedy i tylko wtedy, gdy # X X jest
dowodliwe.

Jesli E jest dowolnym ciagiem symboli #, to wyrazenie ) E<) jest prawdziwe
1 niedowodliwe we wszystkich systemach regularnych. Zatem istnieje nieskorni-
czenie wiele wyrazen prawdziwych i niedowodliwych we wszystkich systemach
regularnych.

Przyklad drugi: systemy przekonan

Pokazujemy kilka twierdzen z naszego thumaczenia ksigzki Raymonda Smullyana

Forever Undecided. A Puzzle Guide to Gddel., ktére ukazato sie¢ w 2007 roku naktadem
Ksiqzki i Wiedzy, pod tytulem Na Zawsze Nierozstrzygnigte. Zagadkowy Przewodnik Po
Twierdzeniach Godla.

Obok zagadek o Rycerzach (méwiacych zawsze prawde) oraz Lotrach (méwiacych

zawsze falsz), ksiazka zawiera zagadki logiczne, w ktérych w formie popularnej przed-
stawia si¢ logike epistemiczng oraz logike dowodliwosci.

Kilka ksiazek o logice dowodliwosci:

Boolos, G. 1993. The Logic of Provability. Cambridge University Press.

Smullyan, R. 1992. Gddel’s Incompleteness Theorems. Oxford University Press.

Ksiazki polskie:

Jacek Hawranek: Aspekty algebraiczne systemu modalnego Godla—Loba. Wy-
dawnictwo Uniwersytetu Wroctawskiego, Wroctaw, 1994.

Andrzej Indrzejczak: Hybrydowe systemy dedukcyjne w logikach modalnych.
Wydawnictwo Uniwersytetu Lodzkiego, £.6dz, 2006.
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e Jerzy Perzanowski: Logiki modalne a filozofia. Uniwersytet Jagiellonski, Roz-
prawy Habilitacyjne nr 156, Krakéw, 1989.

e Kazimierz Swirydowicz: Podstawy logiki modalnej. Wydawnictwo Naukowe UAM,
Poznan, 2004.

Pokazemy w tym dodatku:
o Systemy przekonan. Kto jest prostaczkiem logicznym?

e Poziomy samoswiadomosci. Kto jest szczesSciarzem epistemicznym?

o II Twierdzenie Godla.
Czy mozesz wiedzieé, ze twdj system przekonan jest niesprzeczny, bez popad-
nigcia przy tym w sprzeczno$¢?

e Twierdzenie Loba i samospelniajace si¢ przekonania.

Kiedy wishful thinking ma warto$¢?

e I Twierdzenie Go6dla i Twierdzenie Rossera (o niezupelnosci).

Czy latwy jest los Besserwissera?

e Twierdzenie Tarskiego.

Czy dictum: Doctrina multiplex, veritas una! jest mrzonka?

Systemy przekonan

Notacja. Operatory doksastyczne i epistemiczne to np.:
e B — zdanie Bp czytamy: (rozwazany podmiot) wierzy, ze p;
e K — zdanie K'p czytamy (rozwazany podmiot) wie, Ze p.

(gdzie p jest dowolnym zdaniem jezyka logiki epistemicznej). Zwykle zaktada sig, ze
Kp= (p A Bp).

Systemy epistemiczne sg interesujace same przez si¢ — w opisie systemow prze-
konan, w szczegdlnosci: racjonalnych §wiadomych przekonan. Maja one takze intere-
sujaca i wazna interpretacj¢ metalogiczna:

Bp mozna interpretowac jako zdanie p jest dowodliwe w arytmetyce PA.

Uwaga. Angielski termin reasoner oddaj¢ przez polski neologizm myslak.

Przypusémy, ze jeste§ racjonalna, samo§wiadoma Istota. Jak to przypuszczenie
przetozy¢ na jezyk logiki epistemicznej? Oto propozycja. Nazwiemy szczgsciarzem
epistemicznym kazda osobg S, ktérej system przekonan spetnia warunki:

e (la) S wierzy we wszystkie tautologie klasycznego rachunku zdan;
e (1b) system przekonari S jest domknigty na regute modus ponens:

jesli S wierzy w p oraz wierzy w p — ¢, to wierzy takze w g;
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e (2) dla dowolnych p oraz ¢, S wierzy w (Bp A B(p — q)) — Bg;
e (3) dla dowolnego p, jesli S wierzy w p, to wierzy w Bp;
e (4) dla dowolnego p, S wierzy w Bp — BBp.
Uwaga: rozwazamy tylko osoby, ktdre albo zawsze mowia prawde, albo zawsze méwia

falsz.

Poziomy samoswiadomosci

Kazda osobe, ktéra spetnia jedynie warunki (1a) i (1b) nazwiemy prostaczkiem
logicznym. Zatem, jesli S jest prostaczkiem logicznym, to jego/jej system przekonan
zawiera klasyczna logike zdaniowa, ale S' moze by¢ tego nieSwiadom(a).

Powiemy, ze osoba S jest:

e normalna, gdy jesli wierzy w p, to wierzy tez w Bp;
e regularna, gdy jesli wierzy w p — ¢, to wierzy tezw Bp — Byg;

e sprzeczna, gdy do jej systemu przekonan nalezy jakas para zdan wzajem sprzecz-
nych, lub — co na jedno wychodzi — fatsz logiczny, ktéry oznaczamy przez L.

Uwaga. Moze bardziej wlasciwe bytoby méwienie o wtasnosciach systemow przeko-
narn, a nie 0sob.

Mozna udowodnié, ze: () dowolny szczgsciarz epistemiczny S wie, ze jesli uwie-
rzy w jakie$ zdanie p oraz w jego negacje —p, to stanie si¢ sprzeczny.

O szczgsciarzach epistemicznych mozna udowodni¢ wiele innych ciekawych rze-
czy. Nie wszystkie z nich beda nam dalej potrzebne. Dodajmy moze jedynie, zZe:

e kazdy szczgdciarz epistemiczny jest normalny, a nawet wie, ze jest normalny;
e kazdy szczgsciarz epistemiczny jest regularny i o tym takze wie;

e wreszcie, kazdy szczgSciarz epistemiczny jest przekonany o tym, ze jest szcze-
Sciarzem epistemicznym; a zatem to jego przekonanie jest trafne i, w konsekwen-
cji, kazdy szczgSciarz epistemiczny wie, Ze jest szczgSciarzem epistemicznym.

Mozna rozwazaé pig¢ typéw myslakéw, o wstepujacych poziomach samo§wiado-
mosci:

e Typ I: prostaczek logiczny.

e Typ 1*: prostaczek logiczny, ktéry, jesli uwierzyt w p — ¢, to uwierzy, ze jesli
uwierzyt w p, to uwierzy w q.

e Typ 2: prostaczek logiczny, ktéry wierzy we wszystkie zdania postaci (Bp A
B(p — q)) — Bq.
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e Typ 3: myslak typu 2, ktdry, jesli wierzy w p, to wierzy w Bp.

e Typ 4: szczgdciarz epistemiczny, tj. normalny i regularny prostaczek logiczny,
ktéry wierzy we wszystkie zdania postaci Bp — BBp, czyli wierzy, Ze jest
normalny.

Uwaga. Terminy: prostaczek logiczny oraz szczeSciarz epistemiczny nie wystepuja w
Forever Undecided; wprowadzamy je na uzytek tej prezentacji.
Z podanych definicji wynika, ze:

e Kazdy prostaczek logiczny jest myslakiem typu 1*.

e Kazdy myslak typu 1* jest regularnym prostaczkiem logicznym (i vice versa).

Kazdy mySlak typu 2 wie, ze jest typu 17.

Myslaki typu 3 to doktadnie normalne myslaki typu 2.
e Dla 1 < n < 4: kazdy myslak typu n jest tez mySlakiem typu n + 1.
e 1 < n < 4: kazdy myslak typu n wierzy, ze jest myslakiem typu n — 1.

Uwaga. Poniewaz kazdy szczgéciarz epistemiczny wie, ze jest szczgSciarzem episte-
micznym, wigc stanowi on zwieczenie hierarchii samo§wiadomych myslakéw. Ina-
czej méwiac, gdybySmy chcieli zdefiniowaé myslaka typu 5 jako takiego, ktory jest
typu 4 i wierzy, iz jest typu 4, to otrzymaliby$my jedynie myslaka typu 4.

II Twierdzenie Godla

Za chwilg dowiesz si¢ czego$ naprawdg frapujacego o swoim systemie przekonan.
Udowodnimy mianowicie:
Twierdzenie 1.

Przypusémy, ze normalny prostaczek logiczny S wierzy w zdanie postaci p =
—Bp. Wtedy:

e (a)Jesli S kiedykolwiek uwierzy w p, to stanie si¢ sprzeczny.

o (b)Jesli S jest szczgéciarzem epistemicznym, to wie, iz jesli kiedykolwiek uwie-
rZy w p, to stanie si¢ sprzeczny — tj. uwierzy w Bp — B 1.

o (c)Jesli S jest szczgSciarzem epistemicznym i wierzy, Ze nie moze by¢ sprzeczny,
to stanie si¢ sprzeczny.

Dowéd Twierdzenia 1.

(a) Przypusémy, ze S wierzy w p.

Bedac normalnym, uwierzy w Bp.

Nadto, poniewaz wierzy w p oraz wierzy w p = —Bp, wigc musi uwierzy¢ w ~Bp
(bo jest prostaczkiem logicznym).

A wigc uwierzy jednocze$nie w Bp oraz w —~Bp, a stad stanie si¢ sprzeczny.
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(b) Przypusémy, ze S jest szczgsSciarzem epistemicznym. Poniewaz jest wtedy pro-
staczkiem logicznym i wierzy w p = ~Bp, wigc musi takze wierzy¢ w p — - Bp.

Nadto, S jest regularny, a stad uwierzy w Bp — B-Bp. Wierzy tez w Bp —
B Bp (poniewaz wie, ze jest normalny).

Zatem S uwierzy w Bp — (BBp A B—Bp), ktére jest logiczng konsekwencja
ostatnich dwdéch zdan.

Wierzy réwniez w (BBp A B~Bp) — B L (na mocy (x), poniewaz dla dowol-
nego zdania X, S wierzy w (BX A B—X) — B 1, a wigc wierzy w jego szczegdlny
przypadek, gdzie X jest zdaniem Bp).

Gdy S juz uwierzy jednocze$nie w Bp — (BBp A B—Bp) oraz w (BBp A
B-Bp) — B 1, bedzie musiat uwierzy¢ w Bp — B L (poniewaz jest prostaczkiem
logicznym).

(c) Poniewaz S wierzy w Bp — B | (jak wtasnie udowodniliSmy), wigc wierzy
takze w -B 1 — —Bp.

Zatézmy teraz, ze S wierzy w - B L (wierzy, ze nie moze by¢ sprzeczny).

Poniewaz wierzy tez w - B | — —Bp (jak wlasnie widzieliSmy), wigc uwierzy w
- Bp.

A poniewaz wierzy réwniez w p = ~Bp,

wigc uwierzy w p, a stad stanie si¢ sprzeczny, na mocy (a).

UdowodniliSmy przed chwila nie byle co, bo modalna (epistemiczna) wersjg 11
Twierdzenia Gédla (o niedowodliwosci niesprzecznosci arytmetyki w samej arytme-
tyce).

Oczywiscie byl to dowdd w postaci wielce uproszczonej — precyzyjny dowod wy-
magalby, powiedzmy, jednosemestralnego wyktadu wstgpnego.

W tej prezentacji korzystaliSmy z rozdziatu 12 thumaczenia ksigzki Raymonda
Smullyana Forever Undecided.

Poddajemy ocenie audytorium, czy ten sposéb popularyzacji wiedzy (meta)logicznej
mozna uznaé za dydaktycznie przydatny.

Przyklad teologiczny.

Przypusémy, ze jestes studentka teologii i ze Twoj Ulubiony Profesor teologii mowi
do Ciebie:

Bog istnieje wtedy i tylko wtedy, gdy nigdy nie uwierzysz, Ze Bog istnieje.

Jesli wierzysz profesorowi, to wierzysz w zdanie ¢ = —Bg, gdzie g jest zdaniem
stwierdzajacym, ze Bog istnieje.

Wtedy, zgodnie z Twierdzeniem 1, nie mozesz wierzy¢ w swoja wlasna niesprzecz-
no$¢ bez popadnigcia w sprzecznosé.

Oczywiscie, mozesz wierzy¢ we wlasna niesprzecznosé, bez popadnigcia przy tym
w sprzeczno$¢ — wystarczy, ze przestaniesz ufa¢ Twojemu Ulubionemu Profesorowi.

Cos za cos.

Przy modalnej interpretacji dowodliwosci nie mamy jednak takiej mozliwosci ucieczki,
jak w powyzszym przyktadzie.

Wiadomo, ze formuta god(7), stwierdzajaca swoja wlasna niedowodliwo$é w PA,
jest prawdziwa, lecz dowodu w PA nie posiada.

Mozna pokazaé, ze twierdzeniem stosownego systemu modalnego (w ktérym re-
prezentujemy dowodliwo$¢ w PA) jest:
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god(m) = =Bgod(n).
Samospelniajace si¢ przekonania

Pokazemy teraz, co wystarcza, aby kazda z obecnych tu Uroczych Pai zostata —
powiedzmy — Miss World 2007.

Bedzie to przyktad samospetniajqcego sie przekonania.

Przypusémy, ze:

e jestes szczgSciarg epistemiczng;

e osoby, ktére rozwazamy albo zawsze mdéwia fatsz, albo zawsze méwia prawde
(i Ty wiesz, ze tak jest);
e wierzysz swojemu chtopakowi, ktéry prawdziwie (!) méwi:

(1) Jesli uwierzysz, ze zostaniesz Miss World 2007, to zostaniesz Miss World
2007.

e wierzysz tez mnie (JP), ktéry méwi:

(1) Jesli wierzysz, Ze ja zawsze mowig prawde, to zostaniesz Miss World 2007.

Twierdzenie 2. Przy powyzszych zalozeniach zostaniesz Miss World 2007. Cieszysz
sie?
Dla skrétu, przyjmijmy oznaczenia:

e [ zastgpuje zdanie stwierdzajace, iz ja (JP) zawsze méwig prawde;
e « zastgpuje zdanie stwierdzajace, ze zostaniesz Miss World 2007.

Dowdd sktada sie z dwoch czesci.

1. W pierwszej pokazujemy, ze nasze zalozenia implikuja Ba. Jest to dowdd zato-
zeniowy, dostepny dla kazdej szczesciary epistemiczne;.

Mamy udowodnié¢ formute:

Uwaga. Zdanie k stwierdza, iz JP zawsze méwi prawde; a wigc prawda jest, ze JP
wypowiada (1) doktadnie wtedy, gdy prawdziwe jest k = (I), czyli doktadnie wtedy,
gdy prawdziwe jest k = (Bk — «).
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. (Ba—a)A(k=(Bk— a)) zalozenie

2. Ba—« OK: 1

3. k=(Bk—a) OK: 1

4. k— (Bk— «a) OR: 3

5. (Bk—a)—k OR: 3
6.1. k zatozenie dodatkowe
6.2. Bk —« MP: 4, 6.1.
6.3. Bk 6.1. 1 warunek (3)
64. « MP: 6.2., 6.3.

7. k-« 6.1.—6.4.

8. B(k— a) 7 1 warunek (3)

9. Bk — Ba 8 1 warunki (1a) i (2)
10. Bk — « 2,9 i warunki (1b), (1a)

(prawo sylog. hipotet.)

11. &k MP: 5, 10
12. Bk 11 i warunek (3)
13. « MP: 10, 12
14. B 13 i warunek (3).

2. Poniewaz proroctwo (1) Twojego chtopaka (tj. zdanie Ba — «) jest z zalozZenia
prawdziwe, a powyzszy dowéd formuty (¥ ) pokazuje, iz nasze zatozenia implikuja
Ba, wigc na mocy reguty odrywania otrzymujemy «, czyli tezg.

Zostaniesz Miss World 2007!!!

Cieszysz sie???

Uwaga. Powyzszy dowdd byt przyktadem dowodu wprost. Aby pokazac, ze zostaniesz
Miss World 2007 nie musieliSmy odwotywac si¢ do absurdu. Cieszysz si¢?
Ciekawostka prowincjonalna. 16 maja 2005 roku odbyty si¢ demokratyczne wybory
Dyrektora Instytutu Jezykoznawstwa UAM.

Dwa tygodnie wczesniej, na Seminarium Zaktadu Logiki Stosowanej UAM, odczyt
Kto bedzie Dyrektorem Instytutu Jezykoznawstwa UAM? wyglosita Pani Dr Alice Ann
Hunter (Department of Independent Logic, King David University, Negev Desert).

Korzystajac z twierdzen logiki epistemicznej (z Twierdzenia Loba), Dr Hunter traf-
nie przewidziata wynik wyboréw. Jak si¢ domyslasz, dowdd byt podobny do podanego
wyzej dowodu, ze zostaniesz Miss World 2007.

Tekst odczytu dostgpny na stronie:

www.logic.amu.edu.pl

I Twierdzenie Godla

Myslak jest nazywany stabilnym, jesli dla kazdego zdania p, jesli wierzy on w Bp,
to wierzy tez w p.

Powiemy, ze system przekonan myslaka jest niezupelny, jesli istnieje co najmniej
jedno zdanie p takie, ze myslak nigdy nie uwierzy w p ani tez nigdy nie uwierzy w —p
(pozostanie na zawsze niezdecydowany, czy p jest prawdziwe, czy falszywe).

Systemy przekonan, ktére nie sa niezupeitne, nazywamy zupetnymi. Osoby, ktére
wladaja takimi systemami przekonan, sa do$¢ uciazliwe w kontaktach spotecznych —
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kazda taka osoba jest Besserwisserem, kim§ kto na kazdy poglad ma wyrobione zdanie,
pozbawiony jest watpliwosci.

Gdy zajmujemy si¢ systemami twierdzen raczej niz zespotami przekonar, to syste-
mami typu I nazwiemy te, ktére spetniaja warunki 1la i 10 podane wyzej.

Normalny prostaczek logiczny przybywa na Wyspe Rycerzy i Lotrow i wierzy w
reguly wyspy. (To, czy reguly wyspy rzeczywiScie obowiazuja, czy nie, jest bez zna-
czenia.)

Spotyka tubylca, ktéry mowi:

,,Nigdy nie uwierzysz, Ze jestem rycerzem.”

Udowodnimy, ze zachodzi wtedy:

Twierdzenie 3.

Jesli myslak jest jednocze$nie niesprzeczny i stabilny, to jego system przekonan jest
niezupelny. Doktadniej méwiac, znajdziemy zdanie p takie, ze zachodza nastgpujace
dwa warunki:

e (a) Jesli myslak jest niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy w p.

e (b) Jesli myslak jest jednocze$nie niesprzeczny i stabilny, to nigdy nie uwierzy
w .

Zdanie p o ktére chodzi jest po prostu zdaniem k& — zdaniem stwierdzajacym, ze
tubylec jest rycerzem.

Tubylec wygtosit ~ Bk, a wigc myslak uwierzy w k = - Bk.

(a) Przypusémy, ze myslak wierzy w k. Wtedy, bedac normalnym, uwierzy w Bk.
Uwierzy tez w Bk (poniewaz wierzy w k oraz wierzy w k = — Bk i jest prostaczkiem
logicznym), a stad stanie si¢ sprzeczny. Zatem, jesli jest niesprzeczny, to nigdy nie
uwierzy w k.

(b) Przypusémy, ze myslak jest prostaczkiem logicznym i wierzy w k = -~ Bk,
wtedy wierzy tez w -k = Bk. Przypusémy teraz, ze kiedykolwiek uwierzy on w —k.
Wtedy uwierzy w Bk. Jedli jest stabilny, to uwierzy w k i stad stanie si¢ sprzeczny (po-
niewaz wierzy w —k). Zatem, jesli jest jednoczes$nie stabilny i niesprzeczny, to nigdy
nie uwierzy w —k.

Podsumowujac, jesli jest on jednoczesnie stabilny i niesprzeczny, to nigdy nie
uwierzy ze tubylec jest rycerzem i nigdy nie uwierzy, ze tubylec jest fotrem.

To samo rozumowanie, ktérego uzyto w rozwiazaniu powyzszego problemu, gdy

zastosowac je do systeméw matematycznych raczej niz do myslakéw, ustanawia naste-
pujaca postac Pierwszego Twierdzenia Godla o Niezupetnosci:
Twierdzenie 4. Dowolny niesprzeczny, normalny, stabilny system Godlowski musi by¢
niezupelny. Dokladniej, jesli S jest normalnym systemem typu 1, a p jest zdaniem
takim, ze p = —Bp jest dowodliwe w S, to jesli S jest niesprzeczny, to p nie jest
dowodliwe w S, a jesli S jest dodatkowo stabilny, to —p réwniez nie jest dowodliwe w
S.

Zdanie p nazywamy nierozstrzygalnym w systemie S, jesli ani p ani jego ne-
gacja —p nie jest dowodliwe w S. Zatem Pierwsze Twierdzenie Godla o Niezupel-
no$ci méwi nam, ze dla dowolnego niesprzecznego, normalnego, stabilnego systemu
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Godlowskiego S, musi zawsze istnie¢ co najmniej jedno zdanie p, ktére, cho¢ wyrazal-
ne w jezyku S, nie jest rozstrzygalne w S — nie mozna w S udowodni¢ ani tego zdania,
ani jego negacji.

Dla dowolnej wtasnosci P liczb, zdanie stwierdzajace, ze istnieje co najmniej jedna
liczba n majaca wlasno$¢ P zapisujemy: InP(n).

Przypusémy, ze mamy system matematyczny i wtasnos$¢ P taka, ze zdanie InP(n)
jest dowodliwe w systemie, a jednak dla kazdego poszczegSlnego n zdanie —P(n) jest

dowodliwe — to jest, wszystkie z nieskoriczenie wielu zdafi =P (0), =P (1), =P(2),...,mP(n),. ..

sg dowodliwe.

Oznacza to, z jednej strony, ze w systemie mozna udowodnié¢ zdanie stwierdza-
jace, ze jakas liczba ma wlasnos$¢ P, a jednak o kazdej poszczegdlinej liczbie n mozna
udowodnié, ze liczba ta owej wlasnosci nie posiada!

Systemy takie nazywane sa w-sprzecznymi.

Pojecie w-sprzecznosci zostato kiedy$ zabawnie scharakteryzowane przez mate-
matyka Paula Halmosa, ktéry zdefiniowal w-sprzeczna matke jako taka, ktéra méwi
swojemu dziecku: ,,Jest co$, co mozesz robi¢, ale nie mozesz robi¢ tego, nie mozesz
robi¢ tamtego, nie mozesz robi¢ owego, ...” Dziecko pyta: ,,Ale, mamusiu, czy jest
cokolwiek co mogtbym robi¢?” Matka odpowiada: ,,0 tak, ale nie jest to to, ani tamto,
ani owo, ...”

System jest nazywany w-niesprzecznym, jesli nie jest on w-sprzeczny. Tak wigc dla
systemu w-niesprzecznego, jesli InP(n) jest dowodliwe, to istnieje co najmniej jedna
liczba n taka, ze zdanie —P(n) nie jest dowodliwe.

Sprzeczny system typu 1 jest réwniez w-sprzeczny, poniewaz w sprzecznym syste-
mie typu 1 wszystkie zdania sa dowodliwe.

We wszystkich dotad rozwazanych problemach, kolejnos¢ w ktérej myslak wie-
rzyt w réznorakie zdania nie odgrywata roli. W pozostatych problemach w tej czesci,
kolejnos¢ ta odgrywa rolg pierwszorzedna.

Myslak przybywa na Wyspe Rycerzy i Lotréw pewnego dnia, ktéry nazwiemy
dniem numer 0. Nastgpny dzieni jest dniem numer 1, nastgpny dniem numer 2, i tak
dale;j.

Dla kazdej liczby naturalnej n mamy wigc dziefi numer n (n-ty dzief) i zaktadamy,
ze myslak jest nieSmiertelny i ma przed soba nieskoriczenie wiele dni.

Dla kazdej liczby naturalnej n i dowolnego zdania p niech B, p bedzie zdaniem
stwierdzajacym, ze myS$lak uwierzyt w p w jakim§ momencie n-tego dnia.

Zdanie Bp jest, jak zwykle, zdaniem stwierdzajacym, ze myS§lak uwierzy w p tego
Iub innego dnia, lub, co na jedno wychodzi, zdaniem InB,,p (istnieje n takie, ze my-
slak uwierzy w p n-tego dnia).

Nazwiemy mys§laka w-sprzecznym, jesli istnieje co najmniej jedno zdanie p takie,
ze myS$lak (kiedy$) wierzy w Bp, a jednak dla kazdego n wierzy on (kiedy$) w B, p.

Myslaka nazywamy w-niesprzecznym, jesli nie jest on w-sprzeczny.

Rozwazmy teraz myslaka, ktory spetnia nastgpujace trzy warunki.

e Warunek C;. Jest on typu prostaczkiem logicznym.

e Warunek C. Dla dowolnej liczby naturalnej n i dowolnego zdania p: (a) jesli
myslak wierzy w p n-tego dnia, to (predzej czy pdzniej) uwierzy w B,,p; (b)
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jesli nie wierzy on w p n-tego dnia, to (predzej czy pdzniej) uwierzy w —B,,p.
(Oddajemy w ten sposéb, ze myS$lak §ledzi to, w jakie zdania wierzyt, a w jakie
nie wierzyl we wszystkich dniach poprzednich.)

e Warunek C;. Dla dowolnych n oraz p mys$lak wierzy w zdanie B,,p — Bp
(ktére, oczywiscie, jest zdaniem prawdziwym).

Nastepujacy problem jest bardzo zblizony do oryginalnego sformutowania Godla
jego Pierwszego Twierdzenia o NiezupetnoSci.

Myslak spetniajacy powyzsze trzy warunki przybywa na Wyspe Rycerzy i Lotréw
i wierzy w reguty wyspy. Spotyka tubylca, ktéry méwi mu:

., Nigdy nie uwierzysz, Ze jestem rycerzem.”

Udowodnimy, ze zachodzi wtedy:
Twierdzenie 5.

e (a) Jesli myslak jest (prosto) niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy, ze tubylec jest
rycerzem.

o (b) Jesli myslak jest w-niesprzeczny, to nigdy nie uwierzy, ze tubylec jest fotrem.

Zatem jesli myslak jest w-niesprzeczny (a stad takze prosto niesprzeczny), to po-
zostanie na zawsze niezdecydowany co do tego, czy tubylec jest rycerzem, czy tez
otrem.

Najlatwiejszym sposobem rozwigzania obecnego problemu bedzie pokazanie, ze
dowolny myslak spetniajacy warunki C7, Cs oraz C's musi by¢ normalny, a jesli jest
w-niesprzeczny, to musi by¢ tez stabilny.

(a) Pokazujemy, ze jest on normalny.

Przypusémy, ze wierzy on w p.

Wtedy dla pewnego n, wierzy on n-tego dnia w p.

Wtedy, na mocy punktu (a) z warunku 2, uwierzy w B,,p.

Wierzy takze w B,,p — Bp (na mocy warunku 3), a wigc bedac typu 1 (warunek
1) uwierzy w Bp.

Zatem jest normalny.

(b) Przypus$émy teraz, ze jest on w-niesprzeczny.

Pokazemy, ze jest stabilny.

Przypusémy, ze wierzy on w Bp.

Jesli nigdy nie uwierzy w p, to dla kazdej liczby n, nie wierzy on w p n-tego dnia,
a stad na mocy punktu (b) z warunku 2, dla kazdego n wierzy on w ~ B, p.

Ale poniewaz wierzy on w Bp, wigc stanie si¢ wtedy w-sprzeczny.

Zatem, jeSli jest on w-niesprzeczny i wierzy w Bp, to musi wierzy¢ w p tego lub
innego dnia.

Dowodzi to, ze jesli jest on w-niesprzeczny, to musi by¢ stabilny (zaktadajac, ze
spetnia on warunki Cq, Cy, C3 — lub nawet tylko (b) z warunku Cs).

Zatem, na mocy Twierdzenia 4, pozostanie on na zawsze niezdecydowany.
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Twierdzenie Rossera

Dla dowolnych zdan p oraz g, powiemy, ze myslak uwierzyt w p wczesniej niz (za-
nim) uwierzyt w q, jesli jest taki dzien, w ktérym wierzy on w p, a jeszcze nie uwierzyt
w q. Jesdli myslak nigdy nie uwierzy w ¢, ale uwierzyt w p (tego lub innego dnia), to
uznajemy, iz prawdziwe jest, ze uwierzyt w p wczesniej, niz uwierzyt w ¢. (Innymi
stowy, nie musi on wcale kiedykolwiek uwierzyé w ¢, aby uwierzy¢ w p wczesniej
niz uwierzy¢ w q.) Niech Bp < Bgq bedzie zdaniem stwierdzajacym, ze myslak uwie-
rzyt w p wezesniej niz uwierzyl w g. Jesli Bp < Bg jest prawdziwe, to oczywiscie
Bg < Bp jest fatszywe.

Zdefiniujemy myslaka Rosserowskiego jako prostaczka logicznego, dla ktérego za-
chodzi nastepujacy warunek:

Warunek R. Dla dowolnych zdar p oraz g, jesli mySlak uwierzyt w p pewnego dnia, w
ktérym jeszcze nie uwierzyt w g, to (wczesniej czy poZniej) uwierzy on w Bp < Bg
oraz w =(Bgq < Bp).

Myslak Rosserowski przybywa na Wyspe Rycerzy i Lotréw i wierzy w reguty wy-
spy. Spotyka tubylca, ktéry méwi mu:

,.Nigdy nie uwierzysz wczesniej, Ze jestem rycerzem, niz uwierzysz, ze jestem lo-
trem.”

(Oddajac to symbolicznie, tubylec wygtasza zdanie —=(Bk < B-k).)

Udowodnimy:

Twierdzenie 6.

Jesli myslak jest po prostu niesprzeczny, to musi na zawsze pozosta¢ niezdecydo-
wany, czy tubylec jest rycerzem, czy totrem.

Poniewaz tubylec stwierdzit -(Bk < B-k), wigc myslak uwierzy w k = —(Bk <
B-k). Przypusémy, ze my§lak jest (prosto) niesprzeczny. Mamy pokazaé, ze nigdy nie
uwierzy w k i nigdy nie uwierzy w —k.

(a) Przypusémy, ze kiedy$ uwierzyl w k. Poniewaz jest niesprzeczny, wigec nigdy
nie uwierzy w —k, a stad uwierzy w k wczesniej niz uwierzy w —k. Stad, uwierzy
w Bk < B-k (na mocy warunku R). Ale wierzy tez w k = —(Bk < B-k), a wigc
uwierzy w —k, a wierzac juz w k stanie si¢ sprzeczny! Tak wigc, jesli jest niesprzeczny,
to nigdy nie uwierzy w k.

(b) Przypusémy, ze kiedys uwierzyl w —k. Bedac niesprzecznym, nigdy nie uwie-
rzy w k, a stad uwierzy w —k wczesniej niz uwierzy w k, a stad na mocy warunku R
uwierzy w ~(Bk < B-k). Ale wierzy on w k = —(Bk < B-k), a wigc uwierzy
wtedy w k i stanie si¢ sprzeczny. A zatem, jesli jest niesprzeczny, to nie moze takze
uwierzy¢ w —k.

Dowodliwe zdania systeméw matematycznych sa dowodliwe na r6znych etapach.

Mogliby§my mysle¢ o systemie matematycznym jako o komputerze zaprogramo-
wanym tak, aby dowodzi¢ réznorakich zdan kolejno.

Powiemy, ze p jest dowodliwe wczeSniej (zanim) niz ¢ (w danym systemie mate-
matycznym), jesli p zostato udowodnione na pewnym etapie, na ktérym ¢ jeszcze nie
zostato udowodnione (¢ moze by¢ lub tez nie by¢ udowodnione na jakims$ péZniejszym
etapie).
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Dla dowolnych zdan p oraz ¢ wyrazalnych w systemie, zdanie Bp < Bg (p jest
dowodliwe wczesniej niz q) réwniez jest wyrazalne w systemach typu tych rozpatry-
wanych przez Godla, a Rosser pokazal, ze jesli p jest dowodliwe wczesniej niz g, to
zdania Bp < Bgq oraz —=(Bgq < Bp) sa oba dowodliwe w systemie.

Rosser znalazl takze zdanie p takie, ze p = —(Bp < B-p) jest dowodliwe w
systemie. (Takie zdanie p odpowiada tubylcowi z pierwszego rozwazanego w tej cze-
Sci problemu, ktéry méwi: ,,Nigdy nie uwierzysz wczesniej, Ze jestem rycerzem, niz
uwierzysz, ze jestem totrem.”)

Wtedy, na mocy rozumowania z rozwiazania wspomnianego problemu, jesli p jest
dowodliwe, to system jest sprzeczny, a jesli —p jest dowodliwe, to system takze jest
sprzeczny.

A zatem, jesli system jest niesprzeczny, to zdanie p jest nierozstrzygalne w syste-
mie.

Zdanie Godlowskie moze zostaé sparafrazowane jako:

,,Nie jestem dowodliwe na zadnym etapie.”

Bardziej wyszukane zdanie Rossera moze zosta¢ sparafrazowane jako:

,,Nie moge by¢ dowiedzione na Zadnym etapie, chyba Ze moja negacja zostata juz
wczesniej udowodniona.”

Zdanie Godla, chociaz prostsze, wymaga zatozenia w-niesprzecznosci dla przepro-
wadzenia rozumowania. Zdanie Rossera, chociaz bardziej skomplikowane, dostarcza
szukanego rezultatu przy stabszym zalozeniu prostej niesprzecznosci.

0.1 Twierdzenie Tarskiego

Przypu$émy, ze mamy mys$laka — nazwijmy go Paul — ktory jest zawsze scisty w
swoich przekonaniach (nigdy nie wierzy w zdania falszywe). Nie musi on by¢ prostacz-
kiem logicznym, ani normalnym, nie jest tez konieczne, aby rzeczywiscie odwiedzat
Wyspe Rycerzy i Lotréw. Wszystko, co musimy o nim wiedzie¢ to to, ze jest Scisty.

Pewnego dnia tubylec méwi o nim:

,, Paul nigdy nie uwierzy, ze jestem rycerzem.”

Wtedy logicznie wynika stad:

Twierdzenie 7. System przekonar Paula jest niezupeliny.

Jesli Paul kiedykolwiek uwierzy, ze tubylec jest rycerzem, to sfalsyfikuje to tym
samym to, co powiedziat tubylec, czyniac tubylca totrem, a tym samym czyniac Paula
nieScistym z powodu jego wiary, ze tubylec jest rycerzem.

Ale powiedziano nam, ze Paul jest §cisty, a wigc nigdy nie uwierzy on, Ze tubylec
jest rycerzem.

Stad, to co powiedziat tubylec jest prawdziwe, a wigc tubylec rzeczywiscie jest
rycerzem.

Wtedy, poniewaz Paul jest §cisty, nigdy nie bedzie zywit falszywego przekonania,
ze tubylec jest totrem.

A zatem Paul nigdy nie dowie sig, czy tubylec jest rycerzem, czy totrem.
Komentarz. Tres¢ matematyczna powyzszej zagadki jest nastgpujaca.
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W systemach rozwazanych przez Godla mamy nie tylko pewne zdania nazywane
zdaniami dowodliwymi, lecz réwniez obszerniejsza klas¢ zdai nazywanych zdaniami
prawdziwymi systemu.

W klasie zdan prawdziwych systemu obowiazuja reguty tabliczek prawdziwoscio-
wych dla sp6jnikéw logicznych.

Nadto, dla kazdego zdania p systemu, zdanie Bp jest prawdziwym zdaniem sys-
temu wtedy i tylko wtedy, gdy p jest zdaniem dowodliwym systemu.

Godel znalazt godne uwagi zdanie g takie, ze zdanie g = - Bg bylo zdaniem praw-
dziwym systemu (byto ono nawet faktycznie dowodliwe w systemie, ale ten mocniejszy
fakt nie jest potrzebny dla obecnego rozumowania).

Gdyby g bylo falszywe, to Bg byloby prawdziwe, a stad g bytoby dowodliwe, a
stad prawdziwe, i mielibySmy sprzecznos¢.

Zatem g jest prawdziwe, a stad - Byg jest prawdziwe, czyli g nie jest dowodliwe w
systemie.

Tak wigc, g jest prawdziwe, ale niedowodliwe w systemie.

Poniewaz g jest prawdziwe, wigc —g jest falszywe, a stad takze niedowodliwe w
systemie (poniewaz wszystkie dowodliwe zdania sa prawdziwe).

A zatem g jest nierozstrzygalne w systemie.

Cytat koficowy:

Dawniejsza opozycja filozoficzna wobec logiki modalnej byta osadzona w
przyblizeniu w trzech réznych (i nieporéwnywalnych) przekonaniach. Po
pierwsze, sa tacy, ktorzy sa przekonani, ze wszystko, co jest prawdziwe
jest koniecznie prawdziwe, a stad nie ma zadnej réznicy migdzy prawda
a prawda konieczna. Po drugie, sa tacy, ktérzy wierza, ze nic nie jest ko-
niecznie prawdziwe, a stad dla dowolnego zdania p, zdanie Np (p jest
koniecznie prawdziwe) jest po prostu falszywe! A po trzecie, sa i tacy, kté-
rzy twierdza, ze stowa ,,koniecznie prawdziwe” nie niosa jakiegokolwiek
sensu. Tak wigc, kazde z tych nastawien filozoficznych odrzuca logike mo-
dalng ze swoich wtasnych powodéw. W istocie, pewien bardzo znany fi-
lozof wstawit si¢ sugestia, ze nowoczesna logika modalna zostata poczgta
w grzechu. Na co Boolos bardzo stosownie odpowiedziat: ,,Jesli nowo-
czesna logika modalna zostata poczgta w grzechu, to zostata wybawiona
przez Godlowskos¢”. [W oryginale: If modern modal logic was conceived
in sin, then it has been redeemed through Godliness.]

Ten dodatek nie roSci sobie pretensji do kompletnosci:

e ani jako przedstawienie wszystkich tresci Forever Undecided,

e ani jako wprowadzenie do logiki dowodliwosci.

StaraliSmy si¢ jedynie pokaza¢ probke mozliwosci popularyzacji wiedzy o logice
modalnej i jej zastosowaniach. Zachgcamy do lektury ksiazki Smullyana!
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Przyklad trzeci maszyny logiczne Smullyana

Smullyan skonstruowat caty szereg maszyn logicznych, ktére drukuja zdania ,,mé-
wiace” co$ o nich samych.

Maszyny: Craiga, Fergussona i McCullocha, przedstawione w Jaki jest tytut tej
ksiqzki? oraz Dama czy tygrys? sa juz znane polskiemu czytelnikowi.

Tu przedstawimy pewna maszyn¢ Smullyana, opisana w Forever Undecided.

Dla pelnego zrozumienia jej dzialania potrzebna jest znajomo§¢ wybranych logik
modalnych: logiki epistemicznej oraz logiki dowodliwosci ( logiki Godla-Loba).

Malcolm Fergusson, gdy ustyszat o twierdzeniach Godla i Loba, z miejsca zabrat
si¢ za konstrukcje maszyny, ktéra z zachwytem pokazal swoim przyjaciotom.

Ku ich zadowoleniu udowodnil, ze maszyna jest niesprzeczna i stabilng maszyna
typu G, a szczegdlne upodobanie znalazt w demonstracji, ze maszyna, chociaz nie-
sprzeczna, nigdy nie moze dowie$¢ wtasnej niesprzecznosci!

Maszyna ilustruje w niezwykle prosty i pouczajacy sposéb podstawowe idee za-
warte w Pierwszym oraz Drugim Twierdzeniu Godla jak réwniez w Twierdzeniu Loba.

Nizej podajemy opis dzialania maszyny Fergussona oraz pewne wazne fakty jej
dotyczace.

Opis pochodzi z rozdziatu 26 Forever Undecided. W rozdziale tym znajdujemy tez
opis dwéch innych maszyn, ktéry tu pominiemy.

Maszyna drukuje r6znorakie zdania zbudowane z siedemnastu symboli. Pierwsze
siedem z tych symboli to nastgpujace:

P 1L - () d ,
1 2 3 4 5 6 7

Pod kazdym z tych symboli podpisano jego numer Godlowski.

Pozostate dziesig¢ symboli to znane cyfry 1, 2, 3,4, 5, 6,7, 8, 9, 0. Tym cyfrom
przyporzadkowujemy numery Godlowskie w nastgpujacy sposéb. Numerem Godlow-
skim cyfry 1 jest 89 (8 po ktdrej nastgpuje jedna 9); numerem Godlowskim cyfry 2
jest 899 (8 po ktérej nastepuja dwie 9); i tak dalej, az do cyfry 0, ktérej numerem
Godlowskim jest 89999999999 (8 po ktdrej nastepuje dziesigc 9).

Tak wigc, kazdy z siedemnastu symboli uzyskuje numer Godlowski.

Dla danego wyrazenia ztozonego, odnajdujemy jego numer Godlowski przez za-
stapienie kazdego symbolu jego numerem Godlowskim — dla przyktadu, numerem
Godlowskim wyrazenia (P L — 1) jest 412325. Inny przyktad: numerem Goédlowskim
P35 jest 18999899999.

Dla dowolnego wyrazenia E, przez E rozumiemy numer Gédlowski E (zapisany
jakociagcyfr 1,2, ...,0).

Nie kazda liczba jest numerem Godlowskim jakiego§ wyrazenia (na przyktad, 88
nie jest numerem Godlowskim zadnego wyrazenia).

Jesli n jest numerem Godlowskim jakiego§ wyrazenia, to bedziemy czasem od-
wolywaé si¢ do tego wyrazenia jako do n-tego wyrazenia. (Dla przyktadu, Pd jest
szesnastym wyrazeniem, | jest drugim wyrazeniem.)
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Maszyna jest samoodnoszqca sig (do siebie) w tym sensie, ze wyrazenia druko-
wane przez maszyne stwierdzaja, co maszyna moze, a czego nie moze wydrukowac.
Wyrazenie nazywamy drukowalnym, jesli maszyna moze je wydrukowac.

Symbol ,,P” oznacza ,,drukowalne” i dla dowolnego wyrazenia I zbudowanego z
podanych siedemnastu symboli, jesli chcemy zapisa¢ zdanie stwierdzajace, ze E jest
drukowalne, to piszemy nie PE, lecz PE (tj., P po ktérym nastepuje numer Godlowski
E).

Dla przyktadu, zdaniem stwierdzajacym, ze (P 1 — 1) jest drukowalne jest P(P 1 —1)
—tj. P412325.

Dla dowolnych wyrazen X oraz Y, Fergusson zdefiniowat diagonalizacje X wzgle-
demY jako wyrazenie (X (X,Y) — Y).

Symbol ,,d” jest skrétem dla ,,diagonalizacja” — i dla dowolnych wyrazen X oraz
Y, wyrazenie Pd(X,Y) jest zdaniem stwierdzajacym, ze diagonalizacja X wzgledem
Y jest drukowalna.

Zdefiniujemy teraz, co to znaczy, ze wyrazenie jest zdaniem (maszynowym) i co to
znaczy, ze zdanie jest prawdziwe.

e (1) L jest zdaniemi L jest falszywe.

e (2) Dla dowolnego wyrazenia X, wyrazenie PX jest zdaniem i jest ono praw-
dziwe wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie X jest drukowalne.

e (3) Dla dowolnych wyrazef X oraz Y, wyrazenie Pd(X,Y’) jest zdaniem i jest
ono prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy wyrazenie (X(X,Y) — Y) — ktére
jest diagonalizacja X wzglgdem Y — jest drukowalne.

e (4) Dla dowolnych zdan X oraz Y, wyrazenie (X — Y) jest zdaniem i jest
ono prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy albo X nie jest prawdziwe, albo Y jest
prawdziwe.

Rozumie sig, ze zadne wyrazenie nie jest zdaniem (maszynowym), jesli nie zostato
otrzymane zgodnie z powyzszymi regutami. Spéjniki logiczne —, A, V, = sa definio-
wane z — oraz L w znany sposoéb.

Podamy teraz reguty ustalajace, co maszyna moze wydrukowaé. Maszyna jest za-
programowana do kolejnego drukowania nieskoriczonej listy zdan.

Pewne zdania, nazywane aksjomatami moga zostaé wydrukowane na kazdym eta-
pie tego procesu. Wsrdd aksjomatéw sa wszystkie tautologie. (tak wigc, dla dowolnej
tautologii X, maszyna moze wydrukowaé X kiedy tylko chce, niezaleznie od tego, co
dotad wydrukowata lub czego nie wydrukowata w poprzednich etapach.)

Dalej, maszyna jest zaprogramowana tak, ze dla dowolnych zdain X oraz Y, jesli
na pewnym etapie maszyna wydrukowata juz X oraz X — Y, to moze wydrukowac
Y. Tak wigc, maszyna jest typu I (w tym sensie, ze zbiér zdan drukowalnych jest typu
1).

Poniewaz jest prawda, ze jesli X oraz X — Y sa oba drukowalne, to Y tez jest

drukowalne, to zdanie (PX A P(X —Y)) — PY jest prawdziwe; lub, co na jedno
wychodzi, zdanie P(X — Y) — (PX — PY) jest prawdziwe. Maszyna ,,wie” zatem
o prawdziwosci wszystkich zdar postaci P(X — Y) — (PX — PY) i przyjmuje je

jako aksjomaty. Tak wigc, maszyna jest typu 2.
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Nastepnie, jesli maszyna kiedykolwiek wydrukuje zdanie X, to ,,wie” ona, ze wy-
drukowata X i predzej czy pézniej wydrukuje prawdziwe zdanie PX. (Zdanie PX
Jjest prawdziwe, poniewaz X zostalo wydrukowane.) A wigc maszyna jest normalna, a
stad jest typu 3.

Poniewaz maszyna jest normalna, wiec dla dowolnego zdania X, zdanie PX —

PPX jest prawdziwe. Czyli maszyna jest poczatkowo , §wiadoma” prawdziwosci wszyst-

kich takich zdari oraz przyjmuje je jako aksjomaty. Zatem maszyna jest typu 4.

Jest jeszcze jedna rzecz, ktéra maszyna potrafi robi¢, a jest to rzecz dos¢ istotna.
Dla dowolnych wyrazedi X oraz Y, zdanie Pd(X,Y) jest prawdziwe wtedy i tylko
wtedy, gdy (X(X,Y) — Y) jest drukowalne, co z kolei zachodzi wtedy i tylko wtedy,
gdy zdanie P(X(X,Y) — Y) jest prawdziwe. Zatem nastepujace zdanie jest praw-
dziwe: Pd(X,Y) = P(X(X,Y) — Y). Maszyna ,,wie” o prawdziwosci wszystkich
takich zdan i przyjmuje je jako aksjomaty. Te aksjomaty nazywane sa aksjomatami
przekatmiowymi.

Aksjomaty:

Grupa 1. Wszystkie tautologie.

Grupa 2. Wszystkie zdania postaci P(X — Y) — (PX — PY).

Grupa 3. Wszystkie zdania postaci PX — PPX.

Grupa 4 (aksjomaty przekaqtniowe). Wszystkie zdania postaci Pd(X,Y) = P(X(
gdzie X oraz Y sa dowolnymi wyrazeniami (niekoniecznie zdaniami).

Reguly operowania:
e (1) Aksjomaty moga zosta¢ wydrukowane na kazdym etapie.

e (2) Dla dowolnych juz wydrukowanych zdaii X oraz (X — Y'), maszyna moze
wydrukowac Y.

e (3) Dla dowolnego wydrukowanego juz zdania X, maszyna moze wydrukowaé
PX.

Rozumie sig, ze jedynym sposobem wydrukowania przez maszyneg jakiego$ zdania
X na pewnym etapie jest zastosowanie si¢ do powyzszych regut.

Zatem, X jest drukowalne na danym etapie tylko wtedy, gdy zachodzi jeden z na-
stepujacych trzech warunkéw: (1) X jest aksjomatem; (2) istnieje zdanie Y takie, ze Y
oraz (Y — X) zostaly juz wydrukowane na etapie wczesniejszym; (3) istnieje zdanie
Y takie, ze X jest zdaniem PY oraz Y zostato juz wydrukowane na etapie wczesniej-
szym.

Uwagi. Dla kazdego zdania X, niech BX bedzie zdaniem PX. Symbol ,,B” nie na-
lezy do jezyka maszyny; uzywamy go do méwienia o maszynie. Uzywamy ,,B” jako
odpowiadajacego operaciji, ktéra przyporzadkowuje kazdemu zdaniu X zdanie PX.

Gdy méwimy, ze maszyna jest typu 4, rozumiemy przez to, Ze jest ona typu 4 ze
wzgledu na tg operacje B. W istocie, bez aksjomatéw przekatniowych, system aksjo-
matyczny tej maszyny jest systemem modalnym K,. Zobaczymy wkrétce, ze dodanie
aksjomatow przekatniowych daje nam petna moc systemu modalnego G.
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Dowodliwos¢. ZdefiniowaliSmy dla kazdego zdania maszyny co to znaczy, ze zdanie
to jest prawdziwe, a wigc kazde zdanie maszyny wyraza okreSlone zdanie, ktére moze
by¢ prawdziwe lub moze by¢ fatszywe.

Uwaga. Dotad proposition oddawaliSmy zawsze jako zdanie. Teraz mamy:

e zdania (maszyny) (w oryginale sentences) — zdania jezyka przedmiotowego,

e oraz zdania metajezyka (w oryginale propositions), tj. jezyka, w ktérym mowimy
0 maszynie, jej zdaniach (maszynowych), itp.

W przypadkach, gdy mogtoby to prowadzi¢ do nieporozumien, w dalszym ciagu
bedziemy dodawaé okreSlenie maszynowe, gdy mowa bedzie o zdaniach drukowanych
przez maszyng.

Powiemy, ze maszyna dowodzi danego zdania, gdy drukuje ona zdanie maszynowe,
ktére wyraza to dane zdanie. Dla przyktadu, zdanie maszynowe —P2 wyraza zdanie
stwierdzajace, ze maszyna jest niesprzeczna (poniewaz 2 jest numerem Godlowskim
1), a wigc jesli maszyna wydrukowata — P2, to udowodnila swoja wlasna niesprzecz-
no$¢. Gdyby maszyna wydrukowata P2, to udowodnitaby swoja wlasna sprzecznosé.

Powiemy, ze maszyna jest scista, jesli wszystkie zdania dowodliwe przez maszyng
sa prawdziwe.

Powiemy, ze maszyna jest niesprzeczna, jesli nie moze ona dowies¢ L, oraz ze
jest stabilna, jesli dla kazdego zdania (maszynowego) X, jesli PX jest drukowalne, to
drukowalne jest tez X.

Zwrotnosé. Przechodzimy teraz do dowodu, ze maszyna jest Godlowska, a faktycznie,
zwrotna.

e (1) Znajdziemy zdanie G takie, ze zdanie G = -PG —tj. zdanie G = (PG — L
) — jest drukowalne.

e (2) Pokazemy, ze dla dowolnego zdania Y istnieje zdanie X takie, ze zdanie
X = (PX —Y) jest drukowalne.

Uwaga. Problem 1 jest szczegélnym przypadkiem problemu 2, a wigc najpierw roz-
wigzemy problem 2.
Przypomnijmy, Ze:

e warunek wspomniany w problemie (2) nazywamy zwrotnosciq;

o systemem typu G nazywamy system modalny typu 4, w ktéorym dowodliwe sa
wszystkie zdania postaci B(Bp — ¢q) — Bp.

Niech Y bedzie dowolnym zdaniem. Dla dowolnego wyrazenia Z, zdanie Pd(Z,Y)
= P(Z(Z,Y) — Y) jest drukowalne (poniewaz jest jednym z aksjomatéw przekatnio-
wych).

Wezmiemy za Z wyrazenie Pd i otrzymujemy wtedy, ze Pd(Pd,Y) = P(Pd(Pd,Y) —Y)
jest drukowalne.

55



Poniewaz maszyna jest typu 1, wigc wynika stad, ze nastgpujace zdanie jest druko-
walne:

(Pd(Pd,Y) —»Y) = (P(Pd(Pd,Y) —=Y) —=Y)

Tak wigc, zdanie X = (PX — Y) jest drukowalne, gdzie X jest zdaniem (Pd(Pd,Y) —
Y).
Problem 1 jest szczegdlnym przypadkiem problemu 2, gdy za Y weZmiemy L. Tak
wigc, zdaniem Godla G dla tej maszyny jest Pd(Pd, 1) — L —tj., zdanie (Pd(16,2) — L
).

Co stwierdza zdanie Pd(16,2)?

Moéwi ono, ze diagonalizacja szesnastego wyrazenia wzgledem drugiego wyraze-
nia jest drukowalna. Wyrazeniem szesnastym jest Pd, a wyrazeniem drugim jest L,
a wigc Pd(16,2) méwi, ze diagonalizacja Pd wzgledem L jest drukowalna, ale ta
diagonalizacja to zdanie (Pd(16,2) — L) — tj. wlasnie samo zdanie G'!

A wiec Pd(16,2) méwi, ze G jest drukowalne, a stad (Pd(16,2) — L) — ktére
jest zdaniem G — mowi, ze G nie jest drukowalne (lub, co na jedno wychodzi, ze dru-
kowalnos$¢ G implikuje fatsz logiczny). Tak wigc, G méwi, ze G nie jest drukowalne;
G jest prawdziwe wtedy i tylko wtedy, gdy G nie jest drukowalne.

Zatem G stwierdza swoja wiasna niedrukowalnos¢. Oto, w miniaturce, pomystowa
idea Godla otrzymywania samoodniesienia.

Zdanie G = ~PG — tj. zdanie G = (PG — 1) — jest nie tylko prawdziwe, ale
takze drukowalne (jest ono jednym z aksjomatéw przekatniowych).

Poniewaz maszyna jest normalna i jest typu 1, wynika stad na mocy Pierwszego
Twierdzenia Godla o Niezupetnosci, ze jeSli maszyna jest niesprzeczna, to G nie jest
drukowalne, a jesli maszyna jest dodatkowo stabilna, to réwniez -G nie jest drukowal-
ne.

A wigc, jesli maszyna jest jednoczes$nie niesprzeczna i stabilna, to zdanie G jest
nierozstrzygalne w systemie zdan, ktére maszyna moze wydrukowac.

Maszyna jest faktycznie typu 4, a poniewaz jest Godlowska — zdanie G = PG
jest drukowalne — wigc z Drugiego Twierdzenia Godla o Niedowodliwosci Niesprzecz-
noSci wynika, ze jeSli maszyna jest niesprzeczna, to nie moze ona dowies¢ swojej wia-
snej niesprzecznos$ci — tj. nie moze wydrukowaé zdania - P2.

Nadto, jesli maszyna jest niesprzeczna, to zdanie P2 jest prawdziwe, a stad jest
innym przyktadem zdania prawdziwego, ktérego maszyna nie moze wydrukowac.

Co wigcej, maszyna jest zwrotna (problem 2), a bedac typu 4, musi by¢ Lobowska
(na mocy Twierdzenia Loba), a wiec dla dowolnego zdania X, jesli PX — X jest
drukowalne, to drukowalne jest X. Poniewaz kazdy zwrotny Lobowski system typu 4
jest typu G, wigc wynika stad, ze maszyna jest typu G.

Poprawnos¢, Scistosé i niesprzeczno$é Maszyny Fergussona.

PokazaliSmy, ze jesli maszyna Fergussona jest niesprzeczna, to nie moze udowod-
ni¢ swojej wlasnej niesprzecznosci.

Ale skad wiemy, czy maszyna jest, czy nie jest niesprzeczna?

Udowodnimy teraz, ze maszyna jest nie tylko niesprzeczna, ale ze jest tez catkowi-
cie $cista — tj., ze kazde zdanie wydrukowane przez maszyng jest prawdziwe.

PokazaliSmy juz, ze wszystkie aksjomaty maszyny sa prawdziwe, ale przeSledZzmy
uwaznie to rozumowanie.
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Aksjomaty Grupy 1 sa wszystkie tautologiami, a stad sa z pewnoscia prawdziwe.

Jesli chodzi o aksjomaty Grupy 2, to powiedzieé, ze P(X —Y) — (PX — Y)
jest prawdziwe to tyle, co powiedzie¢, ze jesli oba P(X — Y') oraz PX sa prawdziwe,
to takie jest tez PY, czyli to samo, co powiedzieé, ze jesli (X — Y') oraz X sa oba
drukowalne, to takie jest tez Y.

A tak oczywiscie jest, na mocy Operacji 2.

Tak wigc, aksjomaty Grupy 2 sa wszystkie prawdziwe.

Jesli chodzi o aksjomaty Grupy 3, powiedzie¢, ze PX — PPX jest prawdziwe,
to tyle, co powiedzieé, ze jesli PX jest prawdziwe, to takie jest tez PPX.

To z kolei jest tym samym, co powiedzenie, ze jesli X jest drukowalne, to takie jest
tez PX — a tak jest rzeczywiscie, na mocy Operaciji 3.

Jesli chodzi o aksjomaty przekatniowe, to Pd(X,Y) jest prawdziwe wtedy i tylko
wtedy, gdy (X (X,Y) — Y) jest drukowalne, a tak jest wtedy i tylko wtedy, gdy
P(X(X,Y) — Y) jest prawdziwe.

Zatem Pd(X,Y) = P(X(X,Y) — Y) jest prawdziwe.

Wiemy teraz, ze wszystkie aksjomaty maszyny sa prawdziwe, ale musimy pokazac,
ze wszystkie zdania drukowalne sa prawdziwe.

Przypomnijmy, ze maszyna drukuje zdania na pewnych etapach.

Chcemy teraz ustanowi¢ nastgpujacy lemat, twierdzenie i wniosek:

e Lemat. Jesli X jest zdaniem wydrukowanym na pewnym etapie i wszystkie zda-
nia wydrukowane do tego etapu sa prawdziwe, to X jest prawdziwe.

o Twierdzenie. Kazde zdanie wydrukowane przez maszyng jest prawdziwe.

e Whniosek. Maszyna jest jednocze$nie niesprzeczna i stabilna.

Dowody.

Najpierw udowodnimy lemat. Zat6zmy, ze wszystkie dotad wydrukowane zdania
sg prawdziwe; mamy pokazac, ze X jest prawdziwe.

Przypadek 1. X jest aksjomatem. Wtedy X jest prawdziwe (jak juz udowodnili-
sSmy).

Przypadek 2. Istnieje zdanie Y takie, ze Y oraz (Y — X) zostaly juz wydruko-
wane. Wtedy z przyjetego zatozenia Y oraz (Y — X)) sa oba prawdziwe, a wigc X
jest prawdziwe.

Przypadek 3. X jest postaci PY, gdzie Y jest zdaniem, ktére juz zostato wydru-
kowane. Poniewaz Y zostalo wydrukowane, wiec PY jest prawdziwe — tj. X jest
prawdziwe.

To koriczy dowéd lematu.

Dowéd Twierdzenia.

Maszyna jest zaprogramowana tak, aby wydrukowac¢ wszystkie drukowalne zdania
w jakim§ okreslonym ciagu X1, Xo, ..., X,,... Przez X,, rozumiemy zdanie wydru-
kowane na etapie n.

Pierwsze zdanie wydrukowane przez maszyne (zdanie X;) musi by¢ aksjomatem
(poniewaz dotad maszyna nie wydrukowata zadnych zdaf), a stad X; musi by¢ praw-
dziwe.
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Jesli powyzsza lista zawierataby jakiekolwiek zdanie falszywe, to musiataby istnie¢
najmniejsza liczba n taka, ze X, jest falszywe — to jest, musiatoby istnie¢ pierwsze
zdanie fatszywe wydrukowane przez maszyne. Wiemy, ze n nie jest rowne 1 (poniewaz
X jest prawdziwe), a zatem n jest wigksze od 1. Znaczy to, ze maszyna drukuje zdanie
falszywe na etapie n, ale na wszystkich wczesniejszych etapach drukowata wytacznie
zdania prawdziwe. Przeczy to jednak lematowi.

Zatem maszyna nigdy nie moze wydrukowac¢ jakichkolwiek zdar falszywych.
Dowd6d Wniosku.

Poniewaz maszyna jest $cista (na mocy Twierdzenia), wigc L nigdy nie moze zo-
sta¢ wydrukowane, poniewaz L jest falszywe. Zatem maszyna jest niesprzeczna.

Nastepnie, przypusémy, ze PX jest drukowalne. Wtedy PX jest prawdziwe (na
mocy Twierdzenia), co oznacza, ze X jest drukowalne. Zatem maszyna jest stabilna.

Widzimy teraz, ze maszyna Fergussona jest niesprzeczna, ale nigdy nie potrafi do-
wies¢ swojej niesprzecznosci. Tak wigc i ty i ja (réwnie dobrze jak Fergusson) wiemy,
Ze maszyna jest niesprzeczna, ale biedna maszyna wiedzy tej nie ma!

O dalszych wynikach zwiazanych z ,,maszynowa” interpretacja twierdzeii metalo-
gicznych traktuje rozdziat 28 Forever Undecided. W szczeg6lnosci, podane sa zwiazki
miedzy maszynami logicznymi a samostosowalnymi systemami modalnymi.

Przyklad czwarty: ptaki kombinatoryczne

Pokazujemy wybrane fragmenty ttumaczenia ksigzki Raymonda Smullyana 7o Mock
a Mockingbird, ktére ukazato si¢ w 2007 roku naktadem Ksiqzki i Wiedzy, pod tytutem
Przedrzezniac PrzedrzeZniacza.

Obok zagadek o Rycerzach (méwiacych zawsze prawde) oraz Lotrach (méwiacych
zawsze falsz), ksiazka zawiera zagadki logiczne, w ktérych w formie popularnej przed-
stawia si¢ logike kombinatoryczng. Zaréwno logika kombinatoryczna, jak i rachunek
lambda naleza do niezbednika teoretycznego kazdego, kto zajmuje si¢ zastosowaniami
logiki w informatyce.

Przedstawimy w tym dodatku informacje:

e O historii logiki kombinatorycznej;
e Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw;

e Kilka waznych Ptakéw;

Przyktad: paradoks Curry’ego;
e Ptak Godla;

Dodatek: $piewy Ptakéw.
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O historii logiki kombinatorycznej

Church, A. 1941. Calculi of Lambda-conversion. (Annals of Mathematical Stu-
dies 6), Princeton University Press, Princeton.

Curry, H.B. 1930. Grundlagen der kombinatorischen Logik. American Journal
of Mathematics 52, 509-536, 789—-834.

Curry, H.B., Feys, R. 1958. Combinatory Logic, Vol. 1. North-Holland, Amster-
dam. Klasyczna monografia z logiki kombinatoryczne;j.

Schonfinkel, M. 1924. Uber die Bausteine der mathematischen Logik. Mathema-
tische Annalen 92, 305-316. Pierwsza praca o logice kombinatorycznej. Prze-
ktad angielski (On the building blocks of mathematical logic) w: van Heijeno-
ort, J. (ed.) 1967. From Frege to Godel: A Source Book in Mathematical Lo-
gic. Harvard University Press, Cambridge, 355-366. Przeklad francuski (Sur les
éléments de construction de la logique mathématique), z komentarzem, w: Math.
Inform. Sci. Humaines No. 112, 1990, 5-26, 59.

Kilka stow o historii.

Moses Schonfinkel.

Alonzo Church.

Haskell Curry.

Stephen Cole Kleene.

John Barkley Rosser.

Henk Barendregt.

Rachunek lambda. Rachunki typow.

Zastosowania (m.in., informatyczne).

Kilka nowszych opracowan:

Barendregt, H.P. 1981. The Lambda Calculus. North-Holland, Amsterdam. [1984
(rev. ed.)].

Hindley, J.R., Lercher, B., Seldin, J.P. 1972. Introduction to Combinatory Logic.
Cambridge University Press, London.

Hindley, J.R., Seldin, J.P. 1986. Introduction to Combinators and A-Calculus.
Cambridge University Press, Cambridge.

Révész, G.E.1988. Lambda-Calculus, Combinators and Functional Program-
ming. Cambridge University Press, Cambridge.
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W sieci dostgpne sa dos$¢ liczne nowsze opracowania. W szczegdlnosci, znalezé
mozna programy wyprowadzajace jedne kombinatory z innych. Moze warto doda¢, ze
stworzenie niektoérych z tych programéw byto bezposrednio inspirowane ksiazka 7o
Mock a Mockingbird.

Nowsze opracowania dotyczace historii logiki kombinatoryczne;j:

e Cardone, F., Hindley, J.R. 2006. History of lambda-calculus and combinatory
logic. Handbook of the History of Logic vol. 5. [Nie mialem dostgpu do tego
tekstu.]

e Seldin, J.P. 2006. The Logic of Curry and Church. Handbook of the History of
Logic vol. 5. [Korzystatem z tekstu dostgpnego w sieci.]

Ptaki Smullyana jako interpretacje kombinatoréw

Pewien czarujacy las jest zamieszkany przez gadajace Ptaki. Dla dowolnych Pta-
kéw A oraz B, jesli wypowiesz nazwg Ptaka B do Ptaka A, to A odpowie, wypowia-
dajac do ciebie nazwe jakiego$ Ptaka; bedziemy Ptaka z tej odpowiedzi oznaczaé AB.
Zamiast stale uzywac dziwacznego zwrotu: ,,odpowiedZz A na ustyszenie nazwy B”
bedziemy méwic krétko ,,odpowiedZ A na B”.

Nadto, dla dowolnych trzech Ptakéw A, B oraz C, Ptak A(BC) niekoniecznie jest
tym samym Ptakiem, co Ptak (AB)C. Ptak A(BC) jest odpowiedzia A na Ptaka BC,
podczas gdy Ptak (AB)C jest odpowiedzia Ptaka AB na Ptaka C'.

ZYozenie. Dla dowolnych Ptakéw A, B oraz C' (niekoniecznie r6znych) méwimy,
ze Ptak C sklada A z B, jesli dla kazdego Ptaka x zachodzi nastgpujacy warunek:
Cx = A(Bx).

Proza, oznacza to, ze odpowiedZ C na x jest taka sama, jak odpowiedZ A na odpo-
wiedZ B na x.

Przedrzezniacze. Przez przedrzeZniacza rozumiemy Ptaka M takiego, ze dla do-
wolnego Ptaka x zachodzi nastgpujacy warunek:

Mx =xx

M jest nazywany przedrzeZniaczem z tego prostego powodu, ze jego odpowiedZ na
dowolnego Ptaka x jest taka sama, jak odpowiedZ Ptaka x na siebie samego — innymi
stowy, M nasladuje x jesli chodzi o odpowiedZ na x. Oznacza to, ze jesli wypowiesz
x do M lub wypowiesz x do niego samego, to otrzymasz w kazdym przypadku taka
samg odpowiedZ.

Moze sig zdarzyé, ze gdy wypowiesz B do A, to A wypowie do ciebie tego samego
Ptaka B. Jedli tak jest, to oznacza to, ze A lubi B. Symbolicznie, to, ze A lubi B
znaczy, ze AB = B.

Ptak x jest nazywany egocentrycznym (czasami narcystycznym), jesli lubi samego
siebie, tj. gdy odpowiedZ x na x brzmi z. Symbolicznie, = jest egocentryczny, gdy
T = T.

Wiadomo, zZe nasz las spetnia nastgpujace dwa warunki:
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o (4 Warunek sktadania. Dla dowolnych dwéch Ptakéw A oraz B (r6znych lub
nie) istnieje Ptak C taki, ze dla dowolnego Ptaka = zachodzi Cx = A(Bx).
Innymi stowy, dla dowolnych Ptakéw A i B istnieje Ptak C, ktéry sktada A z B.

o (5 Warunek przedrzeZniacza. W lesie jest przedrzeZniacz M.

Jedna z plotek glosi, ze kazdy Ptak w lesie lubi co najmniej jednego Ptaka.

Wedle innej z plotek, istnieje co najmniej jeden Ptak, ktéry nie lubi zadnego Ptaka.

Jest interesujace, ze mozna ustalié, ktéra z tych plotek jest wiarygodna postugujac
si¢ wyltacznie warunkami C; oraz Cl.

Ktora z plotek jest prawdziwa?

Rozwiazanie, cho¢ niedlugie, jest niezwykle pomystowe. Opiera si¢ ono na zasa-
dzie wywodzacej si¢ w ostatecznym rozrachunku z prac Kurta Godla.

Pierwsza pogtoska jest prawdziwa: kazdy Ptak A lubi co najmniej jednego Ptaka.
Dowéd.

WezZmy dowolnego Ptaka A.

Wtedy, na mocy warunku C istnieje Ptak C, ktéry sktada A z przedrzezniaczem
M.

Zatem dla dowolnego Ptaka x mamy A(Mz) = Cx.

Poniewaz réwnanie to zachodzi dla kazdego Ptaka xz, wigc mozemy podstawi¢ C'
za x otrzymujac réwnanie A(MC) = CC.

Ale MC = CC, poniewaz M jest przedrzeZniaczem, a wigc w réwnaniu A(MC') =
CC mozemy podstawi¢ CC za MC' otrzymujac w ten sposéb réwnanie A(CC) =
CcC.

Oznacza to, ze A lubi Ptaka C'C'!

W skrécie, jesli C jest dowolnym Ptakiem, ktory sktada A z M, to A lubi Ptaka
CcC.

Nadto, A lubi M C, poniewaz M C' jest tym samym Ptakiem, co C'C.

Oznacza to, w szczeg6lnosci, ze przedrzeZniacz M lubi co najmniej jednego Ptaka

Pokazemy, ze E musi by¢ egocentryczny.

Po pierwsze, M E = E, poniewaz M lubi E.

Ale takze M E = E'E, poniewaz M jest przedrzezniaczem.

Tak wigc F oraz E'E sa oba identyczne z Ptakiem M E, a zatem EE = E.
Oznacza to, ze E lubi FE, tj. ze F jest egocentryczny.

Wilasnosci Ptakow
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Bluebird Drozd Bxyz = x2(yz)
Cardinal Kardynat Cryz = zzy
Dove Gotab Dzyzw = xy(zw)
Eagle Orzet Exyzwv = zy(zwv)
Finch Zigba Fryz = zyx
Goldfinch Szczygiet Gryzw = zw(yz)
Hummingbird Koliber Hzxyz = xyzy
Identity bird Ptak identyczno$ciowy Iz =z

Jay Séjka Jaxyzw = zy(zwz)
Kestrel Pustutka Kry==
Lark Skowronek Lxy = z(yy)
Mockingbird PrzedrzeZniacz Mz = zx
Owl Sowa Ozxy = y(xy)
Queer bird Dziwoptak Qryz = y(xz)
Quixotic bird Donkiszotéwka Q1ryz = x(2y)
Quirky bird Dziwolagwa Qszryz = z(zy)
Robin Rudzik Rxyz = yzx
Sage bird Ptak Medrzec Oz = z(Bx)
Starling Szpak Szyz = x2(yz)
Thrush Drozdon Txy = yx
Turing bird Ptak Turinga Uzy = y(xxy)
Vireo Wireonek Vayz = zay
Warbler Gajéwka Wazy = xyy
Converse warbler Gajéwka odwrotna W'zy = yxx

Ptaki ogwiazdkowane
Kardynat jednokrotnie usunigty
Kardynal dwukrotnie usunigty
Gajowka jednokrotnie usunigta W*xyz = xyzz
Gajowka dwukrotnie usunigta W** xyzw = zyzww

Smullyan omawia jeszcze wiele innych Ptakéw. Pokazuje, jak jedne kombinatory
moga by¢ definiowane w terminach innych.

Jak (obecnie) wiadomo, wszystkie kombinatory moga zosta¢ wyprowadzone z K
oraz S. Dla przyktadu: (SKK)z) = (SKKz) = (Kz(Kz)) = =z, czyli Iz =
SK Kx dla dowolnych z. (To ekstensjonalna réwnos$¢ terméw).

Smullyan jednak wcze$niej pokazuje inne wyprowadzenia, przygotowujac czytel-
nika do wizyty w Lesie Mistrzéw (rozdziat 18), gdzie objasnia ogdlne zasady wypro-
wadzania wszystkich kombinatoréw z S oraz K.

Oto niektore przyktady (tylko wyniki):

Wyprowadzenia z B oraz T

C*zyzw = xywz
C** xyzwv = zyzow
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Drozd Bzayz = x(yz) BBT

Kardynat Cryz = zzy B(T(BBT))(BBT)
Zigba Fryz = zyx B(TT)(B(BBB)T)
Wireonek Vayz = zay BCT

Dziwoptak Qryz = y(x2) CB

Donkiszotéwka Qixyz = x(zy) BCB
Dziwolagwa Qszyz = z(zy) BT
Szczygiet Gryzw = zw(yz) BBC
W tekscie pokazuje sie, ze C = B(T(BBT))(BBT).
Nadto, C = RRRoraz F = ETTET iV = CF.
Wyprowadzenie z B, T oraz M
Podwdéjny przedrzezniacz ~ Moxy = xy(vy) BM

Skowronek Lxy = z(yy) QM

Gajéwka Wy = xyy C(BMR)
Gajéwka odwrotna W'zy = yxx BMR

Koliber Hxyz = zyzy BW (BC)
Szpak Szyz = xz(yz) B(BW)(BBC)
Sowa Oxy = y(xy) QW

Ptak Turinga Uzy = y(zzy) LO

W tekscie pokazuje si¢, ze R = BBT.

Nadto, Q@ = CB, W' = CWS, S = BW*G,0 = BWQ, 0 = SI,U = L(SI).

Oprécz wyprowadzen jednych Ptakéw z innych, Smullyan podaje w swoich zagad-
kach pewne ogélne zasady, obowiazujace w rachunku kombinatoréw. Dla przyktadu:

e pokazuje sig, co ,,robia” poszczegdlne Ptaki: permutowanie, nawiasowanie, skta-
danie, lubienie (punkty state);

e pokazuje si¢ rézne bazy — uktady kombinatoréw, z ktérych wyprowadzi¢ mozna
wszystkie pozostate;

e rozwaza sig¢ tworzenie réznego rodzaju reduktow kombinatoréw;

e pokazuje si¢ specjalna role, petniona przez Ptaki medrcéw; ogdlniej: pokazuje
si¢ rol¢ zasady punktu statego; itd.

Aby sformutowac zasade punktu stalego w jej najbardziej ogdlnej postaci, przypu-
$émy, ze bierzemy dowolng liczbg zmiennych z, y, z, . . . i piszemy dowolne réwnanie
postaci:

Azyz...=(——-)

gdzie (— — —) jest dowolnym wyrazeniem zbudowanym z tych zmiennych oraz
litery A.

Zasada punktu stalego mowi, ze takie réwnanie zawsze mozna rozwigza¢ wzgle-
dem A — innymi stowy, istnieje ptak A taki, ze dla dowolnych ptakéw x,y, z, . . . jest
prawda, ze:

Azyz...=(——-).

Smullyan podaje dwie metody uzasadnienia zasady punktu statego.
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Dla przykladu, istnienie Ptaka medrca jest tylko szczeg6lnym przypadkiem zasady
punktu statego — przypadkiem, gdzie (— — —) jest wyrazeniem x(Ax).
Z zasady punktu statego, istnieje wtedy Ptak A taki, ze dla kazdego Ptaka x:

Az = z(Ax).

Taki Ptak A jest Ptakiem medrcem.

Szczegblnym przypadkiem zasady punktu statego jest takze to, ze kazdy Ptak lubi
co najmniej jednego Ptaka (jak widzieliSmy przed chwila).

Z zasady punktu statego bedziemy korzystaé kilkakrotnie nieco pdznie;j.

Na poczatku lesni bogowie stworzyli las z dwoma jedynie Ptakami — szpakiem S
oraz pustutka K.

W lesie byli juz ludzie.

Nowe Ptaki stale powotywane byly do istnienia w nastgpujacy sposéb.

Cztowiek wyspiewywat imi¢ pewnego istniejacego juz Ptaka y do istniejacego
Ptaka x; wtedy = odpowiadal wySpiewujac imig istniejacego juz badz jeszcze nieist-
niejacego Ptaka, ale cudowne w tym bylo to, ze gdy = nazywal nieistniejacego Ptaka,
to Ptak taki zaczynat istnieé!

Tak generowane byly stale nowe Ptaki.

Bogowie lasu postapili madrze rozpoczynajac od szpaka i pustutki, poniewaz z tych
dwéch Ptakéw mozna wygenerowaé wszystkie ptaki kombinatoryczne.

Oczywiscie, to tylko legenda, ale dostarcza strawy duchowe;j.

Niektorzy historycy ornitologii taczyli ja z historia Adama i Ewy, cho€ to, ktérym
z Ptakéw S'i K byl Adam, a ktérym Ewa, bywalo przedmiotem ostrych kontrowersji.

Historycy mezczyZni cheieli widzieé w S Adama, ale wiele kobiet historykéw uwa-
zalo to za meski szowinizm.

Potrzeba dalszych badan, aby dokonac¢ ostatecznych rozstrzygnie¢ w tej materii.

Starozytni historycy chinscy mys§la o S jako o yang, o K jako o yin, a o ich pota-
czeniu jako o wszechogarniajacym Tao.

Legenda w pewnym stopniu jakos polega na prawdzie, poniewaz istotnie wszystkie
Ptaki kombinatoryczne sa wyprowadzalne wiasnie jedynie z dwéch Ptakéw S oraz K.

Wyrazenia budowane sa z liter S, K, I oraz zmiennych z,y, z, w, v i by¢ moze
dalszych, w razie potrzeby. Niech o oznacza dowolna ze zmiennych. Dla dowolnego
wyrazenia X, nazwijmy wyrazenie X; a-reduktem X, jesli zachodza nastgpujace dwa
warunki:

1. Zmienna « nie wystepuje w X .
2. Zachodzi relacja Xy = X.

Nie oznacza to, ze X1« koniecznie jest wyrazeniem X, ale tylko to, ze rOwnanie
Xja = X jest wyprowadzalne z warunkéw definiujacych S oraz K.

Dla przyktadu, ,,K Ko’ oraz ./ sa réznymi wyrazeniami, ale relacja K Ka = K
zachodzi, na mocy warunku definiujacego pustutke — mianowicie dla dowolnych x
oraz y, Kxy = x.

Dla danego wyrazenia X oraz zmiennej «, w jaki sposéb znajdujemy a-redukt X ?
Mozna to zawsze uczyni¢ poprzez skoriczong liczbe zastosowan nastgpujacych czte-
rech zasad:
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Zasada 1. Jesli X sklada si¢ jedynie ze zmiennej o wystgpujacej samotnie, to I
jest a-reduktem X.

W innym sformutowaniu, I jest a-reduktem a.

Powdd: Zmienna o nie jest oczywiscie czgScig wyrazenia [ oraz [« = « zachodzi.
Zatem [ spetnia oba warunki dla bycia a-reduktem a.

Zasada 2. Jesli X jest wyrazeniem, w ktérym zmienna « nie wystgpuje, to K X
jest a-reduktem X.

Powdd jest oczywisty: poniewaz o nie wystepuje w X, wigc nie wystgpuje w K X,
arelacja K Xa = X zachodzi.

Zasada 3. Jesli X jest wyrazeniem ztozonym Y « i v nie wystgpuje w Y, to samo
Y jest a-reduktem X.

W innym sformutowaniu, jesli o nie wystepuje w Y, to Y jest a-reduktem Y c.
Powody sa oczywiste.

Dla przyktadu, yz jest xz-reduktem yzz, poniewaz x nie wystepuje w yz oraz yz
Jjest wyrazeniem E takim, ze Ex = yzx. Takze Kyl jest z-reduktem K Iyx, ale K1y
nie jest y-reduktem KIyx!

Zasada 4. Przypusémy, ze X jest wyrazeniem ztozonym Y Z i ze Y; jest a-reduktem
Y, a Z; jest a-reduktem Z. Wtedy wyrazenie SY7 Z; jest a-reduktem X.

Powod: Relacje Y1 = Y oraz Z1a = Z obie zachodza, z zalozenia, i relacja
SY1Z1a = Yia(Zy«) zachodzi, a stad zachodzi relacja SY; Z1c = YZ = X. Nadto
« nie wystgpuje ani w Y7 ani w Z; — z zaltozenia, ze Y7 oraz Z; sa odpowiednio a-
reduktami Y oraz Z — stad « nie wystgpuje w SY; Z;. Zatem SY; Z; jest wyrazeniem
X1, w ktorym « nie wystepuje i ktére ma t¢ wlasnosé, ze zachodzi relacja X1 = X.

Zauwazmy, ze Zasada 4 redukuje problem znajdowania a-reduktu wyrazenia zlo-
zonego Y Z do problemu znalezienia a-reduktéw krétszych wyrazen Y oraz Z. Aby
znalez¢ jeden z nich badZ oba, moze by¢ znowu potrzebna Zasada 4, a moze znéw i
zndéw, ale poniewaz rozwazane wyrazenia sa coraz krétsze, wigc proces ten musi si¢
zakonczyC.

Rozwazmy pewne przyklady. Przypusémy, ze chcemy znaleZ¢ x-redukt wyrazenia
yx(xy). W notacji nieskréconej jest to (yx)(zy).

Widzimy, ze Zasada 4 jest jedyna, ktéra mozna bezposrednio zastosowaé, a wigc
musimy najpierw znaleZ¢ xz-redukt yx oraz x-redukt xy.

Na mocy Zasady 3, y jest xz-reduktem yz. Jesli chodzi o zy, to musimy znowu
skorzystac z Zasady 4: poniewaz I jest z-reduktem x oraz Ky jest x-reduktem y, wigc,
na mocy Zasady 4, ST(Ky) jest z-reduktem xy.

A wigc y jest z-reduktem yx, a ST(Ky) jest z-reduktem xy; zatem, na mocy Za-
sady 4, Sy(SI(Ky))) jest z-reduktem yx(xy). Mozna sprawdzié, ze Sy(SI(Ky))z =
ya(ay).

Z drugiej strony, przypusémy, ze chcieliby$Smy znalezé y-redukt (yx)(zy). Musimy
najpierw znaleZ¢ y-redukt yz oraz y-redukt xy. Jesli chodzi o pierwszy z nich, to ponie-
waz I jest y-reduktem y oraz Kz jest y-reduktem x, wigc ST(Kx) jest y-reduktem yx.
Jesli chodzi o drugi z nich, to x jest y-reduktem xy. A wigc SI(Kx) jest y-reduktem
yx oraz z jest y-reduktem xy, a stad, na mocy Zasady 4, S(SI(Kx))x jest y-reduktem
yx(zy). Latwo sprawdzid, ze relacja S(ST(Kz))zy = yx(xy) zachodzi.

Gdy wiemy teraz, jak znalez¢ a-redukt X, dla dowolnej zmiennej o i dowolnego
wyrazenia X, to mozemy z S, K oraz I wyprowadzi¢ dowolny kombinator potrzebny
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do wykonania dowolnego wymaganego dziatania. Jesli X ma tylko jedna zmienng —
powiedzmy x — i zyczymy sobie znaleZ¢ kombinator A taki, ze zachodzi relacja Az =
X, to za A bierzemy dowolny z-redukt X.

Przypusémy, ze mamy wyrazenie X z dwiema zmiennymi — powiedzmy x oraz y
— i szukamy kombinatora A takiego, ze zachodzi Axy = X.

Najpierw znajdujemy y-redukt X — nazwijmy go X; — a nastgpnie znajdujemy
x-redukt X7 — nazwijmy go X5, a wtedy X5 jest kombinatorem, ktérego szukamy.

Dla przyktadu, przypusémy, ze potrzebujemy kombinatora A takiego, ze dla do-
wolnych z oraz y, Azy = yx(xy). ZnalezliSmy juz y-redukt yx(ry) — a mianowicie
S(SI(Kx))x. Musimy teraz znalezé x-redukt S(SI(Kx))z. Mozemy zorganizowac
prace nastgpujaco:

1. 1. K(ST) jest z-reduktem ST.

2. 2. K jest xz-reduktem Kx.

3. 3. Zatem S(SI)K jest z-reduktem SI(Kx).
4. 4. KS jest x-reduktem S.

5. 5. Stad, zgodnie z krokami 4 i 3 oraz Zasada 4,
S(S(KS)(S(SIYK))I
jest z-reduktem S(SI(Kx))z.

6. 6. I jest z-reduktem x

7. 7. Zatem, zgodnie z krokami 5 i 6 oraz Zasada 4,
S(S(KS)(S(SI)K))I

jest z-reduktem S(SI(Kx))x i jest kombinatorem A dziatajacym tak jak sobie
zyczyliSmy: Azy = yx(xy).

W skrécie, jesli X jest wyrazeniem o doktadnie dwéch zmiennych z oraz y, to
kombinator, ktéry nadaje si¢ dla X — przez co rozumiemy, ze relacja Azy = X
zachodzi — jest odnajdywany przez wyszukanie x-reduktu dla y-reduktu dla X —
takie wyrazenie nazywamy x — y-reduktem X.

Jesli X zawiera trzy zmienne x, y oraz z, to znajdujemy A przez odszukanie z-
reduktu dla y-reduktu dla z-reduktu X — takie wyrazenie nazywamy z — y — 2-
reduktem X.

Opisang wyzej redukcje mozna przeprowadzi¢ dla dowolnej skoriczonej liczby zmien-
nych.
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Ptaki logiczne

Propozycja Barendregta.

Wartosci logiczne (Ptaki zdaniowe):

e t (Prawda) — Pustutka K
o f (Fatsz) — Ptak K 1.

Wtedy tzy = Kaxy = x oraz foy = Klxy = Iy = y. Ptaka x nazywamy
zdaniowym, jesli x = t lub x = f. (Ekstensjonalna réwnos¢ terméw.)

Jesli p, q oraz r sa Ptakami zdaniowymi, to mamy np.:

pgr = (p&q) V (—p&r) lub, co jest tym samym,

pqr = (p — @)&(=p — 7).

Odczytaé to mozna jako: ‘jesli p, to ¢; w przeciwnym razie r.

Doktadniej, mozna zdefiniowa¢ kombinatory odpowiadajace funktorom prawdzi-
wosciowym.
Funktory prawdziwos$ciowe jako kombinatory.

e Ptak negacji. Nx = xft. Za N mozna wzial V ft, gdzie V jest wireonkiem.
Vaxyz = zzy.

e Ptak koniunkcji. cxy = xyf. Za ¢ mozna wzia¢ Rf, gdzie R jest rudzikiem.
Rxyz = yzzx.

e Ptak alternatywy. dry = xty. Za d mozna wziaé T't, gdzie T jest drozdonem.
Txy = yx.

o Ptak implikacji. izy = xyt. Za i mozna wzia¢ Rt, gdzie R jest rudzikiem.

e Ptak réwnowaznosci. exy = xy(Ny). Za e mozna wzia¢ C'SN, gdzie C jest kar-
dynatem, S jest szpakiem, a N jest Ptakiem negacji. Szyz = zz2(yz), Cxyz =
xzy.

Ptaki arytmetyczne

Liczebniki i operacja nastepnika.

Niech o bedzie Ptakiem V' f (tj. Ptakiem V (KI)). Nazwijmy o Ptakiem nastep-
nika. Dla kazdej liczby naturalnej n okreslimy Ptaka 7, reprezentujacego te liczbe.
Przez nT oznaczamy nastepnik n.

Za 0 bierzemy Ptaka identycznos$ciowego I. Za 1 bierzemy Ptaka 00; za 2 bierzemy
o1; za 3 bierzemy o2 i tak dalej.

Stad 0 = I; 1 = 00; 2 = 0(00); 3 = 0(0(00)) i tak dale;j.

Tak wiee, 0 = I; 1 = VfI;2 = VF(VfI); 3= V(VF(VFI))itak dalej.

Ptak Z (wykrywacz zera) okreslony jest jako T't. Wtedy: Z0 = T'tI = It = t oraz
Znt =TtnT =ntt=Vfat=tfn=f.
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Ptak P (poprzednika) okreslony jest jako T f. Wtedy dla dowolnej liczby n, Pn* =
Tfint =ntf=Vfaf=ffn=n.
Dodawanie ©.

Operacja dodawania jest jednoznacznie okre$lona poprzez nastgpujace dwa wa-
runki, dla dowolnych liczb n oraz m:

.n4+0=n

2. n+m* = (n+m)T. To jest, n plus nastgpnik m jest nastgpnikiem n + m.
Szukamy zatem Ptaka A takiego, ze dla wszystkich n oraz m:

1. An0=n

2. Anm* = o(Anm) lub, co jest tym samym, dla dowolnego dodatniego 7,
Anm = o(An(Pm)).

Tak wigc A musi spetnia¢ warunek, ze dla dowolnych n oraz m, bgdacych 0 lub
dodatnich, Anm = Zmn(o(An(Pm))). Taki Ptak A istnieje na mocy zasady punktu
stalego, a wigc za @ bierzemy dowolnego takiego Ptaka.

Mnozenie ®.
Zauwazmy, ze mnozenie jest jedyng operacja spetniajaca nastgpujace dwa warunki:

1. Dla dowolnej liczby n,n - 0 = 0.

2. Dla dowolnych liczb n oraz m, n - m™ = (n - m) + n.

Chcemy zatem mieé Ptaka A takiego, ze dla kazdych n oraz m, Anm = (Zm)0((®)(A(A(Pm))n)).
Znowu, taki Ptak A moze zostaé odnaleziony na mocy zasady punktu statego i

bierzemy za ® takiego Ptaka.

Potegowanie ©.
Operacja potggowania spetnia nastgpujace dobrze znane prawa:

1.n%=1
2. nm =pm.n.

Szukamy zatem Ptaka © takiego, ze dla wszystkich n, ®fi0 = 1, oraz dla kazde;j
dodatniej liczby m, @am* = @(Onm)n.

Réwnowaznie, szukamy Ptaka © takiego, ze dla wszystkich n oraz m, @am* =
Zml(®(enm)n).

Znowu, taki Ptak ® moze zosta¢ odnaleziony na mocy zasady punktu statego.

Smullyan pokazuje, jak wyglada znana procedura arytmetyzacji sktadni w termi-
nach kombinatoréw.

Mamy wtedy mozliwos$¢ wystowienia znanych twierdzen metalogicznych w apara-
turze pojeciowej rachunku kombinatoréw.

W szczego6lnosci, przedstawiony jest dowdd, iz nie istnieje Ptak Idealny, tj. nie
istnieje efektywna procedura rozstrzygania, czy zachodzi ekstensjonalna réwnosc¢ ter-
méw X oraz X, dla dowolnych terméw X, X5 jezyka logiki kombinatoryczne;.

Ze wzgledu na sporg liczbe poje¢ pomocniczych potrzebnych do omdéwienia tych
zagadnien, nie mozemy dowodu tego pokazac w tej prezentacji.
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Dygresja: kombinatory a rachunek lambda

Smullyan nie pokazuje w swoim tekscie zwigzkéw migdzy rachunkiem kombina-
toréw a rachunkiem lambda, jak sadzg, z powodéw dydaktycznych.

Przypomnijmy, ze mamy transformacje migdzy tymi rachunkami, pozwalajace prze-
ktada¢ wyrazenia jednego z nich na drugi.
Przeklad K L kombinator6ow na A\-termy:

o KLIK| =z \y.x
o KL[S] = Az \y.Nz.(zz(yz))

Dla innych kombinatoréw ten przektad jest réwnie oczywisty; np.: K L[I] = A\x.z,
KL[C] = Ax. Ay Az.(xzy), KL[B] = Az.\y.Az.(z(yz)).
Przeklad LK \-termow na kombinatory:

e LK[v]=wv

LK[(L1Ls)] = (LK[L1]LK][Ls))

o LK[\z.L] = (K LKIL]) (jesli = nie jest wolna w L)

o LK[Dzx.x]=1

o LK[Ax.\y.L] = LK[Ax.LK[Ay.L]] (jesli « jest wolna w L)
o LK[Ax.(L1L2)] = (S LK[Ax.L1]LK[A\x.Ls]).

Uwaga. Przektad K L nie jest odwrotnoscia przektadu LK.

Przyklad: paradoks Curry’ego

,»W tym lesie” méwit Byrd [Ptasi socjolog w Lesie Curry’ego] ,,pewne Ptaki $pie-
waja w pewne dni. Moim celem byto ustalenie, ktére Ptaki w jakich dniach §piewaja.

,;C6z, mamy tu bardzo szczegdlnego Ptaka P. Nie znam jego gatunku, ale to nie-
wazne. Wazna zas rzecza jest to, ze dla dowolnych Ptakéw z oraz y, ré6znych badz nie,
zachodza nastgpujace prawa:

e Prawo 1. Jesli y $piewa danego dnia, to Pxy Spiewa tegoz dnia.
e Prawo 2. Jesli x nie $piewa danego dnia, to Pxy Spiewa tego dnia.

e Prawo 3. Jesli ptak x oraz Ptak Pxy oba $piewaja danego dnia, to y Spiewa tego
dnia.

e Prawo 4. Dla kazdego Ptaka x istnieje Ptak y taki, ze y Spiewa w te i doktadnie
w te dni, gdy Spiewa Pyx.”
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Twierdzenie. W Lesie Curry’ego wszystkie Ptaki spiewajq we wszystkie dni.
Dowaéd.

Zauwazmy najpierw, ze z pierwszych dwoch praw Byrda wynika, iz jesli y §piewa
we wszystkie dni, w ktérych $piewa x, to Ptak Pxy musi §piewaé we wszystkie dni.

Powod: Przypusémy, ze y Spiewa we wszystkie dni, w ktérych $piewa x.

Rozwazmy teraz dowolny dzien. Albo x §piewa tego dnia, albo nie.

Jesli x nie Spiewa, to Pxy Spiewa, na mocy drugiego prawa Byrda.

Przypus$émy teraz, ze x Spiewa tego dnia.

Wtedy y takze Spiewa tego dnia (bo zatozono, ze y Spiewa kazdego dnia, ktérego x
Spiewa), a stad Pxy musi $piewac tego dnia, na mocy pierwszego prawa Byrda.

Dowodzi to, ze niezaleznie od tego, czy x $piewa, czy nie Spiewa danego dnia, Ptak
Pzy tego dnia $piewa. Stad Pxy $piewa kazdego dnia.

Pokazemy teraz, ze dla dowolnego danego Ptaka z, Spiewa on kazdego dnia.

Na mocy Prawa 4 istnieje Ptak y ktéry Spiewa w te i doktadnie w te dni, gdy $§piewa
Pyzx.

Rozwazmy teraz dowolny dzien, w ktérym y Spiewa.

Pyx takze $§piewa tego dnia, na mocy Prawa 4, a poniewaz y §piewa tego dnia, wigc
x $piewa tego dnia, na mocy Prawa 3.

Dowodzi to, ze x §piewa we wszystkie dni, w ktérych y $piewa, a stad Pyx $§piewa
kazdego dnia, na mocy rozumowania z poprzedniego paragrafu.

Wtedy, poniewaz y Spiewa w te same dni, co Pyx, wigc ptak y Spiewa we wszystkie
dni.

Zatem, dowolnego zupelnie dnia, Ptaki y oraz Pyx oba Spiewaja, a stad x tez tego
dnia $§piewa, na mocy Prawa 3.

Dowodzi to, ze x Spiewa kazdego dnia.

e Przypusémy, ze mamy do dyspozycji pierwsze trzy prawa Byrda, ale zamiast
prawa czwartego mamy informacjg, ze w lesie jest skowronek. Czy wtedy wy-
nika stad, ze wszystkie Ptaki Spiewaja we wszystkie dni?

e Przypusémy, ze w miejsce informacji o skowronku podano nam informacje, ze
w lesie jest kardynal; czy wynikatoby stad, ze wszystkie Ptaki Spiewaja kazdego
dnia?

e Przypusémy, ze wiemy o obecnosci obu: skowronka oraz kardynata; czy wynika
stad, ze wszystkie Ptaki §piewaja kazdego dnia?

Gdybysmy mieli do dyspozycji jedynie samego L lub jedynie samego C, to nie
widaé sposobu, aby udowodnic, ze wszystkie ptaki Spiewaja kazdego dnia, jednak gdy
mamy jednoczes$nie oba C oraz L, to mozemy wyprowadzi¢ Prawo 4 w sposob nastg-
pujacy.

Poniewaz obecny jest skowronek L, wigc kazdy Ptak lubi co najmniej jednego
Ptaka; [Smullyan podaje dowdd, ze x lubi La(Lxz) w jednym z wcze$niejszych roz-
dziatow].

WezZmy teraz dowolnego Ptaka x.

Wtedy ptak C' Px lubi pewnego Ptaka y, co oznacza, ze CPry = y, astad y =
CPxy.
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Ale takze C Pxy = Py, a zatem y = Pyz.

Wtedy oczywiScie y Spiewa w doktadnie te same dni, co Pyx, poniewaz y jest
Ptakiem Pyx!

Zatem Prawo 4 zachodzi.

Znowu przypusémy, ze dysponujemy pierwszymi trzema prawami Byrda, ale nie
czwartym.

Czy potrafisz znaleZ¢ pojedynczego ptaka kombinatorycznego, ktdrego obecnosé
implikowataby, ze kazdego dnia Spiewaja wszystkie ptaki?

Przypu$émy, ze zamiast obecnosci obu C' oraz L mamy obecnego Ptaka A spetnia-
jacego warunek Azxyz = x(z2)y.

Wtedy dla dowolnych ptakéw x oraz y, APxy = P(yy)z.

Stad APxz(APxz) = P(APxz(APz))x, a wigc y = Pyx, gdzie y jest ptakiem
APz (APx).

Przypus$émy, ze zamiast méwié o ptakach, méwimy o zdaniach. Przypusémy tez,
ze zamiast mowié, ze ptak $piewa lub nie $piewa danego dnia, méwimy, ze zdanie
jest prawdziwe lub ze jest falszywe. Dla dowolnych zdan x oraz y, niech Pxy bedzie
zdaniem mowiqcym, Ze x jest fatszywe lub y jest prawdziwe, albo, co jest tym samym,
ze jesli x jest prawdziwe, to takie jest tez y. Pierwsze trzy prawa Byrda odpowiadaja
nastgpujacym podstawowym prawom logiki:

e Prawo 1. Jedli y jest prawdziwe, to Pzy jest prawdziwe.
e Prawo 2. Jedli x jest falszywe, to Pxy jest prawdziwe.

e Prawo 3. Jesli x oraz Pxy sa oba prawdziwe, to takie jest tez y.

Przypusémy teraz, ze dodamy czwarte prawo, ktére odpowiada czwartemu prawu
Byrda:

Prawo 4. Dla kazdego zdania x istnieje zdanie y takie, ze zdanie y oraz zdanie Pyx
sg albo oba prawdziwe albo oba falszywe.

Otrzymujemy wtedy paradoks: wszystkie zdania sq prawdziwe.

Przypusémy, ze rozwazamy teraz dowolng kolekcj¢ bytow zwanych obiektami i
przypusémy, ze dysponujemy pewna operacja, ktéra zastosowana do obiektu x oraz
obiektu y daje pewien obiekt xy. Mamy wtedy co$, co nazywa si¢ systemem aplikacyj-
nym, w ktérym obiekt xy jest nazywany wynikiem zastosowania (aplikacji) x do y. W
systemach aplikacyjnych w poprzednich rozdzialach naszymi ,,obiektami” byty Ptaki,
a za xy braliSmy odpowiedZ = na y. Logika kombinatoryczna bada systemy aplika-
cyjne o pewnych szczegdlnych wtasnosciach, wsrdd ktérych jest istnienie rozmaitych
kombinatoréw, z wtaczeniem C, ktérego nazywaliSmy kardynatem, oraz L, ktérego
nazywali§my skowronkiem. Przypu$émy teraz, ze ,,obiekty”, ktére badamy, obejmuja
wszystkie zdania, prawdziwe i falszywe, jak rdwniez inne obiekty, kombinatory. Przy-
pusémy, ze mamy obiekt P taki, ze dla dowolnych zdari x oraz y obiekt Pzy jest
zdaniem moéwiacym, ze albo x jest falszywe albo y jest prawdziwe. Jesli x oraz y nie
sa oba zdaniami, to Pzy jest w dalszym ciagu dobrze okre§lonym obiektem i moze by¢
lub nie by¢ zdaniem, zaleznie od natury z oraz y.

Prawa 1, 2 oraz 3 oczywiScie zachodza, o ile x oraz y sq zdaniami! Nadto, zakta-
dajac, ze obecne sa C oraz L, dla dowolnego obiektu x musi istnie¢ obiekt y taki, ze
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y = Pyuz, jak widzieliSmy w rozwiazaniu problemu 2. W szczegdlnosci, dla dowol-
nego zdania x musi istnie¢ obiekt y taki, ze y = Pyx, ale ten y nie musi by¢ zda-
niem! W istocie, y nie moze by¢ zdaniem, poniewaz gdyby byt, to Pyx takze byloby
zdaniem i to tym samym zdaniem, co ¥y, co znaczytoby, ze zachodzi Prawo 4 i wpa-
dlibySmy znowu w paradoks Curry’ego. A wigc droga wyjscia z paradoksu polega na
uswiadomieniu sobie, ze cho¢ aksjomaty logiki kombinatorycznej implikuja, iz istnieje
pewien obiekt y taki, ze y = Pyux, to taki y nie moze by¢ zdaniem. Niektore wczesniej-
sze systemy, ktére prébowaty potaczy¢ logike zdaniowa z logika kombinatoréw byty
nieostrozne w tym wzgledzie i okazaty si¢ by¢ sprzeczne. Jednak, jak zauwazyt Ha-
skell Curry, paradoksy te nie powstaty z winy samej logiki kombinatorycznej, byty one
wynikiem niewtasciwego zastosowania logiki kombinatorycznej do logiki zdaniowe;j.

Ptak Godla

W rozdziale 17 ksigzki Smullyana wedrujemy wraz z inspektorem Craigiem przez
Las Gddla. Ptasim socjologiem w tym lesie jest niejaki Profesor Giuseppe Baritoni.

A w tym lesie” objasnial Baritoni ,,nie jest dla nas wazne, ktére Ptaki Spiewaja w
jakie dni; waznym problemem jest, ktére Ptaki w ogdle potrafia Spiewac! Nie wszystkie
Ptaki z tego lasu potrafig Spiewaé. Mamy mnéstwo stowikéw, 1 wszystkie one Spiewaja,
jak pewnie zdotate§ zauwazy¢.”

,Czy stowiki sa jedynymi ptakami, ktére Spiewaja, czy tez sa jeszcze inne?” —
zapytat Craig.

Zanim poznamy odpowiedZ na to pytanie, ustalmy pewne fakty dotyczace Lasu
Gaodla.

Wszystkie Ptaki sa zamezne (zonate). Dla dowolnego Ptaka x przez z’ oznaczam
wspélmalzonka x. Dla dowolnych Ptakéw x oraz y, Ptak z'y $piewa wtedy i tylko
wtedy, gdy zy nie Spiewa.

Kazdy Ptak x ma pewnego wyréznionego krewniaka 2* nazywanego towarzyszem
x. Ptak x* jest taki, ze dla kazdego ptaka y, Ptak x*y $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy
Ptak z(yy) Spiewa.

Istnieje szczegolny Ptak A taki, ze kiedy tylko wySpiewasz stowika do NV, to N
odpowie nazywajac Ptaka, ktory Spiewa, ale gdy wyspiewasz do N dowolnego Ptaka,
ktéry nie jest stowikiem, to N odpowie nazywajac Ptaka, kt6ry nie $piewa. Innymi
stowy, Ptak Nz §piewa wtedy i tylko wtedy, gdy x jest stowikiem.

Zaktadamy zatem, ze (w tym lesie):

o Warunek 1. Wszystkie stowiki (w tym lesie) Spiewaja.
o Warunek 2. 1’y Spiewa wtedy i tylko wtedy, gdy zy nie Spiewa.
o Warunek 3. x*y Spiewa wtedy i tylko wtedy, gdy z(yy) Spiewa.

o Warunek 4. N'x $piewa wtedy i tylko wtedy, gdy « jest stowikiem.

Szukamy Ptaka Spiewajacego G, ktory nie jest stowikiem.
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Ptak G zaczat potem by¢ znany jako Ptak Gédlowski, poniewaz metoda Craiga
znajdowania go nasladowata metod¢ Godla znajdowania prawdziwego zdania, ktére
nie jest dowodliwe w pewnym systemie aksjomatycznym.

Kluczem do tego nasladownictwa jest to, ze Ptaki §piewajace odpowiadaja zdaniom
prawdziwym, a stowiki odpowiadaja zdaniom dowodliwym. Tak wigc, Ptak §piewajacy,
ktéry nie jest stowikiem odpowiada zdaniu prawdziwemu, ktére nie jest dowodliwe w
rozwazanym systemie aksjomatycznym.

C: Jesli wiesz jak znaleZ¢ ptaka x i jak znaleZ¢ ptaka y, to czy wiesz, jak znaleZ¢ ptaka
xy?

B: Niekoniecznie; jednakze, jesli wiem jak zlokalizowac x i znam nazwe y, to moge
znaleZ¢ ptaka xy; po prostu ide do x i wySpiewuje nazwe y. Wtedy x nazywa ptaka xy.
A gdy juz znam nazwe xy, to potrafie go znaleZ¢, poniewaz potrafi¢ znalez¢é dowolnego
ptaka, ktérego nazwe znam.

C: Jesli znasz nazwe ptaka x, to czy potrafisz znalezZ¢ nazwe wspétmatzonka z?

B: Tak; mam kompletna liste, z ktérej wiem, kto z kim jest zonaty.

C: Jesli znasz nazwe ptaka x, to jestes zdolny réwniez odnalezZ¢ nazwe jego towarzysza
x*?

B: Tak; mam stosowna liste.

C: Czy znasz nazweg tego szczegdlnego ptaka N?

B: Tak; jego nazwa jest po prostu litera N

C: Potrafie¢ cig zaprowadzi¢ do Spiewajacego ptaka, ktdry nie jest stowikiem.

Ptaka G odnaleZli w sposéb nastgpujacy.

Baritoni znat juz nazwe Ptaka A\, a stad po zajrzeniu do swojej pierwszej listy, znat
tez nazwe Ptaka N7 — wspotmalzonka A. Wtedy, zagladajac na swoja druga liste,
Baritoni znalazl nazwe Ptaka N'*.

Dla uniknigcia zamieszania, odwolujmy si¢ do Ptaka N* jako do A. Obaj mez-
czyZni znalezli potem Ptaka A, zblizyli si¢ do niego i wySpiewali mu jego wiasne imig.
A odpowiedzial nazywajac Ptaka AA. Wtedy obaj byli w stanie odnalezé AA.

Udowodnimy teraz, ze AA musi by¢ Ptakiem, ktéry $piewa, a nie jest stowikiem.

Niech G bedzie Ptakiem AA — innymi stowy, G jest Ptakiem N"*N’* — i udo-
wodnimy, ze G Spiewa, ale nie jest stowikiem.

Ptak A ma te¢ wtasno$é, ze dla dowolnego Ptaka x, Ptak Ax Spiewa wtedy i tylko
wtedy, gdy xx nie jest stowikiem. Jest tak z nastgpujacego powodu. N'*z Spiewa wtedy
i tylko wtedy, gdy N’(zz) $piewa, na mocy Warunku 3, a N’ (zz) Spiewa wtedy i
tylko wtedy, gdy N (zz) nie Spiewa, co jest prawda wtedy i tylko wtedy, gdy zx nie
jest stowikiem, poniewaz N zz §piewa wtedy i tylko wtedy, gdy xz jest stowikiem, na
mocy Warunku 4. Zbierajac razem te trzy fakty widzimy, ze N"*x $piewa wtedy i tylko
wtedy, gdy zx nie jest stowikiem, a poniewaz N'* jest Ptakiem A, Az $piewa wtedy i
tylko wtedy, gdy zz nie jest stowikiem.

Poniewaz jest prawda, ze dla kazdego Ptaka x, Ptak Ax $piewa wtedy i tylko wtedy,
gdy xx nie jest stowikiem, wigc jest to prawda, gdy x jest Ptakiem A, a zatem AA
Spiewa wtedy i tylko wtedy, gdy A A nie jest stowikiem. Oznacza to, ze albo A A §piewa
i nie jest stowikiem, albo AA nie $piewa i jest stowikiem. Jednakze wszystkie stowiki
Spiewaja, jak podano w Warunku 1, czyli drugi czton alternatywy jest wykluczony.
Zatem A A $piewa, lecz nie jest stowikiem.
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Spedzili zatem caty dzieri w lesie i udato im si¢ znalez¢ Ptaka G, ktdry Spiewat, a
nie byt stowikiem. Szczesliwym trafem Gy okazat si¢ by¢ Ptakiem réznym od G, cho¢
nie mozna tego byto przewidzieé.

Niech A; bedzie Ptakiem N* raczej niz N”*. Wtedy A; jest niekoniecznie Pta-
kiem A, ale takze ma t¢ wlasnos¢, ze dla dowolnego Ptaka x, Ptak A;x Spiewa wtedy
i tylko wtedy, gdy A« nie jest stowikiem.

Wynika z tego na mocy takiego samego rozumowania, ze Ptak A; A; — nazwijmy
go G; — Spiewa, ale nie jest stowikiem.

Sumujac, Ptak N"* N™* oraz Ptak N"*'N'*' sa oba Ptakami, ktére $piewaja i zaden
z nich nie jest stowikiem.

Autorstwo tego sprytnego rozumowania przypisaé nalezy w ostatecznym rozra-
chunku Kurtowi Godlowi.

Ptaki tworzyly rozmaite towarzystwa. O Ptaku A méwimy, ze reprezentuje on
zbiér Ptakow S jesli dla kazdego Ptaka x w S Ptak Ax jest Ptakiem $piewajacym oraz
dla kazdego Ptaka x spoza S Ptak Ax jest Ptakiem nie$piewajacym — innymi stowy,
dla kazdego Ptaka x, Ptak Ax Spiewa wtedy i tylko wtedy, gdy z jest cztonkiem S.
Zbiér Ptakéw jest nazywany towarzystwem, jesli jest reprezentowany przez jakiegos
Ptaka. Dla przykladu, zbior stowikéw tworzy towarzystwo, poniewaz zbidr ten jest
reprezentowany przez Ptaka AV,

Czy zbior wszystkich ptakow Spiewajacych tworzy towarzystwo? Mozna na to py-
tanie odpowiedzie¢ na podstawie Warunku 2 oraz Warunku 3 Baritoniego. Nadto, z
samego Warunku 3 mozna udowodnié, ze kazde towarzystwo musi zawiera co naj-
mniej jednego Ptaka, ktéry $piewa lub nie mie¢ w swoim gronie co najmniej jednego
Ptaka, ktéry nie Spiewa. Jak to udowodnic i jakie to ma znaczenie dla problemu, czy
Ptaki Spiewajqce tworzq towarzystwo?

Najpierw udowodnimy na podstawie Warunku 3, ze dowolne towarzystwo musi
albo zawiera¢ pewnego $piewaka albo wykluczaé pewnego niespiewaka.

WeZmy dowolne towarzystwo S. Wtedy S jest reprezentowane przez pewnego
Ptaka A. Rozwazmy teraz Ptaka A*. Dla kazdego Ptaka x, Ptak A*x Spiewa wtedy i
tylko wtedy, gdy A(xx) $piewa, zgodnie z Warunkiem 3. Nadto, A(xx) $piewa wtedy i
tylko wtedy, gdy zx jest cztonkiem S, poniewaz A reprezentuje S. Zatem, A*z $piewa
wtedy i tylko wtedy, gdy xzx jest cztonkiem S. Poniewaz jest to prawda dla kazdego
Ptaka x, wigc w szczegdSlnosci A* A* Spiewa wtedy i tylko wtedy, gdy A* A* jest czton-
kiem S. A wigc jesli A* A* $piewa, to jest on czlonkiem S, a stad w S jest Spiewajacy
Ptak A* A*. Z drugiej strony, jesli A* A* nie §piewa, to A* A* nie jest cztonkiem S, a
wigc poza S jest co najmniej jeden nieSpiewajacy Ptak — a mianowicie A* A*. Dowo-
dzi to, ze kazde towarzystwo S albo ma za cztonka co najmniej jednego Spiewajacego
Ptaka, albo wyklucza cztonkostwo co najmniej jednego niespiewajacego Ptaka.

Przypusémy teraz, ze zbior wszystkich Spiewajacych Ptakéw tworzy towarzystwo.
Otrzymamy stad nastgpujaca sprzecznosc.

Zbioér wszystkich §piewajacych Ptakéw bylby reprezentowany przez jakiego$ Ptaka
A. Wtedy z Warunku 2 Ptak A’, wspétmatzonek A, reprezentowatby zbiér wszystkich
Ptakéw, ktére nie Spiewaja.

Oznaczaloby to, ze zbiér wszystkich Ptakéw niespiewajacych tworzy towarzystwo,
ale to jest niemozliwe, poniewaz zbidr ten ani nie zawiera zadnego $piewajacego Ptaka
ani nie wyklucza pewnego nieSpiewajacego Ptaka. Zatem zbiér wszystkich Ptakéw
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Spiewajacych nie jest reprezentowany przez zadnego Ptaka — nie jest on towarzy-
stwem.

Rozwiazanie tego problemu, wraz z Warunkiem 1 oraz Warunkiem 4, dostarcza
tez alternatywnego dowodu, iz istnieje Ptak $piewajacy, ktory nie jest stowikiem. Po-
niewaz zbiér Ptakéw Spiewajacych nie tworzy towarzystwa, a zbiér stowikéw tworzy
towarzystwo, na mocy Warunku 4, wigc owe dwa zbiory nie sa identyczne. Jednak
wszystkie stowiki $piewaja, na mocy Warunku 1, a stad pewien §piewajacy Ptak nie
jest stowikiem.
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