METODY DOWODZENIA TWIERDZEN
I AUTOMATYZACJA ROZUMOWAN

WYKELAD 7: DEDUKCJA NATURALNA

III rok kognitywistyki UAM, 2016-2017

Systemy dedukcji naturalnej pochodza od Gerharda Gentzena (1909-1945)
oraz Stanistawa Jaskowskiego (1906-1965). Systemy te mialy m.in. reprezento-
wac praktyke dowodowa matematykow. Twierdzenia matematyczne sktadaja si¢ z
zatozen oraz tezy. Zaktadamy, ze zachodza zatozenia i staramy si¢ wyprowadzic¢
z nich teze. Tak wigc, twierdzenie o zatozeniach 1,9, . .., 1, oraz tezie p ma
strukture:

(D1 AP A Athy) = @

Na mocy praw importacji i eksportacji formuta ta jest rOwnowazna formule:

1= 2= (o= W= 9)-)

Charakterystyczne dla dowodéw w systemach dedukcji naturalnej jest to, ze
korzystamy w nich jedynie z regut wprowadzania lub opuszczania statych logicz-
nych. Kolejne kroki dowodowe polegaja wilasnie na zastosowaniu takich regut.
Opracowano wiele réznych stylizacji dedukcji naturalnej, co przeklada si¢ m.in.
na sposob zapisywania dowodéw.

W niniejszej prezentacji wybieramy system dedukcji naturalnej pochodzacy
od Jaskowskiego. Przedstawimy go w stylizacji proponowanej przez Stupeckiego
i Borkowskiego, ktéra nazywana jest metodq dowodow zatoZeniowych. Jest to uje-
cie dos¢ tradycyjne, stale jednak obecne w dydaktyce logiki. Ograniczymy si¢ do
przedstawienia tego ujecia dla klasycznego rachunku zdar. Plan na dzi$ (i prawdo-
podobnie takze na nastgpne zajgcia):

1. Podamy reguty pierwotne wykorzystywane w dowodach zatozeniowych w
KRZ (w stylu Stupeckiego-Borkowskiego).

Podamy przyktady dowodéw wprost oraz nie wprost.
Wskazemy niektére reguly wtérne systemu.
Rozwazymy przyktady dowodéw z dodatkowymi zatozeniami.

Rozwazymy przyktady dowodéw rozgatezionych.

A T

Podamy informacje o bardziej wspoétczesnych ujeciach dedukcji naturalne;.



1 Reguly pierwotne

Zbiér regut pierwotnych systemu zalozeniowego oznaczymy przez jas. Naleza
doni:

(RO) Reguta odrywania. Jesli do dowodu nalezy implikacja oraz jej poprzed-
nik, to do dowodu wolno dotaczy¢ nastgpnik tej implikacji. W zapisie symbolicz-
nym:

p—=P
(G
Ta reguta to zatem regula opuszczania implikacji. Reguta dotqczania implikacji ma
w tym systemie dowodowym specjalny status: tradycyjnie méwi si¢ przy tym o
tzw. dodatkowych zatozeniach dowodu (o czym za chwilg).

(DK) Reguta dotqczania koniunkcji. Do dowodu wolno dotaczy¢ koniunkcje,

o ile oba jej cztony naleza do dowodu.

¢
pAY
(OK) Reguta opuszczania koniunkcji. Jesli do dowodu nalezy koniunkcja, to
wolno dotaczy¢ do dowodu kazdy z jej cztondw.

AP o NP
@ (0

(DA) Reguta dotqczania alternatywy. Jesli do dowodu nalezy jakas formuta, to
do dowodu wolno dotaczy¢ alternatywe, ktérej jednym z cztondw jest ta formuta.

Y
eV oV

(OA) Reguta opuszczania alternatywy. JeSli do dowodu nalezy alternatywa
oraz negacja jednego z jej cztonéw, to do dowodu dotaczy¢ mozna pozostaty czton
tej alternatywy:

VY e VY
Y @

(DR) Reguta dotqczania rownowaznosci. Do dowodu wolno dotaczy¢ réwno-
wazno$¢, o ile nalezy do dowodu implikacja, ktérej poprzednikiem jest pierwszy
czton tej réwnowaznosci, a nastgpnikiem drugi jej czton, jak i implikacja odwrotna.

p—=Y oo
p=1
(OR) Reguta opuszczania rownowaznosci. Jesli do dowodu nalezy réwnowaz-
no$¢, to wolno dotaczy¢ do dowodu zaréwno implikacje, ktérej poprzednikiem jest




pierwszy czton tej rownowaznosci, a nastgpnikiem drugi jej czton, jak i implikacje

odwrotna.
p=1 p=1
= Y= e

W systemie zaproponowanym przez Jaskowskiego nie zaktadano reguly opusz-
czania alternatywy jako reguly pierwotnej, przyjmowano natomiast jeszcze naste-
pujace reguty pierwotne:

(RK) Reguta kontrapozycji. Jesli do dowodu nalezy implikacja, ktérej poprzed-
nikiem jest negacja jednej formuty, a nastgpnikiem negacja drugiej formuty, to do
dowodu mozna dolaczy¢ implikacje, ktérej poprzednikiem jest druga formuta, a
nastgpnikiem pierwsza formuta.

Y=

(DP) Reguta dodawania poprzednikow. Jesli do dowodu nalezg dwie implika-
cje o takim samym nastgpniku, to do dowodu wolno dotaczy¢ implikacje o tymze
nastgpniku i o poprzedniku bedacym alternatywa poprzednikéw tych implikacji.

=X PoX
(P V) = x
Korzystajac z regut pierwotnych z jas mozna wyprowadzié, jako reguty wtérne,

(RK) oraz (DP). Regul¢ (OA) mozna wyprowadzi¢ w oryginalnym systemie Jas-
kowskiego.

2 Tezy systemu zalozeniowego

2.1 Tezy

Dowodem zatozeniowym (wprost) formuty (1 — (Y2 — ... = (Y, — @) ...))
nazywamy kazdy ciag formut taki, ze:

1. pierwsze n elementéw tego ciagu to formuty 1, s, . . ., 1, (zatozenia do-
wodu)

2. wszystkie pozostate elementy tego ciagu (kroki dowodowe) powstaja z ele-
mentéw wczesniejszych poprzez zastosowanie ktorejs z pierwotnych regut
dowodowych (dowodzi si¢ tez metatwierdzenia ustalajacego, ze w dowo-
dach zatozeniowych korzysta¢ mozemy z wyprowadzonych wcze$niej regut
wtornych lub tez wczes$niej udowodnionych)



3. ostatnim elementem tego ciagu jest formuta ¢.

Piszemy {11,%2, ..., ¥n} Fjas @, gdy formuta:
(1= (2= oo = (Y= 0) .. )

ma dowdd zatozeniowy.

Dowody zatozeniowe zapisujemy w postaci ciagéw formul, z komentarzami
uzasadniajacymi kazdy krok dowodowy, co zobaczymy za chwilg w przyktadach.

Przez indukcje okreSlamy zbior 17, tez systemu zatoZeniowego KRZ opartego
na regutach jas:

1. x € T wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje liczba naturalna n > 0 oraz

jas

formuly 1,9, . . ., ¥y, @ takie, ze: x jest identyczna z

(1= (2= oo = (P =) ..)
oraz ¢ € Cjas({11, %2, ..., 9¥n}) (gdzie Cjqs to operacja konsekwencji wy-

znaczona przez reguty z jas, zob. wyktad drugi).

2. x € Th+1 wtedy i tylko wtedy, gdy x € T% _ lub istnieja liczby naturalne

jas jas

n 2 0,1 < n oraz formuty 91, s, ..., ¥y, @ takie, ze:

(a) x jestidentycznaz (1 — (Y2 — ... = (Vi = ¢)...))
(b) wi+17 wi+27 o n € T‘]kas
(C) S Ojas({¢1>w21 s 7¢7L})

X € Tjqs wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje m taka, ze x € 1"

as*

Jesli x € T3, to mowimy, ze X jest tezq stopnia m systerilu zatozeniowego
KRZ. Jesli x jest teza stopnia m i m < n, to x jest tez oczywiscie teza stopnia n.
Jesli x € Tjqs, to méwimy, ze x jest tezq systemu zatozeniowego KRZ.

Podang tu indukcyjna definicj¢ zbioru tez systemu zatozeniowego KRZ przyta-
czamy za: Pogorzelski, W.A. 1975. Klasyczny rachunek zdan. Zarys teorii. PWN,
Warszawa (strona 188).

Dowodzi sig, ze zbiory tez: aksjomatycznego i zalozeniowego systemu KRZ sg

réwne. Oznacza to, ze metoda dowodéw zatozeniowych jest trafna i petna.

2.2 Kilka przykladéw

Prawo komutacji: (¢ — (¢ — x)) — (¥ — (¢ — X))
Nalezy dowies¢, ze z zatozefi ¢ — (¢ — X), ¥, ¢ mozna otrzymaé x, uzywa-
jac regut ze zbioru jas.



9]

NS s

®
P
®
Y —x
X

— (¢ — x) zatozenie

zalozenie
zalozenie
RO: 1,3
RO: 4,2.

Zauwazmy, ze ten dowdd jest taki sam, jak dowdd prawa komutacji w aksjo-
matycznym ujeciu KRZ, przy wykorzystaniu Twierdzenia o Dedukcji Wprost.

Prawo eksportacji: ((¢ A ) = x) = (¢ = (¥ = X))

Trzeba pokazad, ze z zatozefi (¢ A ) — X, ¢, 1) mozna otrzymaé x.

1.
2.

4.
5.

(p A1) — x zaloZenie

P
(G

N
b%

zalozenie
zalozenie
DK: 2,3
RO: 14.

Zauwaz, ze planowanie dowodu jest w tej metodzie prostsze, niz w metodzie
aksjomatyczne;j.

Prawo importacji: (¢ — (¢ = x)) = (¢ AY) — x)

Trzeba pokazad, ze z zatozeni ¢ — (¢ — X), ¢ A 1 mozna otrzymac .

1.

o

ARl

¢ — (¢ — x) zalozenie

NP
®

(0
=X
X

zalozenie
OK: 2
OK: 2
RO: 1,3
RO: 5.4.

Zwr6¢ uwage na rézne mozliwosci kolejnoSci wykonania poszczegdlnych kro-
kéw dowodu.

Prawo sylogizmu hipotetycznego: (¢ — ¥) — (v = x) — (¢ = X))

Trzeba pokazaé, ze z zatozen: p — 1, 1 — X oraz ¢ mozna otrzymac .

5.

1

2
3.
4

o=
=X
®
(0
X

zalozenie
zatozenie
zalozenie
RO: 1,3
RO: 2,3.

Prawo Fregego: (¢ — (¢ = x)) = ((¢ = ¢) = (¢ = X))
Trzeba pokazad, ze z zatozefi: ¢ — (¢ — X), ¢ — 1 oraz ¢ mozna otrzymac



A e

o= (Y —=x)

zalozenie
zalozenie
zalozenie
RO: 2,3
RO: 1,3
RO: 5.4.

3 Przyklady regul wtérnych

Przez regute wtornqg (wyprowadzalng) rozumiemy tu kazda regule wnioskowania,
z ktorej przestanek wyprowadzi¢ mozna jej wniosek.
Reguta sylogizmu hipotetycznego:

=Y

Y — X

Y =X

Trzeba pokazac, ze z zatozen: ¢ — 1) i 1) — x mozna otrzymac ¢ — .

. ¢p—=Y zatozenie
2. Y—=x zalozenie
3. (=)= (¥ —x) = (p— X)) prawo sylogizmu hipotetycznego
4. (v —=x)— (¢ —=x) RO: 3,1
5. p—=x RO: 4,2.
Reguta Fregego:
= (=X o=
Y =X

Trzeba pokazaé, ze z zatozen: ¢ — (¢ — X) oraz ¢ — 1 mozna otrzymac

¥ =X
1.

AR

o= (Y —x)
=Y

zalozenie
zalozenie

(= (W —=x) = (¢ =) = (¢ = x)) prawo Fregego
(p =) = (¢ = Xx)

Y =X

4 Dowody nie wprost

RO: 3,1
RO: 4,2.

Zachodzi Twierdzenie o Dowodach Nie Wprost:



Jesli {1,702, ..., Y} U{=p} Fjas x 0raz {11, Yo, . .., ¥} U{—p} Fjas —x
dla pewnej formuty x, to {11, Y2, ..., ¥n} Fjas @

Twierdzenie to pozwala zatem na stosowanie w systemie zatozeniowym dowo-
dow nie wprost: aby pokazad, ze z zatozen {1, 19, . .., 1, } mozna wyprowadzic
o, wystarczy pokazad, ze z zatozen {11, so, ..., 1, 7@} mozna wyprowadzi¢ w
systemie zalozeniowym KRZ par¢ formut wzajem sprzecznych.

Nadto, z twierdzenia tego mozemy korzysta¢ rowniez przy dowodzeniu wy-
prowadzalnosci regut wtérnych systemu zatozeniowego KRZ.

W dowodzie nie wprost formuty 11 — (12 — (... = (¥ — ©)...)) (czyli
wyprowadzeniu ¢ z zatozen {1, v2, ..., 1, } metoda nie wprost) dopisujemy do
zatozef —p, czyli zalozenie dowodu nie wprost (w skrécie: z.d.n.) i staramy si¢ wy-
prowadzié z tych zatozen parg formut wzajem sprzecznych. Gdy to si¢ powiedzie,
 jest konsekwencja 11,1, . . ., ¥, W systemie zatozeniowym KRZ. Symbolu L
uzywamy tu na oznaczenie Sprzecznosci.

Dla przyktadu, dowdd nie wprost formuty ——¢ — ¢ jest nastgpujacy:

1. ——¢ zalozenie
2. —p z.d.n.
3. L sprzecznosc: 1, 2.

Na mocy powyzszego, mozemy w dalszych dowodach stosowaé wtérna regute
opuszczania negacji ON: ;;(p.
Prawo: ¢ — ——p

1. ¢ zalozenie

2. 2 z.d.n.

3. - ON: 2

4. 1 sprzecznosc: 1, 3.

Ztez o — ——p i — p otrzymujemy, na mocy reguly DR teze: p = ——p.
Na mocy powyzszego, mozemy w dalszych dowodach stosowaé wtérna regule
dotqczania negacji DN:

¥
Prawo kontrapozycji: (¢ — ) — (=9 — —p)
. p—=Y zatozenie
2. zalozenie
3. Y z.d.n.
4, ——p — ¢ prawo podwdjnej negacji
5. ¢ RO: 4,3
6. Y RO: 1,5
7. L sprzecznosc: 2, 6.



Pokazemy, ze: {¢ — ¢, =9} Fjas

1. @ —1 zalozenie
2. zatozenie
3. z.d.n.
4. ¢ ON: 3
5. v RO: 1,4
6. L sprzeczno$c: 2, 5.
PokazaliSmy wigc, zZe regula wtdrna jest reguta modus tollendo tollens MT:
o=,
2

5 Dowody z dodatkowymi zalozeniami

Kolejna wielce uzyteczna technika dowodowa w systemie zatozeniowym KRZ po-
lega na korzystaniu z tzw. dodatkowych zatoZen dowodu. Jest to procedura naste-

pujaca:
1. Czynimy w dowodzie dodatkowe zatozenie .

2. Jesli z zatozenia ¢ (oraz wcze$niejszych krokéw dowodu) mozemy wypro-
wadzi¢ formulg v, to do dowodu wolno wtaczy¢ formute ¢ — .

3. Z krokéw wyprowadzenia v z  nie wolno korzysta¢ poza tym wyprowa-
dzeniem. Zwykle stosuje si¢ stosowna numeracje: jesli dodatkowe zatozenie
 ma numer n.l., a wyprowadzona z niego formula ma numer n.m., to z
krokéw o numerach od n.1. do n.m. nie korzystamy w dowodzie gléwnym.

Pokazemy, ze teza jest: ((p V) = (x A1) = ((p = x) A (¥ — ¥))

. (V) —(xANVU) zalozenie
1.1. ¢ zatozenie dodatkowe

1.2. oV DA: 1.1.
1.3. xAY RO: 1,1.2.
14. x OK: 1.3.
2. p—x 1.1.=14.
2.1. @ zatozenie dodatkowe
22. oV DA: 2.1.
23. xAY RO: 1,2.2.
24. 9 OK: 2.3.
3. v—19 2.1.=24.

4. (p—=x)N (v —v) DK:23.



Pokazemy, ze teza jest: (¢ — ) = ((x = ¥) = (=(¥ VI) = =(¢ V X))

1. ¢p—=9 zalozenie
2. x—0 zatozenie
3. =(yp Vo) zalozenie
4. —=(pVx) z.d.n.
5. poVyx ON: 4
51. ¢ zatozenie dodatkowe
52. v RO: 1,5.1.
53. ypVvI DA:5.2.
6. ¢ —(VvdI) 51.=53.
7. —p MT: 6,3
8. x OA: 5,7
9. ¢ RO: 2,8
10. ¢ Vv DA: 9
1. L sprzecznosé: 3, 10.

6 Dalsze przyklady

Pokazemy, ze wyprowadzalna jest reguta ‘p’wﬂ.

1. o

2. -

3. oV
4.

zalozenie
zalozenie
DA: 1
OA: 3,2.

Regute 50’1/%‘" nazywamy regula Dunsa Scotusa (RDS).
Pokazemy, ze teza jest: ¢ — (—p — )

1. o
2. -
3.

zalozenie
zalozenie
RDS: 1,2.

Pokazemy, ze teza jest: =(p V 1)) = —p A =)



. =(eV) zatozenie

I.1. zatozenie dodatkowe
1.2. oV DA: 1.1.
2. o= (pVy) lLl=12.
3. - MT: 2,1
3.1. o zatozenie dodatkowe
32, oV DA: 3.1.
4. Y= (pVvy) 3.1.=32.
5. MT: 4,1
5. —p A DK: 3,5.
Pokazemy, ze teza jest: (—p A =) — =(p V 1)
1. ~A— zalozenie
2. —=(pVy) zdn
3. oV ON: 2
4, - OK: 1
5. W OK: 1
6. Y OA: 34
7. L sprzecznosc: 5, 6.

Dwie udowodnione wyzej tezy daja lacznie prawo negowania alternatywy:

(Vi) =—pA-y
Reguta wtdrng jest zatem regula negowania alternatywy NA: %.
Pokazemy, ze teza jest: =(p A ) — —p V =)

. =(eAY) zatozenie

2. =(m¢V—y) zdn

3. A~ NA:2

4, - OK: 3

5. = OK: 3

6. © ON: 4

7. Y ON: 5

8. @AY DK: 6,7.

9. 1L sprzecznosc: 1, 8.

Pokazemy, ze teza jest: (—p V =) — =(p A1)

10



1. —pV- zatozenie

2. = (pAY) zdn

3. oA ON: 2

4. o OK: 3

5. ¢ OK: 3

6. - DN: 4

7. OA: 1,6.

8. L sprzecznosc: 5, 7.

Dwie udowodnione wyzej tezy daja tacznie prawo negowania koniunkcji:

(P AY) =2pV

Reguta wtdrna jest zatem reguta negowania koniunkcji NK: %.
Dygresja: Teodycea i kule w ptocie. Pokazemy, ze nastgpujace wnioskowanie

jest dedukcyjne:

Bog jest mitosierny, o ile jest doskonaty. Jesli Bog jest doskonaty i
stworzyt Swiat, to w Swiecie nie ma Zta. Jednak w Swiecie jest Zto.
Ponadto, Bog przeciez stworzyt Swiat. Zatem Bég nie jest doskonaty
lub nie jest mitosierny.

1. p — Boég jest doskonaty.
2. q — Bog jest milosierny.
3. r — Bég stworzyt Swiat.

4. s — W Swiecie jest Zto.

Pokazemy zatem, ze: {p — q,(p A7) = —5,5,7} Fjas 7PV g

1. p—gq zalozenie

2. (pAr)— s zalozenie

3. s zatozenie

4. r zalozenie

5. —=s DN: 3

6. —(pAT) MT: 2,5

7. —pV-r NK: 6

8. —-—r DN: 4

9. —p OA: 7.8
10. —-pV —q DA: 9.

Zauwazmy, ze w dowodzie nie korzystano z pierwszego zatozenia.

11



7 Sprzeczne zbiory formut

Zbiér formut X jest (syntaktycznie) sprzeczny, jesli istnieje formuta ¢ taka, ze
X Fjas poraz X Fj.s —p. Jesli X nie jest sprzeczny, to méwimy, ze X jest
(syntaktycznie) niesprzeczny.

Na mocy Twierdzenia o Zwarto$ci wykazanie syntaktycznej sprzecznosci zbioru
formut X polega na zbudowaniu dowodu zalozeniowego, ktérego przestankami sg
elementy jakiego$ skoriczonego podzbioru zbioru X i w ktérego wierszach znaj-
duje si¢ para formul wzajem sprzecznych.

Pokazemy, ze {¢ V =, x — ¥, =(9 A =x), 9 A -} jest sprzecznym zbiorem
formut.

1. Vv zatozenie
2. x—=> zatozenie
3. —=(9A-x) zatozenie
4. 9N -p zatozenie
5. 9 OK: 4

6. - OK: 4

7. - OA: 1,6

8. -y MT: 2,7

9. YAN-x DK: 5,8

10. L sprzecznosc: 3, 9.

Pokazemy, ze {-x A ¢, o = (¥ — (x V 9)), ¢, 9 A (¢ — x)} jest
sprzeczny.

L —x Ay zalozenie

2. o= (¥ —(xV—)) zalozenie

3.9 zalozenie

4. 9N (Y —x) zalozenie

5. X OK: 1

6. ¢ OK: 1

7. = (xV-0) RO: 2,3

8. xV-—v RO: 7,6

9. — OA: 85
10. ¢ —x OK: 4
1. x RO: 10,6
12. L sprzecznos¢: 5, 11.

12



8 Dowody rozgalezione

Podamy jeszcze parg przyktadéw dowodow rozgatezionych (dowoddw przez roz-
wazenie przypadkéw).

Dowdd rozgateziony wprost formuty (11 — (Y2 = ... (¥n — X)...)) uwa-
zamy za zakoriczony, jesli:

e (a)istnieje wyprowadzenie y z kazdego z dodatkowych zalozen x1, x2, . - -, Xm

e (b) alternatywa x1 V x2 V ... V X, jest jednym z wierszy wyprowadzenia
formuty y.

Uzasadnienie. Jesli (a), to do dowodu xy mozna dotaczy¢ wszystkie implikacje
Xi = X, dla1l < ¢ < m. Na mocy reguly dodawania poprzednikéw, mozna tez
dotaczy¢ formute: (x1 V x2 V...V xm) — Xx. Na mocy (b) i reguty odrywania
otrzymujemy x.

Pokazemy, ze teza jest: (¢ V (¥ A x)) — (¢ V1)

. oV (¥pAx) zalozenie
1.1. ¢ zatozenie dodatkowe

1.2. oV DA: 1.1.
21. YAy zatozenie dodatkowe
22. Y OK: 2.1.
23. oV DA: 2.2.
3. oV 1;1.1.=1.2,;2.1.=2.3.

Komentarz w ostatnim wierszu czytamy: mamy alternatywe 1, wyprowadzenie
1.1.=1.2. formuly ¢ V ¢ z pierwszego czlonu alternatywy 1 oraz wyprowadzenie
2.1.=2.3. formuty ¢ V 9 z drugiego cztonu alternatywy 1, czyli dowdd rozgate-
ziony formuty (¢ V (1 A x)) = (¢ V ) jest zakoriczony.

Pokazemy, ze teza jest: (¢ — ) = (¢ V x) = (¥ V X))

1. o= zalozenie

2. pVyx zatozenie
2.1. o zatozenie dodatkowe
22. o RO: 1,2.1.
23. ¥YVyx DA:2.2.

3. v—=(YvVvy 21.=23.
3.1. x zatozenie dodatkowe
32, ¢YVy DA: 3.1.

4. x— (vVvy 3.1.=32.

5. YVyx 2;3;4

13



To inny (bardziej skrupulatny) zapis dowodu rozgatezionego.
Pokazemy, ze teza jest: ((p — ) A (x = V) = (¢ V x) = (¥ V1))

I. (p—=Y)AN(x— V) zalozenie

2. pVyx zalozenie

3. o= OK: 1

4. x— 0 OK: 1
41. ¢ zatozenie dodatkowe
42. o RO: 3,4.1.
43. YV DA: 4.2.

5. o= (Vv 4.1.=4.3.
5.1, x zatozenie dodatkowe
52. 9 RO:4,5.1.
53. ¢V DA:5.2.

6. x— (¥Vvv) 5.1.=5.3.

7. ¢YVvI 2;5;6

9 Dedukcja naturalna w innych stylizacjach

Propozycja w Fitting 1990:
[p..¢]

w—r

1. Reguta wprowadzania implikacji:

L
2. Reguty dla statych: T

oo o [ped] [ d]
3. Reguly dla negacji: ==, e

o o a1 a2
a1’ ag?’ «@

4. Reguly dla a-formut:

.oBL B 2B B [oB1.Be] [B2...B]
5. Reguty dla 5-formut: e e

Zapis [p ... 1] nalezy tu rozumie¢ tak samo, jak w oméwionych wyzej przy-
padkach dowodéw z dodatkowymi zatozeniami: oznacza on, ze mamy wyprowa-
dzenie v z zalozenia . Stosowane bywaja rézne kaligrafie: pudetka otaczajace
wyprowadzenia, kreski pionowe wyrézniajace poddowody, drzewa, itd.
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