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Wprowadzenie

Wprowadzenie

W niniejszej prezentacji wykorzystujemy:

notatki z wykªadów Jerzego Pogonowskiego dot. uogólnionych
kwanty�katorów prowadzonych w ubiegªym stuleciu

wyj¡tki z rozprawy magisterskiej Joanny Smigerskiej Kwanty�katory
uogólnione w j¦zykach naturalnych i formalnych pisanej pod opiek¡
Jerzego Pogonowskiego i obronionej w 1998 roku w Instytucie
J¦zykoznawstwa UAM.
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O historii kwanty�katorów

Historia naturalna kwanty�katorów

W±ród logików, którzy musz¡ by¢ wymienieni, gdy rozwa»amy uogólnione
kwanty�katory, s¡:

Arystoteles

Peirce

Gottlob Frege

Stanisªaw Le±niewski

Andrzej Mostowski

Roman Suszko

Per Lindström

Leon Henkin

Wspóªczesno±¢: Richard Montague, Jon Barwise, Jerome H. Keisler,
Johan van Benthem, Dag Westerståhl, i inni.
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O historii kwanty�katorów

Tradycyjny kwadrat logiczny

Ten diagram (i zawarte w nim zwi¡zki logiczne) znamy wszyscy:

¬∃∀

∃ ¬∀

W dalszym ci¡gu, b¦dziemy mówi¢ o wyst¦puj¡cych tu kwanty�katorach
jako o kwanty�katorach z tradycyjnego kwadratu logicznego (TKL).
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O historii kwanty�katorów

Figury i tryby sylogistyki klasycznej

Pami¦tamy równie» �gury sylogistyki Arystotelesa:

Q1ZY Q1YZ Q1ZY Q1YZ

Q2XZ Q2XZ Q2ZX Q2ZX

Q3XY Q3XY Q3XY Q3XY

Ka»dy z Qi (1 ≤ i ≤ 3) mo»e by¢ jednym z kwanty�katorów z TKL.
Mo»liwych trybów jest 256, trybów poprawnych (takich, w których wniosek
wynika logicznie z przesªanek) jest 24. Jest te» wiele sylogistyk
niestandardowych (z dodatkowymi spójkami, negacj¡ przynazwow¡, itd.)

Problem ogólny: jakie kwanty�katory speªniaj¡ powy»sze schematy?
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O historii kwanty�katorów

Kwanty�katory standardowe

Kwanty�katory ∀ oraz ∃ pojawiaj¡ si¦ w pracach Peirce'a oraz Fregego.

W wieku XIX mamy pierwsze algebraiczne interpretacje kwanty�katorów.
Dyskutuje si¦ te» mo»liwo±¢ �kwanty�kacji orzecznika�.

Le±niewski stosuje kwanty�kacj¦ po zmiennych zdaniowych.

Tarski pokazuje, jak z pomoc¡ kwanty�katora ogólnego oraz negacji
zde�niowa¢ pozostaªe staªe logiczne.

Suszko przypisuje kwanty�katorom kategorie syntaktyczne (w sensie
Ajdukiewicza).
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory Mostowskiego

Kwanty�katory ilo±ciowe Mostowskiego

Za pierwsz¡ prac¦ dotycz¡c¡ kwanty�katorów uogólnionych uwa»amy
artykuª Andrzeja Mostowskiego z 1957 roku: On generalization of
quanti�ers Fundamenta Mathematicae 44, 12�36.

Mostowski wprowadza kwanty�katory ilo±ciowe.

Kwanty�kator (lokalny) na M jest zbiorem podzbiorów M.
Kwanty�kator (globalny) jest funktorem Q przypisuj¡cym ka»demu
niepustemu zbiorowi M kwanty�kator QM na M.
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory Mostowskiego

Przykªady kwanty�katorów Mostowskiego

Przykªadami takich kwanty�katorów s¡:

∀M = {M},

∃M = {X ⊆ M : X 6= ∅},

(∃≥n)M = {X ⊆ M : |X | ≥ n},

(Qα)M = {X ⊆ M : |X | ≥ ℵα},

(QR)M = {X ⊆ M : |X | > |M − X |}, (Kwanty�kator Reschera),

(QR)M = {X ⊆ M : |X | = |M|}, (Kwanty�kator Changa).
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory Mostowskiego

Warunek Mostowskiego

Kwanty�katory dotycz¡ tylko liczby elementów, a zatem nie powinny
rozró»nia¢ elementów w M:

ISOM Je»eli f jest bijekcj¡ z M do M ′, to
X ∈ QM ⇔ f [X ] ∈ QM′ .

Ten warunek przyjmowany jest we wszystkich pó¹niejszych pracach
dotycz¡cych uogólnionych kwanty�katorów.
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory Lindströma

Kwanty�katory Lindströma

Poj¦cie uogólnionego kwanty�katora wprowadzone przez Mostowskiego nie
obejmowaªo takich kwanty�katorów jak np. binarny kwanty�kator most
w zdaniach typu:

Most ϕ are ψ

daj¡cy na ka»dym M binarn¡ relacj¦ pomi¦dzy podzbiorami M:

mostM = {(X ,Y ) ∈ (℘(M))2 : |X ∩ Y | >| X − Y |}.

Lindström wprowadza zde�niowane ni»ej poj¦cie kwanty�katora

uogólnionego zwi¡zanego z typem (tj. ci¡giem 〈k1, . . . , kn〉 liczb
naturalnych; kwanty�katory Mostowskiego posiadaj¡ typ 〈1〉, most typ
〈1, 1〉).
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory Lindströma

Kwanty�katory Lindströma

(Lokalnym) kwanty�katorem uogólnionym na M typu

〈k1, . . . , kn〉 nazywamy dowoln¡ n-arn¡ relacj¦ pomi¦dzy podzbiorami
Mk1 , . . . ,Mkn .
(Globalnym) kwanty�katorem uogólnionym typu 〈k1, . . . , kn〉 jest
funktor Q, który ka»demu zbiorowi M przyporz¡dkowuje
kwanty�kator lokalny QM typu 〈k1, . . . , kn〉.

W wi¦kszo±ci przypadków b¦dzie mowa o tzw. kwanty�katorach
uogólnionych monadycznych, czyli typu 〈1, 1, . . . , 1〉. Mo»na równie»
mówi¢ o monadycznych kwanty�katorach unarnych, binarnych, itd., co
oznacza, odpowiednio, kwanty�katory uogólnione typu 〈1〉, 〈1, 1〉, itd.
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory Lindströma

Kwanty�katory Lindströma

Lindström równie» zakªada ISOM w de�nicji kwanty�katora uogólnionego:

ISOM Je»eli f jest bijekcj¡ z M do M ′, to

(R1, . . . ,Rn) ∈ QM ⇔ (f [R1], . . . , f [Rn]) ∈ QM′ .

Przykªady kwanty�katorów Lindströma:

allM = {(X ,Y ) ∈ (℘(M))2 : X ⊆ Y },

someM = {(X ,Y ) ∈ (℘(M))2 : X ∩ Y 6= ∅},

moreM = {(X ,Y ) ∈ (℘(M))2 : |X | > |Y |},

IM = {(X ,Y ) ∈ (℘(M))2 : |X | = |Y |}, (Kwanty�kator Härtiga).
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory rozgaª¦zione

Kwanty�kator Henkina

Pami¦tamy, »e przy tworzeniu pre�ksowej postaci normalnej formuªy j¦zyka
rachunku predykatów wszystkie kwanty�katory poprzedzaj¡ matryc¦
formuªy. Przy skolemizacji takiej formuªy eliminujemy kwanty�katory
egzystencjalne, wprowadzaj¡c nowe symbole funkcyjne (dla funkcji
Skolema).

Symbol funkcyjny f wprowadzony przez eliminacj¦ kwanty�katora ∃ z
pre�ksu kwanty�katorowego Q1Q2 . . .Qn ma tyle argumentów, ile
kwanty�katorów ogólnych poprzedza ów eliminowany kwanty�kator ∃ w
pre�ksie Q1Q2 . . .Qn.

Powstaje problem, czy ta procedura dobrze opisuje sytuacje, w których
dokonujemy wyborów niezale»nych.
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory rozgaª¦zione

Kwanty�kator Henkina

Henkin wprowadziª uogólnienie tej procedury, dopuszczaj¡c pre�ksy
cz¦±ciowo uporz¡dkowane lub inaczej pre�ksy rozgaª¦zione, za pomoc¡
których mo»na wyrazi¢ zale»no±ci, których nie mo»na przedstawi¢ w sposób
liniowy.

Kwanty�kator Henkina ma posta¢ nast¦puj¡c¡:

∀u��∃v
∀x��∃y

φ(x , y , u, v)

Cz¦±ciowy porz¡dek pre�ksu ma oddawa¢ sytuacj¦, gdy dokonujemy
wyborów niezale»nych.
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory rozgaª¦zione

Kwanty�kator Henkina

Semantyk¦ dla tego kwanty�katora ustala si¦ nast¦puj¡co:

Kwanty�kator Henkina to kwanty�kator typu 〈4〉 taki, »e:

H = {R ⊆ M4 : istniej¡ funkcje f , g na M takie,»e

dla dowolnych a, b ∈ M (a, f (a), b, f (b)) ∈ R}.

J¦zyk z kwanty�katorem Henkina ma moc wyra»ania istotnie wi¦ksz¡ ni»
j¦zyk klasycznego rachunku predykatów. Mo»na pokaza¢, »e kwanty�kator
Q0 Mostowskiego (Q0x ϕ(x) interpretujemy: istnieje niesko«czenie wiele x

takich, »e ϕ(x)) jest de�niowalny przez kwanty�kator Henkina.
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Narodziny kwanty�katorów uogólnionych Kwanty�katory rozgaª¦zione

Kwanty�kator Henkina

Hintikka podaje nast¦puj¡cy przykªad, pokazuj¡cy, »e w j¦zykach
etnicznych posªugujemy si¦ tego typu kwanty�kacj¡:

Some relative of each villager and some relative of each townsman

hate each other.

Barwise wprowadza rozgaª¦zienia kwanty�katorów uogólnionych oraz
pokazuje, »e dla odpowiednich Q1,Q2 nawet najprostszy pre�ks
rozgaª¦ziony:

Q2

Q1

(nieredukowalny do pre�ksu liniowego) pojawia si¦ w j¦zykach naturalnych.
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Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Determinatory

Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych

Teza Richarda Montague:
Skwanty�kowane wyra»enia pojawiaj¡ si¦ jako determinatory we frazach

rzeczownikowych.

przekªada si¦ na pewne ustalenia dotycz¡ce semantyki.

S =⇒ NP + VP NP =⇒ Det + N

NP - fraza rzeczownikowa (Noun Phrase), VP - fraza czasownikowa (V erb
Phrase), Det - determinator (Determiner).

W modelu M = (M, || ||), gdzie M - uniwersum, || || - funkcja denotacyjna,
rzeczowniki (N) s¡ interpretowane jako podzbiory M, frazy rzeczownikowe
(NP) jako zbiory podzbiorów M, za± determinatory (Det) jako funkcje

dziaªaj¡ce z denotacji rzeczownika w denotacje frazy rzeczownikowej.
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Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Determinatory

Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych

Je±li zatem rzeczowniki denotuj¡ wªasno±ci (podzbiory uniwersum), za±
frazy rzeczownikowe zbiory takich wªasno±ci, to determinatory denotuj¡
sposób ª¡czenia wªasno±ci ze zbiorami wªasno±ci. Przykªady:

||every || (A) = {X ⊆ M : A ⊆ X},

||most|| (A) = {X ⊆ M : |A ∩ X | > |A− X |},

||no|| (A) = {X ⊆ M : |A ∩ X | = ∅}.

Kwanty�katory na uniwersum M s¡ relacjami pomi¦dzy podzbiorami M.
Ka»dej n-argumentowej funkcji D, z (℘(M))n do ℘(℘(M)),
przyporz¡dkujemy (n + 1)-argumentowy kwanty�kator QM na M:

QMA1 . . .AnB ⇔ B ∈ D(A1 . . .An).

Determinatory sa wtedy interpretowane jako monadyczne kwanty�katory na
danym uniwersum.

J.Pogonowski, J.Smigerska (MEG) Metalogika Uogólnione kwanty�katory 18 / 66



Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Determinatory

Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych

Kwanty�kator Q nazywamy (prostym) kwanty�katorem j¦zyka naturalnego,
je»eli jest on denotowany przez pewien (prosty) determinator j¦zyka
naturalnego.

Westerståhl proponuje nast¦puj¡cy postulat:

Proste determinatory s¡ staªymi: ka»dy denotuje okre±lony kwanty�kator.

Nie wszystkie binarne kwanty�katory wydaj¡ si¦ by¢ kwanty�katorami
j¦zyka naturalnego. Powstaje pytanie, które z nich takimi s¡ oraz jakie
ograniczenia nale»y naªo»y¢ na kwanty�katory, aby staªy si¦ interpretacjami
determinatorów.
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Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Determinatory

Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych

Podstawowym takim warunkiem jest zachowawczo±¢ (ang. conservativity):

CONSERV Dla wszystkich M oraz wszystkich A,B ⊆ M,
QMAB ⇔ QMA A ∩ B.

CONSERV wzmacnia rol¦ pierwszego argumentu Q: tylko ta cz¦±¢ B , która
jest wspólna z A, jest istotna dla stwierdzenia czy zachodzi relacja QM .

Warunek zachowawczo±ci nawi¡zuje do tradycyjnego rozumienia
kwanty�kacji (podmiotu).
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Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Determinatory

Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych

Binarn¡ wersj¦ CONSERV mo»na ªatwo rozszerzy¢ do
(n + 1)-argumentowych kwanty�katorów:

CONSERV Dla ka»dego M oraz wszystkich A1, . . . ,An,B ⊆ M,

QMA1 . . .AnB ⇔ QMA1 . . .An(A1 ∪ . . . ∪ An) ∩ B.

�atwo sprawdzi¢, »e trójargumentowe kwanty�katory more...than,
fewer...than, as many...as s¡ zachowawcze, w przeciwie«stwie do
binarnego more.
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Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Determinatory

Interpretacje semantyczne niektórych prostych determinatorów:

allMAB ⇔ everyMAB ⇔ eachMAB ⇔ A ⊆ B,

someMAB ⇔ aMAB ⇔ A ∩ B 6= ∅,

noMAB ⇔ zeroMAB ⇔ A ∩ B = ∅,

mostMAB ⇔ |A ∩ B| > |A− B|,

bothMAB ⇔ allMAB & |A| = 2,

neitherMAB ⇔ noMAB & |A| = 2,

twoMAB ⇔ |A ∩ B| ≥ 2,

more...thanMA1A2B ⇔ |A1 ∩ B| > |A2 ∩ B|,

fewer...thanMA1A2B ⇔ |A1 ∩ B| < |A2 ∩ B|,

as many...asMA1A2B ⇔ |A1 ∩ B| = |A2 ∩ B|.
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Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Determinatory

Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych

Niektóre dalsze determinatory:

zale»ne od kontekstu (many, few, a large number of, unexpectedly

few, unusualy many,...,)

rodzajnik okre±lony, zaimki dzier»awcze, zaimki wskazuj¡ce

liczbowe (one, two, exactly �ve, in�nitely many, at most �nitely many,

around ten, every third, approximately ten,...)

porównawcze (more...than, exactly as many...as, ..., fewer of male

than female,...)

wyj¡tku (all but �ve, all but at most three, all but �nitely many,...)

all but �veMAB ⇔ |A− B| = 5
all but at most threeMAB ⇔ |A− B| ≤ 3
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Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Kombinacje boolowskie

Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych

Interpretacj¦ kwanty�katorów zanegowanych mo»na przedstawi¢
nast¦puj¡co:

not QMAB ⇔ ¬QMAB,

not nie mo»e jednak sta¢ przed ka»dym determinatorem (np. not some, not

most, not at most �ve s¡ ¹le sformuªowane). Jednak nawet je»eli np. not
most nie jest determinatorem, zanegowany kwanty�kator most mo»na
wyrazi¢ innym kwanty�katorem:

¬mostM ⇔ |A ∩ B| ≤ |A− B|

⇔ |A ∩ B| ≤ 1
2
|A|(na zbiorach sko«czonych)

⇔ not more than half (of the)MAB.
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Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych Kombinacje boolowskie

Kwanty�kacja w j¦zykach etnicznych

Dowolne dwa kwanty�katory j¦zyka naturalnego mog¡ by¢ poª¡czone za
pomoc¡ and lub or. Klasa binarnych kwanty�katorów j¦zyka naturalnego
jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na koniunkcj¦ i alternatyw¦.

Istniej¡ dwie ró»ne interpretacje kwanty�katorów postaci QMA and/or B :

Q1
MA1 and A2B ⇔ QMA1 ∩ A2B,

Q2
MA1 and A2B ⇔ QMA1B & QMA2B,

Q1
MA1 or A2B ⇔ QMA1 ∪ A2B,

Q2
MA1 or A2B ⇔ QMA1B ∨ QMA2B.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Naturalnym sposobem badania klasy kwanty�katorów j¦zyka naturalnego
jest obserwowanie efektu jaki wywoªuje naªo»enie na klas¦ wszystkich
kwanty�katorów lingwistycznie umotywowanych ogranicze«, takich jak np.
CONSERV.
Z tymi ograniczeniami zwi¡zane s¡ semantyczne uniwersalia, tzn. ogólne
stwierdzenia o semantycznej interpretacji kwanty�katorów, prawdziwe we
wszystkich j¦zykach naturalnych.

Westerståhl proponuje nast¦puj¡ce zaªo»enie:

(U1) Kwanty�katory j¦zyków etnicznych s¡ monadyczne lub s¡
redukowalne do kwanty�katorów monadycznych.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Uniwersalia semantyczne

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Przypomnijmy, »e zachowawczo±¢ to wªasno±¢ przypisuj¡ca pierwszemu
argumentowi rol¦ uprzywilejowan¡:

CONSERV Dla ka»dego M oraz wszystkich A1, . . . ,An,B ⊆ M,

QMA1 . . .AnB ⇔ QMA1 . . .An(A1 ∪ . . . ∪ An) ∩ B

CONSERV pozwala na ograniczenie denotacji frazy czasownikowej do
denotacji rzeczownika.

Extension (rozszerzenie) to wªasno±¢ okre±laj¡ca niezale»no±¢ od
uniwersum:

EXT Je»eli A1, . . . ,An,B ⊆ M ⊆ M ′,
toQMA1 . . .AnB ⇔ QM′A1 . . .AnB.

J.Pogonowski, J.Smigerska (MEG) Metalogika Uogólnione kwanty�katory 27 / 66



Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Uniwersalia semantyczne

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Poª¡czenie CONSERV i EXT daje nast¦puj¡cy warunek:

UNIV QMA1 . . .AnB ⇔ QA1∪...∪An
A1 . . .An(A1 ∪ . . . ∪ An) ∩ B.

Niezale»no±¢ kwanty�katora od cech indywidualnych obiektów wyra»a:

QUANT Dla wszystkich M i M ′, wszystkich bijekcji f : M → M ′

oraz wszystkich A1, . . . ,An,B ⊆ M,

QMA1 . . .AnB ⇔ QM′ f [A1] . . . f [An]f [B]

Ten ostatni warunek to inne sformuªowanie warunku ISOM rozwa»anego
ju» przez Mostowskiego.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Uniwersalia semantyczne

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

CONSERV, EXT oraz QUANT traktuje si¦ jako semantyczne
uniwersalia:

(U2) Kwanty�katory j¦zyków etnicznych speªniaj¡ CONSERV.

(U3) Kwanty�katory j¦zyków etnicznych speªniaj¡ EXT.

(U4) Kwanty�katory j¦zyków etnicznych speªniaj¡ QUANT.

(U1)�(U4) to pewne zaªo»enia teorii kwanty�katorów j¦zyków etnicznych.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Kwanty�katory logiczne

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Kwanty�kator n-argumentowy (n ≥ 1) nazywamy logicznym je»eli speªnia
CONSERV, EXT, QUANT.

Dla kwanty�katorów binarnych bycie kwanty�katorem logicznym oznacza
zale»no±¢ kwanty�katora jedynie od liczb: |A− B| oraz |A ∩ B|.

Twierdzenie.
Binarny kwanty�kator Q jest logiczny wtedy i tylko wtedy, gdy dla
wszystkich M,M ′ oraz wszystkich A,B ⊆ M i A′,B ′ ⊆ M ′:
|A− B| = |A′ − B ′| oraz |A ∩ B| = |A′ ∩ B ′| implikuje
QMAB ⇔ QM′A′B ′.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Kwanty�katory logiczne

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Dowód.
⇒
Zaªó»my, »e Q jest logiczny (speªnia CONSERV, EXT, QUANT) oraz
niech |A− B| = |A′ − B ′| i |A ∩ B| = |A′ ∩ B ′|. Wtedy na mocy QUANT

QAAA ∩ B ⇔ QA′A′A′ ∩ B ′, i na mocy UNIV QMAB ⇔ QM′A′B ′.

⇐
Je»eli prawa strona równowa»no±ci zachodzi, to QUANT jest speªnione
natychmiastowo.
We¹my M oraz A,B ⊆ M oraz niech M ′ = A′ = A.
Wtedy QMAB ⇔ QAAA ∩ B zatem UNIV jest speªnione.

Oznacza to, »e binarne relacje pomi¦dzy zbiorami mog¡ by¢ zast¡pione
binarnymi relacjami pomi¦dzy liczbami kardynalnymi, co b¦dzie wykorzystane przy
drzewach numerycznych.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Kwanty�katory logiczne

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Klasa kwanty�katorów logicznych jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na operacje
boolowskie:

Je»eli Q1 i Q2 speªniaj¡ CONSERV oraz EXT (QUANT), to Q1 ∧Q2,
Q1 ∨Q2,¬Q1 równie» posiadaj¡ te wªasno±ci.

Dla binarnego kwanty�katora Q mo»liwe s¡ dwie (n + 1)-argumentowe
koniunkcje wewn¦trzne:

Q∧1M A1 . . .AnB ⇔ QMA1 ∩ . . . ∩ AnB,

Q∧2M A1 . . .AnB ⇔ QMA1B ∧ . . . ∧ QMAnB.

Podobnie de�niuje si¦ alternatywy wewn¦trzne Q∨1 oraz Q∨2.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Negacja wewn¦trzna

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Je»eli Q jest (n + 1)-argumentowym kwanty�katorem, to jego wewn¦trzn¡

negacj¡ jest kwanty�kator Q¬, taki, »e:
(Q¬)MA1 . . .AnB ⇔ QMA1 . . .AnM − B.

Kwanty�katorem dualnym Q̆ do Q jest kwanty�kator ¬(Q¬)[= (¬Q)¬.]
Negacje zewn¦trzna oraz wewn¦trzna koresponduj¡ odpowiednio z negacj¡
zdania oraz negacj¡ frazy orzecznikowej.

Klasa kwanty�katorów logicznych jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na
wewn¦trzn¡ koniunkcj¦ i alternatyw¦ (obu rodzajów) oraz wewn¦trzn¡
negacj¦ i operacj¦ tworzenia kwanty�katorów dualnych.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Negacja wewn¦trzna

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Westerståhl twierdzi, »e klasa binarnych kwanty�katorów j¦zyków
etnicznych jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na zewn¦trzn¡ koniunkcj¦ i
alternatyw¦ oraz proponuje nast¦puj¡ce uniwersale:

(U5) Je»eli Q1 oraz Q2 s¡ binarnymi kwanty�katorami j¦zyków
etnicznych, to Q1 ∧Q2 oraz Q1 ∨Q2 s¡ równie» takimi
kwanty�katorami.

W przypadku negacji analogiczne stwierdzenie nie jest oczywiste. W
poni»szej tabeli podane s¡ przykªady determinatorów j¦zyka angielskiego,
dla których mo»na znale¹¢ negacje jak i determinatory dualne. Znak � - �
oznacza, i» trudno znale¹¢ negacj¦ b¡d¹ determinator dualny do danego.
Mo»na oczywi±cie przedstawi¢ te kwanty�katory za pomoc¡ odpowiedniej
formuªy, jednak nadal pozostaje kwestia znalezienia determinatora

denotuj¡cego dany kwanty�kator.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Negacje i kwanty�kator dualny

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Q ¬Q Q¬ Q̆

some no not every every

every not every no some

no some every not every

most at most half less than half at least half

many few - all but a few

in�nitely many at most �nitely many - all but �nitely many

(at least) n less than n - all but less than n

at most n more than n all but at most n -

(exactly) n not exactly n all but n -

more...than at most as many...as - -

fewer...than at least as many...as - -
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Nietrywialno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

n-argumentowy kwanty�kator jest trywialny na M, je»eli QM jest pust¡ lub
peªn¡ n-argumentow¡ relacj¡ na P(M).

NONTRIV Q jest nietrywialny na pewnych uniwersach.

(U6) Proste kwanty�katory j¦zyków etnicznych speªniaj¡ NONTRIV.

Kwanty�katory, które naruszaj¡ NONTRIV nie s¡ interesuj¡ce: zdanie
rozpoczynaj¡ce si¦ od determinatora denotuj¡cego taki kwanty�kator
(speªniaj¡cy EXT) jest albo prawdziwe we wszystkich modelach albo we
wszystkich modelach faªszywe. Kwanty�katorem trywialnym jest np. mniej

ni» zero.

Klasa kwanty�katorów nietrywialnych nie jest zamkni¦ta ze wzgl¦du na
operacje boolowskie.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Nietrywialno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Wzmocnion¡ wersj¡ NONTRIV jest activity:

ACT Q jest nietrywialny na ka»dym universum.

Wiele kwanty�katorów j¦zyka naturalnego speªnia ACT, chocia» nawet po±ród
prostych kwanty�katorów istniej¡ wyj¡tki, np.: both, two, three, itp. (Je»eli
w M jest mniej ni» cztery elementy, to fourMAB jest zawsze faªszywe).

J. van Benthem podaje jeszcze mocniejsz¡ wersj¦ ACT dla binarnych
kwanty�katorów, variety, za± Westerståhl uogólnia j¡ do (n + 1)-argumentowych
kwanty�katorów:

VAR Dla ka»dego M oraz wszystkich A1, . . . ,An ⊆ M, takich, »e
A1 ∩ . . . ∩ An 6= ∅, istniej¡ B1,B2, takie, »e
QMA1 . . .AnB1 oraz ¬QMA1 . . .AnB2.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Nietrywialno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Zachodz¡ nast¦puj¡ce implikacje:

VAR =⇒ ACT =⇒ NONTRIV ,

jednak odwrotne implikacje nie s¡ prawdziwe.

(Przykªadem kwanty�katora, który speªnia ACT za± narusza VAR jest
QMAB ⇔ |A| = 1).

Westerståhl twierdzi jednak, »e w±ród kwanty�katorów j¦zyka naturalnego,
te kwanty�katory, które speªniaj¡ ACT speªniaj¡ równie» VAR.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Monotoniczno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Binarny kwanty�kator Q jest

MON↑, gdy zachodzi QMAB ∧ B ⊆ B ′ ⇒ QMAB ′,
MON↓, gdy zachodzi QMAB ∧ B ′ ⊆ B ⇒ QMAB ′,
↑MON, gdy zachodzi QMAB ∧ A ⊆ A′ ⇒ QMA′B,
↓MON, gdy zachodzi QMAB ∧ A′ ⊆ A⇒ QMA′B.

Kwanty�kator Q jest monotoniczny prawostronnie (RIGHT MON), gdy jest
MON↑ lub MON↓, za± monotoniczny lewostronnie (LEFT MON), gdy jest
↑MON lub ↓MON.
Q jest ↓MON↓, gdy jest ↓MON i MON↓ jednocze±nie. Analogicznie dla
↑MON↑, ↓MON↑, ↑MON↓.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Monotoniczno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Cztery typy podwójnej monotoniczno±ci s¡ zawarte w kwadracie logicznym:

↓no↓↓all↑

↑some↑ ↑not all↓

Inne przykªady podwójnie monotonicznych kwanty�katorów: ↑MON↑: at
least n, in�nitely many, ↓MON↓: at most n, at most �nitely many.
Kwanty�katory most, the, John's s¡ MON↑, ale nie s¡ LEFT MON, za±
kwanty�katory exactly n, all but n, between �ve and ten nie s¡ ani
LEFT MON ani RIGHT MON.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Monotoniczno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Ró»ne rodzaje monotoniczno±ci s¡ silnymi wªasno±ciami kwanty�katorów.
Zwi¡zane s¡ te» z rozwa»anym w tradycyjnej sylogistyce rozªo»eniem

terminów.

(1) Zewn¦trzna negacja odwraca kierunki RIGHT jak i LEFT MON.

(2) Wewn¦trzna negacja odwraca kierunek RIGHT MON jednak
zachowuje LEFT MON.

(3) Operacja tworzenia kwanty�katora dualnego zachowuje kierunek
RIGHT MON jednak odwraca kierunek LEFT MON.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Monotoniczno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Twierdzenie.
Przy speªnionych CONSERV oraz VAR, jedynymi podwójnie monotonicznymi
kwanty�katorami s¡ dokªadnie te z kwadratu logicznego.

Dowód
Zaªó»my, »e Q jest ↓MON↓. Udowodnimy, »e Q musi by¢ no. We¹my uniwersum
M oraz A,B ⊆ M.
(i) Zaªó»my, »e A ∩ B = ∅. We¹my niepusty A′,A ⊆ A′. Na mocy VAR istnieje
takie C ⊆ M, takie, »e QMA′C . Jako, »e Q jest ↓MON, otrzymujemy QMAC , na
mocy MON↓ za± QMA∅. Zaªo»yli±my, »e A ∩ B = ∅, zatem QMAA ∩ B, z tego
za± na mocy CONSERV otrzymujemy QMAB.
(ii) Zaªó»my, »e zachodzi relacja QMAB . Na mocy ↓MON↓ otrzymujemy
QMA ∩ BA ∩ B, z czego (MON↓) mamy QMA ∩ BA ∩ B ∩ C dla dowolnego
C ⊆ M, na mocy CONSERV otrzymujemy QMA ∩ BC , zatem (VAR) A ∩ B = ∅.

W pozostaªych trzech przypadkach dowód przebiega podobnie.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Monotoniczno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Binarny kwanty�kator Q jest:
(i) ci¡gªy prawostronnie (RIGHT CONT), gdy QMAB oraz QMAB ′′ oraz
B ⊆ B ′ ⊆ B ′′ implikuje QMAB ′,
(i) ci¡gªy lewostronnie (LEFT CONT), gdy QMAB oraz QMA′′B oraz
A ⊆ A′ ⊆ A′′ implikuje QMA′B .
Kwanty�kator nazywamy STRONG RIGHT (LEFT) CONT je»eli zarazem
on, jak i jego negacja s¡ RIGHT (LEFT) CONT.

Zale»no±¢ pomi¦dzy monotoniczno±ci¡ i ci¡gªo±ci¡ wyra»a nast¦puj¡ca
implikacja:

RIGHT (LEFT) MON ⇒
⇒ STRONG RIGHT (LEFT) CONT ⇒
⇒ RIGHT (LEFT) CONT

Odwrotna implikacja nie jest prawdziwa: np. exactly n jest RIGHT oraz LEFT
CONT, jednak nie jest STRONG RIGHT (LEFT) CONT.
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Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów Monotoniczno±¢

Wªasno±ci uogólnionych kwanty�katorów

Barwise i Cooper proponuj¡ nast¦puj¡ce uniwersale:

(U7) Binarne kwanty�katory j¦zyka naturalnego s¡ RIGHT CONT.

Nale»y zauwa»y¢, »e kwanty�kator, który jest RIGHT CONT, jest
koniunkcj¡ dwóch kwanty�katorów, z których jeden jest MON↑ za± drugi
MON↓, np. exactly n jest koniunkcj¡ at least n oraz at most n.
Jako, »e CONSERV przypisuje pierwszemu argumentowi rol¦
uprzywilejowan¡, lewostronne wersje MON czy te» CONT s¡ silniejsze ni»
ich prawostronne odpowiedniki.
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Kwanty�katory binarne

Kwanty�katory jako relacje

Je»eli »adne inne zaªo»enia nie b¦d¡ podane, zakªada si¦ dalej, »e wszystkie
rozwa»ane kwanty�katory s¡ logiczne (czyli speªniaj¡ CONSERV, EXT,
oraz QUANT) oraz speªniaj¡ NONTRIV.

Dla kwanty�katorów w j¦zykach etnicznych wydaje si¦ uzasadnione
przyj¦cie nast¦puj¡cego zaªo»enia:

FIN Jedynie sko«czone uniwersa brane s¡ pod uwag¦.

Z drugiej strony, determinatory takie, jak in�nitely many, all but �nitely

many wymagaj¡ u»ycia modeli niesko«czonych.
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Kwanty�katory binarne

W�ASNO�� DEFINICJA PRZYK�ADY
Kwanty�kator Q jest: gdy:

SYMETRYCZNY QAB ⇒ QBA some, no, at least n

at most n, exactly n,

between n and m

ANTYSYMETRYCZNY QAB ∧ QBA ⇒ A = B all

ASYMETRYCZNY QAB ⇒ ¬QBA -

ZWROTNY QAA all, at least �ve

all but �nitely many

QUASI-ZWROTNY QAB ⇒ QAA some, most at least n

S�ABO ZWROTNY QAB ⇒ QBB some, most at least n

QUASI-UNIWERSALNY QAA ⇒ QAB no, not all, all but n

PRZECIWZWROTNY ¬QAA not all, all but n

LINIOWY QAB ∨QBA ∨ A = B not all

PRZECHODNI QAB ∧ QBC ⇒ QAC all, all but �nitely many

KO�OWY QAB ∧ QBC ⇒ QCA -

EUKLIDESOWY QAB ∧ QAC ⇒ QBC -

ANTYEUKLIDESOWY QAB ∧ QCB ⇒ QAC -
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Kwanty�katory binarne

Kwanty�katory jako relacje

Dowodzi si¦, »e nie ma kwanty�katorów:

asymetrycznych,

euklidesowych

koªowych.

Twierdzenia te wyja±niaj¡ �semantyczne luki� w j¦zykach naturalnych (�-�
w powy»szej tabelce).

�aden kwanty�kator nie jest jednocze±nie:

(1) symetryczny i przechodni,

(2) symetryczny i antyeuklidesowy,

(3) symetryczny i zwrotny,

(4) quasi-uniwersalny i zwrotny.
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Kwanty�katory binarne

Kwanty�katory jako relacje

Jedynym zwrotnym i antysymetrycznym kwanty�katorem jest all.

(1) Je»eli Q jest zwrotny i przechodni, to Q jest ↓MON↑.
(2) Je»eli Q jest symetryczny, to

(a) Q jest quasi-zwrotny wtedy i tylko wtedy, gdy Q jest MON↑,
(b) Q jest quasi-uniwersalny wtedy i tylko wtedy, gdy Q jest MON↓.

Przy zaªo»eniu FIN oraz ACT, jedynym zwrotnym i przechodnim
kwanty�katorem jest all.
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Kwanty�katory binarne

Kwanty�katory jako relacje

Kwanty�katory z kwadratu logicznego posiadaj¡ nast¦puj¡ce wªasno±ci
(modulo VAR):

all : zwrotny, przechodni,
some : symetryczny, quasi-zwrotny,
not all : przeciwzwrotny, liniowy,
no : symetryczny, quasi-uniwersalny.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Ka»dy binarny kwanty�kator Q, który speªnia CONSERV, EXT, QUANT,
mo»e by¢ identy�kowany z binarn¡ relacj¡ pomi¦dzy liczbami kardynalnymi.
Relacja ta jest de�niowana nast¦puj¡co:

qxy ⇔ dla pewnych A,B , takich, »e |A− B| = x i |A ∩ B| = y ,
zachodzi relacja QAB.

Z drugiej strony, maj¡c dan¡ dowoln¡ binarn¡ relacj¦ q pomi¦dzy liczbami
kardynalnymi, mo»na otrzyma¢ odpowiadaj¡cy jej logiczny (czyli
speªnaiaj¡cy CONSERV, EXT i QUANT) kwanty�kator Q na mocy:

QAB ⇔ q|A− B||A ∩ B|.

U»ywanie w dalszej cz¦±ci tego samego symbolu dla kwanty�katora oraz
relacji mi¦dzy liczbami nie powinno prowadzi¢ do nieporozumie«.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Oto kilka numerycznych wersji podanych wcze±niej kwanty�katorów:

all xy ⇔ x = 0,
no xy ⇔ y = 0,
some xy ⇔ y 6= 0,
in�nitely many xy ⇔ y jest niesko«czona
both xy ⇔ x = 0 & y = 2.

Traktowanie kwanty�katorów z perspektywy relacji pomi¦dzy liczbami
kardynalnymi odpowiednich podzbiorów uniwersum staje si¦ bardziej
atrakcyjne, gdy zaªo»ymy FIN. Kwanty�katory staj¡ si¦ wtedy podzbiorami
N2. N2 mo»e by¢ reprezentowane przez drzewko numeryczne, w którym
ka»dy punkt (x , y) posiada dwa nast¦pniki (x + 1, y), (x , y + 1), które to
punkty s¡ z kolei poprzednikami punktu (x + 1, y + 1).
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

wiersz x = |A− B| (0,0)

(1,0) (0,1) kolumna y = |A ∩ B|

(2,0) (1,1) (0,2)

(3,0) (2,1) (1,2) (0,3)

(4,0) (3,1) (2,2) (1,3) (0,4) x + y = |A|

Przek¡tna (diagonalna) w takim drzewie numerycznym to ci¡g tych par (x , y) dla
których x + y = |A|.
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Reprezentacja numeryczna

+ − −
− + − + − +

− − + − + − − − +
− − − + − + − − − − + +

− − − − + − + − − − − − − + +

all exactly one most

− + +
− − − + − +

− − + − + + + − +
− − + + − − + + − + − +

− − + + + − − + + + + − + − +

at least two half or more all but an even

number
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Dzi¦ki tej technice, mo»na poda¢ jakie warunki musz¡ speªnia¢ gra�czne
reprezentacje kwanty�katorów, aby kwanty�katory te posiadaªy okre±lone
wªasno±ci:

NONTRIV ⇔ w drzewku pojawia si¦ przynajmniej jeden +
oraz przynajmniej jeden −,

ACT ⇔ w górnym trójk¡cie (0,0), (1,0), (0,1) pojawia si¦
przynajmniej jeden + oraz przynajmniej jeden −,

VAR ⇔ na ka»dej diagonalnej (za wyj¡tkiem (0,0)) pojawia
si¦ przynajmniej jeden + i przynajmniej jeden −.

Powy»sze warunki obrazuj¡ fakt, »e VAR jest silniejszym zaªo»eniem ni»
ACT.
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Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Podobne warunki mo»na okre±li¢ dla monotoniczno±ci:

MON↑ ⇔ je»eli jaki± punkt nale»y do Q, to wszystkie punkty
na tej samej diagonalnej na prawo od danego punktu
równie» nale»¡ do Q (ka»dy + wypeªnia swoj¡
diagonaln¡ plusami w praw¡ stron¦),

MON↓ ⇔ analogicznie do MON↑, tylko w lew¡ stron¦,

RIGHT CONT pomi¦dzy dowolnymi dwoma + na danej
diagonalnej pojawiaj¡ si¦ tylko plusy.
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Reguªy dla lewostronnej wersji monotoniczno±ci i ci¡gªo±ci najlepiej zobrazuj¡
wykresy:

↓MON

(x,y)

↑ MON

(x,y)

LEFT CONT

(x,y)

(x′,y ′)

Wykresy te mówi¡, »e je»eli punkt (x , y) nale»y do kwanty�katora Q, to nale»¡
do niego wszystkie punkty z zakreskowanego obszaru.
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Twierdzenie. (VAR)
Kwanty�katorami lewostronnie monotonicznymi s¡ dokªadnie te z kwadratu
logicznego.

Dowód. Wszystkie kwanty�katory z kwadratu logicznego s¡ niew¡tpliwie
LEFT MON. Rozwa»my wi¦c w drzewku numerycznym dowolny
kwanty�kator, który jest lewostronnie monotoniczny. Istniej¡ tylko cztery
mo»liwe górne trójk¡ty (na mocy VAR druga diagonalna musi mie¢ posta¢
+− lub −+). Ka»dy z tych czterech trójk¡tów generuje jeden
kwanty�kator w drzewie (na mocy wcze±niejszych obserwacji typów
monotoniczno±ci). Fakt ten za± implikuje mo»liwo±¢ pojawienia si¦ +
wyª¡cznie na lewej kraw¦dzi drzewka (w przeciwnym przypadku postawiony
ju» − musiaªby by¢ +). Plusy musz¡ si¦ za± pojawi¢ na lewej kraw¦dzi, bo
w przeciwnym razie naruszaªyby VAR. Rozwa»anym kwanty�katorem jest
zatem kwanty�kator no. Podobnie dla reszty TKL.

J.Pogonowski, J.Smigerska (MEG) Metalogika Uogólnione kwanty�katory 57 / 66



Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Jedn¡ z podstawowych intuicji dotycz¡cych staªych logicznych jest idea, »e
w semantycznym zachowaniu si¦ kwanty�katorów powinna istnie¢ pewna
�gªadko±¢�.
Intuicje te w cz¦±ci oddaje RIGHT CONT:

je»eli QMAB, QMAB ′′ oraz B ⊆ B ′ ⊆ B ′′, to QMAB ′

Wydaje si¦ uzasadnione wymaganie ci¡gªo±ci przy niezachodzeniu relacji:

je»eli ¬QMAB, ¬QMAB ′′ oraz B ⊆ B ′ ⊆ B ′′, to ¬QMAB ′

Poª¡czenie tych dwóch reguª wymusza RIGHT MON na ka»dej diagonalnej
drzewka numerycznego. Ich koniunkcja b¦dzie od tej pory oznaczana jako
CONT.
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Kolejnym postulatem jest wymaganie gªadkiego przej±cia pomi¦dzy
s¡siednimi diagonalnymi. Je»eli zachodzi relacja QAB , to po dodaniu
nowego elementu do A przynajmniej jedna z dwóch opcji (zwi¦kszenie
|A− B| lub zwi¦kszenie |A ∩ B|) musi wywoªywa¢ zachodzenie Q;
podobnie przy falsy�kacji Q. W terminach drzewka numerycznego warunek
ten ma posta¢:

je»eli (x , y) ∈ Q, to (x + 1, y) ∈ Q lub (x , y + 1) ∈ Q,

je»eli (x , y) ∈ Q, to (x + 1, y) ∈ Q lub (x , y + 1) ∈ Q.

Postulat ten b¦dzie oznaczany PLUS.

CONT i PLUS wyra»aj¡ mocn¡ form¦ ci¡gªo±ci we trzech gªównych
kierunkach w drzewku numerycznym: ↗, ←→, ↖.
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Kolejnym warunkiem na to, »e staªe logiczne nie rozró»niaj¡ liczb
kardynalnych jest postulat, »e kwanty�katory powinny by¢ jednolite. �adna
para (x , y) nie powinna by¢ wyró»niona: ka»de przej±cie w dóª drzewka
powinno odbywa¢ si¦ w ten sam sposób. Przej±cie o jeden krok w dóª mo»e
by¢ postrzegane jako pewien eksperyment na testowanie zachowania si¦
kwanty�katora. Zaczynaj¡c od dowolnej pary (x , y) (przy Q speªnionym
b¡d¹ nie), notujemy warto±ci prawdziwo±ciowe dla (x + 1, y) oraz dla
(x , y + 1). Istnieje osiem ró»nych schematów warto±ci prawdziwo±ciowych

takiej próby (z których PLUS wyklucza wyniki
+
− −

−
+ +).

Warunek jednolito±ci (uniformity) ma posta¢:

UNIF Znak dowolnego punktu w drzewku determinuje znaki
swoich nast¦pników

J.Pogonowski, J.Smigerska (MEG) Metalogika Uogólnione kwanty�katory 60 / 66



Reprezentacja numeryczna

Reprezentacja numeryczna

Warunek UNIF mówi o tym, »e wyniki eksperymentu s¡ jednolite, zawsze
takie same � nie zale»¡ od liczby elementów w odpowiednich zbiorach. Nie
jest istotne, gdzie przeprowadzimy test: kwanty�kator b¦dzie zachowywaª
si¦ jednolicie.

Twierdzenie. (FIN)
Jedynymi kwanty�katorami speªnaj¡cymi CONSERV, EXT, QUANT, jak i
CONT, PLUS, UNIF s¡ kwanty�katory z kwadratu logicznego.
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Dowód. Wszystkie te kwanty�katory speªniaj¡ wymienione wªasno±ci.
Rozwa»my drzewko numeryczne. Które z rozkªadów +/− s¡ dozwolone
przez wymienione warunki? Na wierzchoªku mo»e pojawi¢ sie zarówno +
jak i −. Na nast¦pnej diagonalnej (x + y = 1) jest ju» wi¦cej mo»liwo±ci.
Rozwa»my przypadek, gdy na wierzchoªku pojawia si¦ +. Na mocy VAR

nast¦pna diagonalna mo»e mie¢ posta¢
+

+ − lub
+
− +. W pierwszym

przypadku, trzecia diagonalna musi si¦ zacz¡¢ od +− (UNIF), za± na mocy
CONT diagonalna ta musi by¢ wypeªniona przez −. Procedura ta powtarza
si¦, zatem otrzymujemy kwanty�kator no.
Analogicznie post¦puje si¦ w drugim przypadku otrzymuj¡c kwanty�kator
all.
Analogicznie, przypadek, gdy na wierzchoªku jest −, generuje
kwanty�katory not all, some.
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Koniec

To byªo tylko pobie»ne przedstawienie problematyki zwi¡zanej z
uogólnionymi kwanty�katorami.

Zainteresowanych t¡ problematyk¡ odsyªamy do zamieszczonej literatury
przedmiotu.
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