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Ile i jakiej matematyki potrzebuje kognitywistyka?

O przedmiocie kognitywistyki stuchacze dowiedza si¢ na zajeciach ze Wstgpu do
kognitywistyki. Nauki kognitywne dotycza mozliwosci poznawczych czlowieka.
Aby je opisaé, bada¢ i rozumie¢ potrzebna jest wiedza z wielu dyscyplin, m.in.:
biologii, psychologii, logiki, lingwistyki, matematyki. Niezbedna jest réwniez pew-
na erudycja filozoficzna, zwtaszcza w zakresie epistemologii.

Niniejszy kurs ma charakter ustugowy. Nie jest to zatem wykltad (okre§lonych
dziatéw) matematyki, ale jedynie przeglad wybranych pojec, twierdzen, technik,
metod, ktérych znajomos¢ jest nieodzowna w refleksji nad ludzkim poznaniem.

Podajmy przyktadowe — niewyszukanie proste w swojej ogdlnosci — pytania,
ktére dotycza proceséw poznawczych:

1. Ile czegos jest? lle jest neurondéw w moézgu? Ile jest polaczen migdzy tymi
neuronami? Ilu rzeczy mogg jednocze$nie do§wiadczaé?

2. Jak duze (mate) cos jest? Jak mate stworzenia potrafi¢ zobaczy¢?

3. Czy jedno zalezy od drugiego? Jak moja percepcja zalezy od wypalanego
ziota? Jak wynik bitwy zalezy od wznoszonych przed nig modlitw?

4. Jak ztoZone cos jest? Czy modzg jest zbudowany z niezaleznych modutéw?

5. Czyjedno jest podobne do drugiego? Czy rozwéj mézgu cztowieka podobny
jest do modyfikacji sieci neuronowej?

6. Jak cos zmienia sig? Jak zmieni si¢ moje odczucie temperatury w kazdej z
rak, gdy uprzednio jedng trzymatem w zimnej, a jedng w cieptej wodzie?



7. Czy wystepuje jakas regularnos¢? Czy notowania akcji na gietdzie mozna
opisa¢ wzorem zaleznym od z géry zadanych parametréw?

To nie sg oczywiScie pytania czysto matematyczne. Jednak préby odpowiedzi
na nie zawsze wymagaja stosownej matematycznej aparatury pojeciowe;.

W trakcie wyktadu poznamy matematyczne aspekty takich podstawowych dla
kognitywistyki poje¢ (wiazacych si¢ z odpowiedziami na powyzsze pytania), jak
np.:

1. Liczba, ilosé, miara.
. Zaleznosé, stosunek, relacja.

. Zmiennos¢é, statos¢.
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. Podobieristwo, nieodroznialnosé.

. Struktura, ztoZonosé.
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5. Regularnosé, wzorzec.
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7. Odlegtosé¢, bliskosé.
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. Ksztatt, potozenie.

Zaktadamy, ze stluchacze dysponuja pewna elementarng wiedza wyniesiong ze
szkoty:

1. UmiejetnoSci arytmetyczne. Tabliczki dodawania i mnozenia. Znajomosc ele-
mentarnych funkcji liczbowych.

2. UmiejetnoS¢ rozwiqzywania prostych réwnari i nierownosci. Réwnania i nie-
roéwnosci pierwszego i drugiego stopnia.

3. Znajomos¢ elementarnych wzorow dotyczqcych obliczania dtugosci, pol oraz
objetosci. Oczywiscie mozna powiedziec: po co je zna¢, skoro mozna je zna-
lez¢ w sieci. Kaktus ich nie zna, a zyje. C6z, nie jesteSmy cywilizacja kak-
tusow.

Mozna oczywiscie pytac, czy wiedza matematyczna wyniesiona ze szkoty wy-
starcza dla prowadzenia badan i refleksji kognitywistycznych. Odpowiedz jest zwig-
zta i brzmi: nie wystarcza. Stuchacze przekonaja si¢ o tym juz na pierwszym roku
studiéw. Dodamy jeszcze, ze w naszym przekonaniu matematyka jest najbardziej
humanistyczng z nauk, co bedziemy si¢ starali wykazywaé na kazdym wyktadzie.

W trakcie tego wyktadu bedziemy wykonywac pewne standardowe w matema-
tyce czynnoSci, do ktérych naleza, m.in.:



1. Abstrahowanie. Rozw6j nowoczesnej nauki bylby niemozliwy bez zabiegéw
idealizacyjnych (Arystoteles brnal w rozwazania jakosciowe, Galileusz do-
cierat do praw natury). Rozwiazujac dany problem, zwykle pomijamy wiele
nieistotnych czynnikéw, abstrahujemy od nich.

2. Uogdlnianie. Ten proces widoczny jest np. w rozszerzaniu rozumienia poje-
cia liczby. Obejmowano zakresem tego pojecia coraz to nowe rodzaje liczb:
od naturalnych i dodatnich wymiernych przez catkowite, rzeczywiste, zespo-
lone, az do innych jeszcze ich rodzajéw.

3. Definiowanie. Warunkiem koniecznym efektywnej komunikacji jest uzywa-
nie termindéw w ustalonym znaczeniu. Wszystkie pojgcia matematyczne sa
(albo traktowane jako pierwotne albo) wprowadzane na drodze Scistych, jed-
noznacznych definicji.

4. Dowodzenie. To bodaj najbardziej podstawowa czynno§¢ w matematyce.
Przyjmuje si¢ pewne zatozenia, z ktérych wyprowadza sie, za pomoca z gory
wyraznie okre§lonych metod, réznorakie wnioski. Owe wnioski wynikajq lo-
gicznie z czynionych zatozen.

5. Klasyfikowanie. Nie jest jedynie czynnoScia wprowadzajaca okreslony po-
rzadek w badanej klasie obiektoéw. Przez klasyfikowanie tworzymy nowe,
bardziej abstrakcyjne typy obiektow.

6. Szukanie sprzecznosci. Tak jak w poezji brak cienia jest dowodem nieist-
nienia, tak w matematyce i logice wystapienie sprzecznosci jest dowodem
nieistnienia. Ta analogia jest oczywiScie zartem. Sprzeczno$¢ to Smier¢ lo-
giczna. Nie istnieja obiekty sprzeczne.

7. Budowanie kontrprzyktadow. Kontrprzyktady buduje si¢ w réznych celach,
np. dla ukazania, ze przyjmowane zalozenie jest jedynie wystarczajace, ale
nie jest konieczne dla otrzymanego wniosku.

8. Notacja. GdybySmy posiadali zdolnos¢ telepatii, to méwienie i pisanie by-
toby moze zbgdne. Przekazujemy informacje zawsze w jakim§ jezyku. W
przypadku matematyki jest to specyficzna mieszanina jezyka etnicznego oraz
przyjetych konwencjonalnie symboli o precyzyjnie ustalonym znaczeniu.
Notacja matematyczna stuzy do méwienia o obiektach matematycznych, ale
nie jest z nimi tozsama: np. liczby sa obiektami matematycznymi, ktére mo-
zemy reprezentowac¢ w okreslonej notacji (np. dziesigtnej lub dwojkowe;j).

Réwniez kurs Wprowadzenia do logiki dostarczy stuchaczom informacji na
temat wymienionych wyzej czynnosci oraz ich wytworéw.



Jest oczywiste, ze niniejszy kurs stanowi jedynie skromny wstgp do matema-
tyki. Wspdtczesna matematyka ma ponad trzy tysiace dziatéw. Tutaj wybieramy
tylko niektére drobne fragmenty z niektdrych z nich. Moze warto wspomnie¢, ze
bedziemy zajmowac si¢ nastgpujacymi rodzajami struktur:

1.

4.
5

Struktury algebraiczne: zwiazane z operacjami wykonywanymi na obiek-
tach.

. Struktury porzadkowe: zwiazane z ustalaniem poprzedzania jednych obiek-

tOw przez inne.

. Struktury topologiczne: zwiazane m.in. z bliskoscia, odlegloScia, ksztattem,

ciagtoscia.
Struktury rozniczkowe: zwiazane m.in. z rodzajami i tempem zmian.

Struktury miarowe: zwiazane z miara obiektéw.

Nauczanie matematyki w szkole podlega pewnym naturalnym ograniczeniom.
Po pierwsze, musi by¢ dostosowane do poziomu rozwoju intelektualnego uczniéw,
co jest catkiem zrozumiate. Po drugie, omawiany material musi zmiescic si¢ w
ograniczonych ramach czasowych i na to tez niewiele mozna poradzié, chyba ze
uzyska si¢ dodatkowy czas, likwidujac niepotrzebne lekcje religii.

Uniwersyteckie nauczanie matematyki dysponuje wigksza swoboda. Zaklada
si¢ bowiem, ze student jest potencjalnie zdolny do przyswojenia sobie, a nawet
zrozumienia, o wiele bardziej abstrakcyjnych pojeé niz te, ktére omawiane sg w
szkole. Docenia si¢ kreatywnos¢ studentéw, bedaca wynikiem ich samodzielnych
dociekan.

Chcieliby$my, aby stuchacze tego wyktadu rozumieli matematyke jako:

1.

Nauke o wzorcach. Poczatki matematyki biora si¢ z reprezentacji (wybra-
nych aspektéw) $wiata. Konstruowanie takich reprezentacji pozwala ujaw-
ni¢ wystgpujace w nich wzorce — swoiste regularnosci. Wzorce moga by¢
numeryczno-arytmetyczne (zwiazane z ustalaniem statosci liczebnosci ko-
lekcji), algebraiczne (zwiazane z wtasnosciami dziatai na obiektach, syme-
trie), porzadkowe (zwiazane z rozmieszczeniem obiektéw wzglgdem danych
relacji), moga dotyczy¢ ksztattu, przestrzeni, pozycji, odlegtosci (konstruk-
cje geometryczne, topologiczne), moga dotyczy¢ ruchu i zmiany (pojecia
analizy matematycznej, geometrii i topologii rézniczkowej), moga wresz-
cie dotyczy¢ samych rozumowan matematycznych (pojecia logiki matema-
tycznej), obliczalno$ci (pojecia teorii rekursji oraz réznych dziatléw informa-
tyki), czgstosci (rachunek prawdopodobienstwa i statystyka matematyczna),
itd.



2. Sztuke rozwiqzywania problemow. Praktyka badawcza matematyki obejmuje
wiele typéw dziatalnosci. Przede wszystkim, jest to dowodzenie twierdzefi.
Inne typy tej dzialalnosci to, m.in.: uogdlnianie, abstrahowanie, tworzenie
pojeé, stawianie hipotez, przedstawianie nowych (lepszych, prostszych, bar-
dziej eleganckich) dowoddéw juz znanych twierdzen, wyobrazanie sobie, szu-
kanie kontrprzyktadéw, przeprowadzanie rozumowan przez analogig¢ (pro-
wadzacych np. do rozwazania nowych dziedzin matematycznych), rozpatry-
wanie szczegblnych przypadkow, klasyfikowanie, szukanie nowych aksjo-
matdéw, sigganie po motywacje ptynace z nauk empirycznych, poszukiwanie
nowych punktéw widzenia, przeprowadzanie (niekiedy zmudnych) rachun-
kéw, myslenie przekorne, itd. Na poczatku kazdego z takich dziatafi mamy
do czynienia z problemem poznawczym. W jego rozwiazaniu korzystamy
dostepnych, sprawdzonych juz w dziataniu metod, ale takze z tworzonych
na nowo heurystyk.

WspomnieliSmy juz, ze niniejszy kurs ma charakter ustugowy. Nalezy jednak
réwniez dodaé, ze umiejetnoSci matematyczne, takie jak tworzenie pojec, dowo-
dzenie, klasyfikowanie, konstruowanie kontrprzyktadéw, wyobrazanie sobie, itd.
sq niezwykle waznymi ludzkimi zdolno$ciami poznawczymi. Tworzac matema-
tyke, lub jedynie postugujac si¢ nia w sposéb kompetentny dajemy $wiadectwo
naszemu czlowieczeristwu. WyobraZnia matematyczna to potgzne narzedzie po-
Znawcze.

Ustalenia organizacyjne

Syllabus przedmiotu umieszczony zostat na stronie internetowej wyktadu:
http://logic.amu.edu.pl/index.php/Mpk
Na wyzej wymienionej stronie zamieszczono plik zawierajacy szczegétowe
omoéwienie planu wyktadu. Tamze zamieszczaé bgdziemy tez odno$niki do wybra-
nych miejsc w sieci, ktére z korzyscig dla rozumienia wykltadu mozna odwiedzié.

Plan wykladéw

Planujemy nastgpujace tematy wyktadow:

1. Rachunek zbiorow.
2. Rachunek relacji.

3. Funkcje.



10.
11.
12.
13.
14.
15.

. Kombinatoryka i ciqgi liczbowe.
. Struktury porzadkowe.

. Struktury algebraiczne.

. Struktury topologiczne.

. Granice i ciqglosé.

. Rozniczkowanie.

Wybrane twierdzenia rachunku rozniczkowego.
Catkowanie.

Miara i prawdopodobieristwo.

Algorytmy.

Powtérka I: przygotowanie do zaliczenia wyktadu.

Powtorka I1: przygotowanie do zaliczenia wyktadu.

Tematy 12 oraz 13 omawiane sa w bardziej rozwinigtej formie na zajeciach
Metody statystyczne oraz Podstawy algorytmiki.

Ustalenia dodatkowe

1.

Wyktad koniczy si¢ zaliczeniem z oceng. Ma ono forme pisemna i zostanie
przeprowadzone przed rozpoczgciem sesji zimowej. Zakres materiatu (przy-
ktadowe pytania) zostanie wyraZnie podany przed rozpoczgciem sesji zimo-
wej. Zgodnie z zaleceniem koordynatora tego modutu ksztatcenia, przewi-
duje si¢ nastgpujaca skalg ocen z zaliczenia wyktadu:

e do 50% maksymalnej puli punktéw: ndst
e do 60% maksymalnej puli punktéw: dst
e do 70% maksymalnej puli punktéw: dst+
e do 78% maksymalnej puli punktéw: db

do 85% maksymalnej puli punktéw: db+

powyzej 85% maksymalnej puli punktéw: bdb



2. Wyktad stanowi calo§¢ wraz z konwersatorium, prowadzonym w tym roku
akademickim przez Pania dr Dorote Leszczynska-Jasion. Zasady zaliczenia
konwersatorium poda prowadzaca.

3. Materialy dydaktyczne beda systematycznie udostgpniane na stronie inter-
netowej wyktadu.
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