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@ Czym zajmuje sie logika algebraiczna?

@ Semantyczne aspekty logiki.

e Wyniki metalogiczne.

@ Rola polskich logikéw w rozwoju logiki algebraicznej.
Studenci poznanskiej kognitywistyki poznaja zagadnienia logiczne gtéwnie
w aspekcie teorio-dowodowym. Przygotowywane przez wyktadowce

materiaty do niniejszego wykfadu maja (w zamierzeniu autora) stanowi¢
uzupetnienie tej problematyki o aspekty semantyczne.
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Algebry i morfizmy. Podalgebry, kongruencje, algebry ilorazowe.

Operacje na algebrach. Ultraprodukty.

Kraty: rodzaje, wtasnosci, zbiory i elementy wyréznione w kratach.

Algebry Boole'a, algebry Heytinga, TB-algebry,. ..
Ogolne operacje konsekwencji.

Krata operacji konsekwencji.

Matryce logiczne.

Konsekwencje matrycowe.

Problemy zupetnosci.

Logika niefregowska.

Algebry relacyjne.

Algebraiczne ujecia logiki pierwszego rzedu.

Ontologie sytuacji.
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@ Zgodnie z biezacymi zaleceniami, wyktad odbywa sie w formie zdalne;j.
o Konsultacje z wyktadowca beda mozliwe takze w formie zdalne;.
e Wyktad konczy sie zaliczeniem z ocena.

@ Podstawa zaliczenia wykfadu jest samodzielnie napisany esej.
Przyktadowe tematy:

Rozumienia pojecia statej logiczne;j.

Woybrane systemy logiczne: geneza i zastosowania.
Rozumienia pojecia zupetnosci systemu logicznego.
Semantyka logiczna: przeglad stanowisk.

Logika a ontologia.

Modele wynikania logicznego.

Wihasny temat eseju (po uzgodnieniu z prowadzacym zajecia).

Podstawowa bibliografia podana jest na koncu prezentacji.
Prezentacje poszczegélnych wyktadéw beda zamieszczane w katalogu
plikéw naszego zespotu w MS Teams.
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Logika algebraiczna Uwagi historyczne

Prehistoria:

George Boole: The mathematical analysis of logic, 1847
Augustus De Morgan: Formal logic, 1847

George Boole: Laws of thought, 1854

Charles Sanders Peirce: (Logic of relatives), 1870

Alexander Macfarlane: Principles of the algebra of logic, 1879
Christine Ladd: On the algebra of logic, 1883

Ernst Schroder: Algebra der Logik, 1895

Clarence Lewis: A survey of symbolic logic, 1918

Leopold Léwenheim: 1915,

Thoralf Skolem: 1919, 1920, 1922,

W ciggu ostatnich stu lat gtéwnie logicy polscy uzyskiwali znaczace wyniki
w logice algebraicznej (Tarski, tukasiewicz, Lindenbaum, tos, Suszko,
Stupecki, Rasiowa,...). Wykorzystamy ustalenia z monografii Wéjcicki
1984, Pogorzelski, Wojtylak 2008, Omyta 1986, Czelakowski 2001.
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R EREIEELIEHSOEM  Wybrane zagadnienia

Whasnosci kraty operacji konsekwencji.
Zaleznosci miedzy operacjami konsekwencji a matrycami.
Istnienie matryc silnie adekwatnych.

Problematyka zupetnosci.

Korelaty semantyczne.
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Preliminaria matematyczne

Zaktadamy, ze stuchacze zetkneli sie juz z nastepujacymi zagadnieniami:

Relacje: wtasnosci i operacje na relacjach.

Typy porzadkéw.

e o6 o

Jezyki formalne: zmienne, termy, formuty.

Aksjomaty, reguty wnioskowania, dowody, tezy, teorie.

Dalsze potrzebne pojecia matematyczne beda omawiane w trakcie
kolejnych wyktadéw.
Dzisiaj przypomnimy jedynie kilka elementarnych faktéw o relacjach.
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Preliminaria matematyczne

@ Uzywamy standardowych oznaczen dotyczacych operacji na zbiorach,
obrazéw i przeciwobrazéw zbioréw wzgledem relacji (lub funkgji).
Boolowskie operacje na relacjach zdefiniowane s3 tak samo, jak w
przypadku dowolnych zbioréw.

e Jesli R C X x Y, to relacjg odwrotna do R jest relacia R™! C Y x X
okreslona nastepujaco: xR~ 1y wtedy i tylko wtedy, gdy yRx.

@ JeSi RCXXxY,SCY xZ, toztozenie RoSC X x Zrelacji Ri S
okreslone jest nastepujaco: xR o Sz wtedy i tylko wtedy, gdy istnieje
y € Y taki, ze xRy oraz ySz.

@ Relacja R C X x X jest relacja réwnowaznosci (réwnowaznoscia) na
X, gdy jest zwrotna, symetryczna i przechodnia. Jesli R jest
réwnowaznoscig na X i x € X, to niech [x]g = {y € X : xRy} (klasa
R-réwnowaznosci elementu x) oraz X/R = {[x|g : x € X} (podziat
zbioru X na klasy R-réwnowaznosci).

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 1 2021 8/ 14



Preliminaria matematyczne

Operacja ztozenia relacji jest faczna, tj.: Ry o (R2 0o R3) = (R1 o Ry) o Rs.
Operacja ztozenia nie jest przemienna, tj. nie dla wszystkich relacji Ry i R
zachodzi: Rjo Ry = R, o Ry.

Udowodnimy, dla przykfadu, ze: (RoS)™t =S 1o R7L.

Nastepujace warunki sa réwnowazne, dla dowolnych relacji R oraz S oraz
dowolnych x i y:

x(Ro S) 1y

y(RoS)x

istnieje z taki, ze yRz oraz zSx

istnieje z taki, ze zSx oraz yRz

istnieje z taki, ze xXS™1z oraz zR™1y)

x(S71o R71)y.

Otrzymujemy stad zatem: (Ro S) ™t =S 1o R7L

Jerzy Pogonowski (UAM) Logika algebraiczna 1 2021 9/ 14



Preliminaria matematyczne

Niech R C X x X. Przez idx rozumiemy relacje identycznosci w X.
Przechodnim domknieciem relacji R nazywamy relacje R zdefiniowana
indukcyjnie: R! = R, Rl = R"o R, R = UR".

n

Algebraiczna charakterystyka niektérych witasnosci relacji:

R jest zwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy idx C R

R jest przeciwzwrotna wtedy i tylko wtedy, gdy R N idx = 0

R jest symetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy R = R™1

R jest asymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R~1 =)

R jest antysymetryczna wtedy i tylko wtedy, gdy RN R~ C idx
R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy RoRC R

R jest przechodnia wtedy i tylko wtedy, gdy R = R

R jest spéjna wtedy i tylko wtedy, gdy RU R~ Uidx = X x X.
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Preliminaria matematyczne

Udowodnimy, dla przyktadu, ze: ztozenie Ry o R, réwnowaznosci Ry i R
jest réwnowaznoscia wtedy i tylko wtedy, gdy R o R» = Ry o Ry.
Najpierw pokazujemy, ze jesli Ry o Ry jest réwnowaznoscia, to
RioRy =Ry oR;.

Jesli Ry o Ry jest réwnowaznoscia, to zachodza nastepujace réwnosci:

RioRy=(RioR) ' =Ry*o R =RyoRy.

Niech Ry o R, = R o Ry. Pokazemy, ze Ry o Ry jest réwnowaznoscia.

Po pierwsze, mamy: (Rio Ry) ™! = (Ryo Ry)™! = Rfl o Rgl = R; o Ry,
tj. R1 o Ry jest symetryczna.

Po drugie, mamy:

(R]_OR2)O(R]_OR2):R]_O(R2OR]_)OR2:R]_O(R]_OR2)OR2:
(RioR1))o(RaoRy) C RioRy,

tj. Ry o Ry jest przechodnia.
Zwrotno$¢ Ry o Ry jest oczywista, poniewaz R; oraz R, sa zwrotne z
zatozenia.
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Preliminaria matematyczne

Relacja R C X x X jest:

e preporzadkiem, gdy jest zwrotna i przechodnia;

@ czesciowym porzadkiem, gdy jest antysymetrycznym preporzadkiem;

@ ostrym czesciowym porzadkiem, gdy jest przeciwzwrotna i przechodnia
(wtedy jest tez asymetryczna);

o porzadkiem liniowym, gdy jest spéjnym porzadkiem czesciowym;

@ ostrym porzadkiem liniowym, gdy jest spéjnym ostrym porzadkiem
czedciowym;

o porzadkiem dyskretnym, gdy jest porzadkiem liniowym i kazdy element
zbioru X ma bezposredni R-poprzednik i bezposredni R-nastepnik;

@ porzadkiem gestym, gdy jest jest niepustym porzadkiem liniowym i dla
kazdych x € X, y € X, jesli xRy, to istnieje z € X taki, ze xRz, zRy
oraz z # x, z # y;

e porzadkiem ciggtym, gdy jest liniowym porzadkiem i kazdy podzbiér
zbioru X, ktéry ma ograniczenie gérne, ma tez kres gérny;

e porzadkiem dobrym, gdy jest liniowym porzadkiem i kazdy niepusty
podzbiér zbioru X ma element R-najmnigjszy.
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SILICTAEYEM  \Wybrane prace logiczne
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